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چͺیده

مͬ�گیرد. انجام کوانتومͬ ͷانیͺم علم بوسیله ͷکوچ بسیار ابعاد با سیستم�هایͬ بررسͬ که مͬ�دانیم
شدن وارد لذا مͬ�باشد. همدوس حالت�های کوانتومͬ، ͷانیͺم رسمͬ زبان داریم اعتقاد ما طرفͬ از
ما رساله این در باشد. مͬ برخوردار خاصͬ اهمیت از مختلف سیستم�های برای حالت�ها این بحث به
S ۱ حقیقͬ (حلقه انحنا�دار فضاهای برای گرمایͬ هسته از استفاده با را همدوس حالت�های داریم قصد
(که گرما معادله بررسͬ از را خود کار منظور بدین آوریم. بدست (H۲ هذلولͬ�وار و S۲ حقیقͬ کره
حالت�های ریاضͬ روش�های با سپس و آغاز است) ریمانͬ فضاهای در آن بنیادی حل گرمایͬ هسته

مͬ�کنیم. استخراج گرمایͬ هسته از را همدوس
تجزیه پواسون جمع بخصوصقاعده و پیچیده ریاضͬ مباحث از استفاده با را گرمایͬ روشهسته این در
آوردن بدست برای رساله این در که روشͬ مͬ�کنیم. استخراج آن از را همدوس سپسحالت�های و کرده
از استفاده با پایان در مͬ�باشد. ابتͺاری کاملا́ و جدید روش ͷی شده، گرفته بͺار همدوس حالت�های
مͬ�آوریم. بدست را ۱+ ۱ دوسیتر روی جرم�دار ذره همدوس حالت�های مستقیم بصورت روش، این

کلیدی: کلمات
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دسته�بندی را آن و نͽریسته را انسان پیرامون دنیای تا مͬ�کوشد که است آن در ͷفیزی علم زیبایͬ

نͽاه با جهان شناسایͬ مͬ�نامیم. دنیا شناسایͬ ساده�تر، زبان به یا مدل�نویسͬ یا مدل�کردن را کار این کند.

ساده�ترین آموخته�اند، ما به که آن�جا تا روند، این مͬ�شود. انجام ریاضͬ زبان به آن�ها بیان و پدیده�ها به

است. شناسایͬ راه

های حالت بحث نموده معطوف خود به را فیزیͺدان�ها توجه اخیر دهه�های در که مباحثͬ از ͬͺی

مورد در همدوس حالت�های تعیین مͬ�باشد. هستند) هیلبرت فضای از بردارهایͬ ویژه (که همدوس

مباحث که فیزیͷمͬ�باشد در مطالب پیچیده�ترین حال عین در و اساسͬ�ترین از ͬͺمختلفی سیستمهای

در ولͬ مͬ�رسد سال هشتاد از بیش به موضوع این پیشینه که چند هر دارد. همراه به را ریاضͬ سنͽین

گرفته خود به اهمیتخاصͬ (منیفلدها) رویه�ها و لͬ حالت�هایهمدوسگروه�های بررسͬ اخیر دهه�های

حالت�های افراد از بسیاری رویه�ها، و لͬ گروه�های به مربوط مباحث پیچیدگͬ بدلیل متاسفانه است.

مͬ�گیرند. اشتباه هم با را مربوطه همدوس

موضوع است. ͷکلاسی ͷفیزی با آن ارتباط و دارد کوانتومͬ ͷفیزی در ریشه همدوس حالت�های ایده

۶٠ دهه در سپس و گردید معرفͬ ١٩٢۶ سال در شرودینͽر١ بوسیله بار اولین همدوس حالت�های

میلادی)، ٢٠٠۵ سال در نوبل جایزه برنده و همدوس حالت�های علم (پدر گلوبر٢ توسط میلادی

همدوس حالت�های بحث زمان آن از گرفت. قرار بررسͬ مورد جدی�تر صورت به سادارشان۴ و کلودر٣

نظری ͷفیزی در جمله از و جامد حالت� اتمͬ، هسته�ای، ͷفیزی قبیل از ͷفیزی مختلف شاخه�های در

کوانتومͬ تئوری طبیعͬ زبان همدوس حالت�های مͬ�گوید:” اینباره در کلودر که طوری یافت گسترش

“ مͬ�باشند.

پرلموو۵، قبیل از جسته�ای بر ریاضͬ�دان�های و فیزیͺدان�ها مذکور، افراد از غیر به نیز اخیر دهه�های در

است. داشته همراه به را درخشانͬ نتایج که پرداخته�اند موضوع بررسͬ به هال٨ و گزو٧ باروت۶،

حالت�های مͬ�توان کل در اما دارد وجود همدوس حالت�های آوردن بدست برای مختلفͬ روش�های

١E. Schrodinger
٢R. J. Glauber
٣J. R. Klauder
۴E.C.G. Sudarshan
۵A.M. Perelomov
۶A.O. Barut
٧J. P. Gazeau
٨B. Hall

٢



نوشت: زیر شͺل به را استاندار همدوس

|χ⟩ = ۱√
N

∑
n,l,...

Φn,l,...(χ)|n, l, ...⟩ , (١-١)

و متعامد مجموعه�های {Φn,l,...(χ)} فضا، متعامد پایه�های |n, l, ...⟩ نرمالیزاسیون، ضریب
√
N که

دارای همدوس حالت�های تمام مͬ�شوند. شناخته استاندارد همدوس حالت�های عنوان به |χ⟩ ∈ H

موجود، روش�های در مͬ�باشند. بودن) کامل -٣ و بودن نرمالیزه�پذیر -٢ بودن، پیوسته -١) شرط سه

بسیار کاری که مͬ�آورند بدست مستقیم غیر بطور را همدوس حالت�های گروه نظریه از استفاده با

مͬ�باشد. مشͺل بسیار روش این به انحنادار فضاهای برای حالت�ها این تعیین همچنین طاقت�فرساست.

مͬ�آید) بدست گرما معادله حل از (که گرمایͬ هسته از استفاده با که است این نامه پایان این از هدف

را همدوسمربوطه حالت�های ،ͷفیزی در متداول فشرده) غیر و (فشرده لͬ گروه�های و رویه�ها به مربوط

مͬ�آوریم. بدست مستقیم بطور را همدوس حالت�های ابداعͬ، روش این در نماییم. کلاسه�بندی و تعیین

مͬ�کند: تبعیت زیر روند از اصولͬ بصورت رساله این در رفته کار به شیوه

همدوس ←حالت�های گرمایͬ ←هسته� ←کار ←لاگرانژین متریͷ←لاپلاسͬ

نمودیم: تدوین را زیر فصل�های اساس، این بر

حیطه�های در وسیعͬ کاربردهای معادله این مͬ�شود. بررسͬ گرما معادله فصل این در دوم: فصل

ͷانیͺم گرماست)، معادله از یͷشͺلͬ شرودینͽر (معادله کوانتوم ͷانیͺم در جمله از ͷفیزی مختلف

مورد (در اقتصاد علم در حتͬ و گرما) (انتقال ͷترمودینامی پخش)، معادله و براونͬ (حرکت آماری

حل�های از برخͬ فصل این انتهای در دارد. نش٢)، نامساوی و بلاخ-اسشولز١ رابطه�های و توزیع نرخ

.[۶ ،۵ ،۴ مͬ�دهیم[٣، ارائه را اقلیدسͬ فضای در معادله این

روش از گرما معادله حل برای فضا این در است. سخت ریمانͬ فضای در گرما معادله حل سوم: فصل

مͬ�باشد. فراوانͬ پیچیدگͬ�های دارای خود نوبه به نیز این که مͬ�کنیم استفاده گرمایͬ هسته یا بنیادی

با رویه�ریمان۵ͬ، روی گرما معادله�ی حل روی بر پلیجل۴ میناکشیسوندرام٣و ریاضیدانان ،١٩۴٩ در

این �وسیله به آن�ها کردند. مطالعه مجزا، نقاط و کوتاه زمانͬ بازه�های حدود در مجانبͬ بسط از استفاده

فضا-زمان در انتشارگرها فرضیه برسند رویه روی بر زتا۶ تابع تحلیلͬ خاصیت�های به توانستند بسط،

١Black-Schols
٢J. Nash
٣S. Minakshisundaram
۴T. Pleijel
۵Riemannian manifold
۶Zeta function
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شوینͽر٣ وسیله به ۶٠ دهه در و شد، آغاز مسیر انتͽرال روی دوایت٢ و مورت١ کار با ۵٠ دهه در خمیده،

افرادی نیز، اخیر دهه�های در یافت. توسعه گرمای۴ͬ، هسته� بسط و ویژه زمان فرمول�بندی با دوایت و

کرده�اند. ارزنده�ای کارهای گرمایͬ هسته زمینه در کالین۶ و کامپورس۵ͬ همچون

مͬ�کنیم[٢]. ذکر را گرمایͬ هسته آوردن بدست روش�های مهم�ترین مختصر، بطور فصل این در

دوایت، بوسیله رابطه این دارد. وجود ریمانͬ فضای در گرمایͬ هسته برای کلͬ رابطه ͷی چهارم: فصل

گرمایͬ هسته آوردن بدست روند اصولͬ بصورت فصل این در شد. تͺمیل و بررسͬ فاینمن و وهلر٧

.[١٣ مͬ�کنیم[١٢، ذکر را ریمانͬ فضای برای

فضاهای برای گرمایͬ هسته� طریق از که همدوس حالت�های به یافته اختصاص فصل این پنجم: فصل

فصل�های در شده ذکر روش�های همان با را گرمایͬ هسته� مͬ�آید. بدست Hn هذلولͬ�وار و Sn کروی

اینجا در مͬ�نمائیم. استخراج آن از را همدوس حالت�های ابداعͬ، روش با سپس و مͬ�آوریم بدست قبل

مستقیم بطور H۲را هذلولͬ�وار و S۲ کره ، S ۱ حلقه روی همدوس حالت�های توانستیم بار اولین برای ما

را ابداعͬ روش کاربردهای از برخͬ فصل این انتهای در آوریم. بدست گرمایͬ هسته از استفاده با و

.[١٧ ،٢۵ ،٢۴ ،٢٠ ،١٩ مͬ�کنیم[١۴، ذکر

١V. V. Morette
٢DeWitt
٣Schwinger
۴heat kernel
۵R. Camporesi
۶D. Calin
٧Wheeler

۴



٢ فصل

آن کاربرد�های و گرما معادله�



در احتمال توزیع یا ͷکلاسی ͷفیزی در ذرات پخش توصیف برای کلͬ معادله ͷی گرما معادله

خاص حل�های و کاربردها گرما، معادله آوردن بدست روش�های فصل این در مͬ�باشد. کوانتوم ͷفیزی

گرمایͬ هسته� که گرما، معادله کلͬ شناخت فصل این از هدف مͬ�کنیم. بررسͬ اقلیدسͬ فضای در را آن

که دهیم نشان مͬ�خواهیم ما واقع در مͬ�باشد. است، ریمانͬ فضای در معادله این جواب�های از ͬͺی

ریمانͬ فضای در و کلͬ حالت در مͬ�رود، بͺار اقلیدسͬ فضایͬ در گرما معادله حل برای که روش�هایͬ

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد بعد فصل در را ریمانͬ فضای برای گرمایͬ هسته�� ندارد. کاربردی

گرما معادله�ی آوردن بدست ١�٢

گرما معادله�ی آوردن بدست برای ریاضͬ مدل ١�١�٢

است: زیر شͺل به عام، دوم مرتبه خطͬ جزئͬ دیفرانسیل معادله از خاصͬ مورد ͷی گرما، معادله�ی

A∂۲
x +B∂x∂t + C∂۲

t +D∂x + E∂t + F = ۰ , (٢-١)

هستند. t و x روی توابع A,B,C,D,E, F ضرایب که

معادله مثال معادله نوع شرایط

لاپلاس ∂۲
xu+ ∂۲

tu = ۰ گون بیضͬ B۲ < ۴AC

موج ∂۲
xu− ∂۲

tu = ۰ گون هذلولͬ B۲ > ۴AC

گرما ∂۲
xu− ∂tu = ۰ گون سهمͬ B۲ = ۴AC

به شده داده نام�های که مͬ�کند پیشنهاد معادله آن شرایط به توجه با مخروطͬ منحنͬ ͷی هرمعادله

است. شده اقتباس آن�ها هندسͬ شͺل از معادلات

را دارند، · · · و ͬͺتریͺال یا پتانسیل�گرانشͬ سطح حداقل� �که ͬͺاستاتی معادله�های لاپلاس: معادله

هستند. ریمانͬ معادلات این هندسͬ شͺل مͬ�کند. توصیف

این هندسه مͬ�کند. توصیف را تابش و موج الͺترومغناطیسͬ و رادیویͬ ،ͬͺانیͺم انتشار موج: معادله

مͬ�کند. تبعیت لورنتزی هندسه از معادلات

نوع از معادله�های مͬ�کند. توصیف را ͷکلاسی ͷفیزی در پدیده�ها توزیع یا پخش گرما: معادله

نوعند[٢]. این از بلاخ-اسشولز و کوانتوم در شرودینͽر

۶



گرما معادله�ی آوردن بدست برای ͬͺفیزی مدل ٢�١�٢

که سیالͬ ͷی صورت به را گرما که شود تصور اینصورت به مͬ�تواند ͬͺفیزی مدل ͷی گرما مطالعه در

مͬ�توان را دما گرفت. درنظر مͬ�شود، منتقل دیͽری مͺان به یͷمͺان از آزادانه و دارد جریان ماده درون

مͬ�شود. ناشͬ زیر تعریف از مستقیم غیر بطور گرما ولͬ کرد گیری اندازه دماسنج توسط مستقماً

برای ببرد. بالا واحد ͷی را آب از واحد ͷی دمای تا نیاز مورد گرمای مقدار گرما واحد ͷی تعریف:

است. سانتیͽراد یͷدرجه برابر دما واحد ͷی و یͷکالری برابر گرما واحد ͷی cgs دستͽاه در مثال

بررسͬ آزمایش با مͬ�توانند آن�ها دوی هر مͬ�کنیم،که بیان گرما طبیعت درباره موضوعه اصل دو ما

شوند.

تغییرات و (m) ماده جرم با است متناسب مستقیماً ماده در ∆Q گرمای تغییرات اول: موضوعه اصل

یعنͬ: (∆u) آن دمای

∆Q = cm∆u , (٢-٢)

مͬ�شود. نامیده ماده ویژه گرمای و دارد ͬͽبست ماده به که است تناسبͬ ثابت c که

شده عایق�بندی آن طرف دو که مͬ�گیریم، نظر در همͽن ماده�ای از مستقیم میله ͷی دوم: موضوعه اصل

داشته نͽهداشته ثابت مختلف دمای دو در میله انتهای دو اگر مͬ�باشد). ثابت (که x∆است آن طول و

تغییرات شدت به جریان مقدار و شده خطͬ میله طول در دما است) ∆u برابر اختلاف این (که شود

ثابت و ∆t و ∆u/∆x و A با متناسب مستقیماً ∆Qکمیت بعلاوه شد. خواهد وابسته (∆u/∆x) دما

در x محور راستای در را میله طول اگر (٢-١-٢) شͺل همانند است. (l) ماده رسانندگͬ بنام تناسبͬ

مͬ�یابد. افزایش خطͬ بطور دما بͽیریم، نظر

معͺوس ∆u/∆x جریان ͹آهن و xافزایش جهت آنͽاه باشند، مثبت ∆u و ∆x شͺل همانند اگر

داریم، اول موضوعه اصل از مͬ�شود. −lA∆u/∆x آن مقدار و شده

∂Q

∂t
|t۰= cm

∂u

∂t
|t۰ , (٢-٣)

∆Q = −lA∆u

∆x
∆t . (۴-٢)

داریم؛ دوم موضوعه اصل طبق باشد x از تابعͬ ͷی بالا میله در دما اگر

٧



میله درون مͺان حسب بر دما تغییرات :٢-١ شͺل

∂Q

∂t
|x۰ = −lA

∂u

∂x
|x۰ . (۵-٢)

باید حال مͬ�باشد. آن دمای گرادیان با متناسب که است x = x۰ سطح سرتاسر در جریان ͹آهن این

رسید، زیر گرما معادله به مͬ�توان بالا موضوعه اصل دو از که دهیم نشان

∂۲u

∂x۲ =
∂u

∂t
. (۶-٢)

نشان ما مͬ�شود. معین u(x, t) با t زمان در و x نقطه در دما که مͬ�گیریم نظر در را قبل حالت میله

مͬ�کند. صدق گرما معادله در بالا موضوعه اصول به توجه با u(x, t) که مͬ�دهیم

که مͬ�بینیم (٢-٣) به توجه با مͬ�گیریم. نظر در x۰ +∆x و x۰ نقاط بین میله از عایقͬ بخش ͷی

میانͽین مقدار است. (∂u/∂t)(x, t۰) با متناسب t۰ زمان در و x نقطه در (∂Q/∂t)(x, t۰)جذب͹آهن

͹آهن بنابراین مͬ�افتد، اتفاق (x۰+θ∆x) در داخلͬ نقاط از بخشͬ در (۵-٢) رابطه در دومͬ تابع روی

با: است برابر بخش تمام در گرما جذب

∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=t۰

= cρ∆xA
∂u

∂t
(x۰ + θ∆x, t۰) ۰ < θ < ۱ , (٢-٧)

مͬ�زنیم. تخمین دیͽر موضوعه اصل بوسیله را گرما ͹آهن این حال است. m = ρ∆xA اینجا در که

با؛ است برابر (x۰, x۰ +∆x) بازه در گرما جریان ͹آهن (۵-٢) به توجه با

−lA∂u
∂x

(x۰ +∆x, t۰) + lA
∂u

∂x
(x۰, t۰). (٢-٨)

بصورت را رابطه این مͬ�توان مͬ�یابد. جریان x۰ + ∆x پایانͬ نقطه تا x۰ اولیه نقطه از گرما یعنͬ این

٨



گرما معادله بررسͬ برای همͽن میله :٢-٢ شͺل

نوشت؛ زیر

lA

[
∂u

∂x
(x۰ +∆x, t۰)−

∂u

∂x
(x۰, t۰)

]
= lA

∂۲u

∂x۲ (x۰ + θ∆x, t۰)∆x . (٢-٩)

داریم: (٢-٩) و (٢-٧) رابطه دو دادن قرار برابر با بͽیریم، نظر در صفر ͷنزدی را ∆x اگر

l
∂۲u

∂x۲ (x۰, t۰) = cρ
∂u

∂t
(x۰, t۰). (٢-١٠)

معادله مͬ�توان پس مͬ�شود. نامیده پخش ضریب یا گرمایͬ(ماکسول) رسانندگͬ a = l/(cρ)ثابت که

کرد: بازنویسͬ را بالا

a
∂۲u

∂x۲ =
∂u

∂t
. (٢-١١)

داشت: خواهیم و کرده حذف را aضریب (t
′
= at) جدید زمانͬ بازه ͷی انتخاب با همچنین

∂۲u

∂x۲ =
∂u

∂t′
. (٢-١٢)

بجای u(x, at) از باید بͽیریم نظر در را شͺل این اگر البته مͬ�گیریم. نظر در را رابطه این ما پس این از

در و (a, b) بازه در را گرما مجموع مͬ�توانیم میله، ͷی در دما توزیع ͷی برای کنیم. استفاده u(x, t)

بͽیریم[٣]: نظر در زیر بصورت t۰ زمان

Q(t۰) = cρ

∫ b

a

u(x, t۰)dx. (٢-١٣)

٩



�گرما معادله� تفسیر و ͬͺفیزی معانͬ ٢�٢

در و (x ∈ V ) نقطه هر گازدر دمای . (V ∈ R۳)مͬ�گیریم نظر در را V حجم در محصور گاز ͷی

حوزه این از (سطحͬ) المان ͷی ∂Ω باشد V از حوزه ͷی Ω اگر مͬ�شود. معین u(x, t) با t زمان

وجود گرمایͬ نشر یا جذب هیچ اینͺه فرض با است. المان این سرعت١برای یͺه بردار ν و مͬ�باشد

برای را گرمایͬ انرژی بقای قانون مͬ�توانیم ما نداریم)، جرم برای کاهشͬ یا افزایش هیچ (یعنͬ ندارد

مͬ�آید: بدست زیر تعریف از گرمایͬ انرژی بقای قانون کنیم. بررسͬ ناحیه این

∂Ω مرز سرتاسر در انرژی خالص جریان معادل Ω درناحیه زمان به نسبت کل انرژی تغییرات ͹آهن

مͬ�باشد.

مͬ�آید: بدست زیر رابطه از t زمان در Ω ناحیه در (گرما) کل گرمایͬ انرژی

U(t) =

∫
Ω

u(x, t)dx. (١۴-٢)

مͬ�آید: بدست فوریه قانون به توجه با ناحیه مرز سرتاسر انرژی خالص جریان

Q(t) =

∫
∂Ω

∂u(x, t)

∂ν
dσ, (١۵-٢)

مͬ�آید: بدست زیر رابطه از نرمال مشتق بالا رابطه در باشد. Ω∂مͬ ناحیه روی بر dσالمان

∂u(x, t)

∂ν
= ⟨∇xu(x, t), ν(x)⟩, x ∈ ∂Ω, (١۶-٢)

درجریان گاز از ذراتͬ فقط آنͽاه باشد x ∈ ∂Ω اگر مͬ�باشد. ∂Ω مرز در نرمال جریان چͽالͬ که

که گاز ذرات بقیه و مͬ�شوند وارد ∂Ω المان بر عمودی صورت به که دارند سهم Q(t) انرژی خالص

شͺل به توجه با ندارند. درQ(t)سهمͬ یͺدیͽر با برخورد علت به مͬ�شوند، ∂Ω وارد دیͽر درجهت�های

عمود غیر صورت به که b و a مانند ذراتͬ و مͬ�باشد ∂Ω از ͬͽهمسای ͷی U که دید مͬ�توان (٢-٢)

برابر انرژی خالص جریان پس مͬ�شوند. حذف یͺدیͽر به برخورد با مͬ�شوند، ∂Ω ناحیه وارد U از

مͬ�باشد. مͬ�شوند، خارج سطح از ν سرعت با عمودی طور به u(x, t) دمای با که ذراتͬ مجموع

دهیم، بسط Ω ناحیه به را جریان این اگر حال آوردیم. بدست ∂Ω برای را انرژی خالص جریان ما

توجه با مͬ�آوریم. بدست را است، گرمایͬ انرژی ͬͽپایست قانون همان که را کل انرژی تغییرات ͹آهن

١normal unit

١٠



شوند ناحیه وارد عمودی بطور که هستند سهیم جریان کلͬ شارش در ذراتͬ فقط :٢-٣ شͺل

آوریم: بدست را مرز سرتاسر در گرما تغییرات مͬ�توان گاوس١ قانون ∮به
∂Ω

∂u(x, t)

∂ν
dσ =

∫ −→∇x ·
−→∇xu(x, t)dv =

∫
Ω

∆xu(x, t)dx = Q(t). (٢-١٧)

نوشت: زیر صورت به آن) تعریف به توجه (با را انرژی بقای قانون مͬ�توان پس

∂

∂t
U(t) = Q(t), (٢-١٨)

داریم: بالا رابطه در (٢-١٧) و (١۴-٢) رابطه�های جایͽذاری ∫با
Ω

∂

∂t
u(x, t)dx =

∫
Ω

∆xu(x, t)dx. (٢-١٩)

نوشت: زیر صورت به را گرما معادله کلͬ حالت مͬ�توان Ω ⊂ V ازآنجائیͺه

∂

∂t
u(x, t) = ∆xu(x, t), x ∈ V, t ⩾ ۰ (٢-٢٠)

شود. مͬ نامیده R۳ فضای روی ∆x لاپلاسͬ برای گرما معادله که

فضای در مثلا́ دارد. متفاوتͬ شͺل�های فضا، هر از مختلف دستͽاه�های در نیز و فضا�ها روی لاپلاسͬ

١∫
v
∇.Ad۳x =

∫
s
A.nda

١١


