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 لطف آًچِ تَ اًذیطی حکن آًچِ تَ فشهاییی تسلیوین                      ی قسوت ها ًقطِدس دایشُ

 

 گَین... ی ًام اٍست،  پشٍسدگاسا،  تَ سا سپاس هیٍالاتشیي تقذیشّا ضایستِ

تضسگتشیي هعلواى   ضک،صًن کِ تیدس آغاص تش دستاى خذاًٍذگاساى هْش ٍ هْشتاًی، پذس ٍ هادس عضیضم، تَسِ هی      

ام ٍ تشاین غیش قاتل تیاى ٍ جثشاى است. ّوچٌیي  اص ی صًذگیتضسگتشیي سشهایِایطاى ّا ٍ صحوات ٍ حاهیاًن  ٍ هحثت

تخص گشهای اهیذی سشضاس ایطاى ٍپاس عاطفِ تشادس عضیضم، خَاّش هْشتاًن ٍ جٌاب آقای عثذالِ اهیشی تِ

 کٌن.تطکش هی ٍجَدضاى 

ی تحصیلی  پاسسیاى کِ دس طَل ایي دٍسُ  تذیٌَسیلِ  تطکشاتن سا تِ استاد فشّیختِ ٍ اسجوٌذم، دکتش علی     

داسم. ٍ تقذین هیاًذ  ٍ ّوَاسُ پطتیثاى ٍ ساّگطاین تَدُ ًوَدُام یاسیایي هکتَب   ٍ رکش ًکات  هْندسًگاسش 

، اًذًاهِ سا تش عْذُ داضتِپایاى  ّوچٌیي اص استاد تضسگَاسم، دکتش اسواعیل ًظشی کِ صحوت  ساٌّوایی ایي

 ًواین. داًی هیسپاسگضاسی ٍ قذس

ی تحصیلی تشای هي آضٌایی تا استاد اسجوٌذم دکتش علی سَسی فشصتی تضسگ تَد ٍ ایٌجاًة ًگاسش دس ایي دٍسُ     

، هشاتة اهتٌاى تاضن ٍ ًِ آًچٌاى کِ ضایست، تٌْا اص سّگزس سپاس  ٍ ادبهیٍ لطف ایطاى  ایي هکتَب سا ٍاهذاس صحوات 

 داسم.یطاى تقذین هیخَد سا تِ ا

ًاهِ سا داًن اص اساتیذ هحتشم، دکتش دٍستعلی هژدُ ٍ دکتش هحوذ اکثشی کِ صحوت داٍسی ایي پایاىتش خَد لاصم هی    

 تش عْذُ داضتٌذ ٍ دس فشصتی کَتاُ ًکاتی اسصضوٌذ تِ هي آهَختٌذ، تطکش ٍ قذسداًی ًواین. 

 



 ح
 

 چکیده         
ِ اسائِ ؿذُ ثؼی تؼشیف ؿذُ ثش هٌیفلذّبی فشؿًبهِ هذلی اص هؼبدلات اٍیلش لاگشاًظ ثشای یه تبپبیبى دس ایي    

ـت ـذاى ثشداسی یه ًگبؿیه هی ّب ٍجـَد داسد.بط ثب هیذاىـــی ولی دس استجیبسّبتـــفیضیه ػبخس د اػت.

ّبی ثشؽ بیـفض ٍ آى ولاف ثشداسی سٍییه هٌیفلذ ٍوِاػـت،  پزیشهـتك

، دس یه ولاف چشخـی سٍی،ی هیذاى وَاًتَمشای هثبل دس ًظشیِث ثبؿذ.پزیش ولاف ثشداسی هیهـتك

ػبم، ی ًؼجیت، ٍ دس ًظشیِولاف ّوَػتبسّبی سٍی یه ولاف اكلی سٍی ،ایپیوبًِ ی هیذاىًظشیِ

لاگشاًظ -هؼبدلات اٍیلش ،ّبییچٌیي هیذاى ثبؿذ. هؼبدلات دیٌبهیىی ثشایهی سیوبًی سٍی ولاف هتشّبی،

 ثؼتگی داسد.  ّبیؾٍ هـتك ّبیثِ هیذاى اػت وِ ( )ثشای تبثؼی ثِ ؿـىل

یه  ّؼتٌذ وِ ّبیػٌَاى ًگبؿتثِ ّبیًظش آًبلیض ػشتبػشی چٌیي هیذاى اص ًمغِ    

 ی ّبی اص گًَِثٌبثشایي ثِ ثشسػی ٍ یبفتي ًمبط ثحشاًی تبثؼی ثبؿذ.تبًؼَسی هی هٌیفلذ

 

  .پشداصًذ وِ، هی

ؿذُ سٍی فضبی فشؿِ ثؼذ ًبهتٌبّی هذل ػٌَاى هٌیفلذی ثبثِ پزیشّبی هـتكفضبی ًگبؿت     

تؼوین داد. ثٌبثشایي،  دلخَاُ تَاى ثِ ّشفـشدُ اػت، اگشچِ ایي ًظشیِ سا هی ؿَد وِ دس آىهؼشفی هی

  ّبی تؼشیف ؿذُ ثش آى ثشسػی ؿذُ اػت.  ایٌىِ یه هٌیفلذ ثب ثؼذ ًبهتٌبّی فشؿِ هؼشفی ؿذُ ٍ ّن تبثؼیّن

یه  ) ّبیّبی دیٌبهیىی هٌحٌیوبس داؿتي ثب هَلؼیتٍ تش ثشای ػشعَس ولیثِ     

 وٌٌذ. ّذف اكلی ثِی هیـّبیؾ سا ثشسػهٌحٌی ٍ هـتك ّبی ٍاثؼتِ ثِهٌیفلذ ثب ثؼذ ًبهتٌبّی فشؿِ( ٍ لاگشاًظیي

دلیمی اهىبى آى ثشای حؼبة تغییشات دس  لاگشاًظ دس ایي دػتگبُ ثِ-دػت آٍسدى یه ثیبى ثشای هؼبدلات اٍیلش

 ثبؿذ.ثؼذ هتٌبّی هی ّبی ثبفضب

گبُ چٌیي لاگشاًظیٌی ثبؿذ، آى اگش  وِ، وٌذًبهِ ثیبى هیی اكلی ایي پبیبىٍالغ ًتیجِدس    

 لاگشاًظ كذق وٌذ.-اگش دس هؼبدلات اٍیلشتٌْبثحشاًی ثشای آى اػت، اگش ٍ ییه ًمغِ یه هٌحٌی

 لاگشاًظ.-، هؼبدلات اٍیلشی حؼبة تغییشات، لن اػبػی تؼوین یبفتِّبٍاطگبى ولیذی:  هٌیفلذ ًگبؿت
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   پیشگفتار

ی دیفشاًؼیل هَضَع تحمیك استجبط آى ثب فیضیه ًظشی ٍ ٌّذػِّبی ثب ثؼذ ًبهتٌبّی ثِ دلیل ی خویٌِهغبلؼِ

ثؼذ ًبهتٌبّی  ّبی ثبِـــی ثبص صیبدی دس هَسد خویٌّبدس حبلت ولی هؼبلِ ثؼیبسی اص پظٍّـگشاى ثَدُ اػت.

ؿًَذ. ثشای هثبل ولاف ثٌذی هیثبًبخ هذل ّبیی وِ سٍی فضبّبی غیشخلَف دس هَسد خویٌٍِجَد داسد. ثِ

تَاى هغشح هذل ؿذُ اػت، هی  وِ سٍی فضبی ثشداسی تَپَلَطیه غیش ثبًبخ سا ی ّوَاسیه خویٌِ 1هوبع

 ًوَد.

ؿَد هَسد ػئَال اػت. ّویي اهش ثبػث هی TMّبیی ٍجَد ػبختبس ولاف ثشداسی ثشایدس هَسد چٌیي خویٌِ    

ی ایي ًَع هوىي ثبؿذ. هْوتشیي هـىل دس هغبلؼِ ای غیشثؼیبسی اص خَاف ٌّذػی سٍی چٌیي خویٌِی هغبلؼِ

)ّب ثِ ػبختبس گشٍُ خغی اكلیخویٌِ )GLٍِالغ ؿَد. دسهشثَط هییاص فضبی فشؿ( )GL حتی یه

 .]13[ثبؿذ.ًویگشٍُ تَپَلَطیه 

گیشی . ثب ثْشُثَدُ اػتتشیي افضاسّبی سیبضی یىی اص تَاًوٌذ 2اص دٍ لشى گزؿتِ حؼبة تغییشات ثیؾ دسعَل    

بسی ــافضٍى ثش آى ثِ حل ؿو ّبی جْبى پشداخت ٍػبصی ثؼیبسی اص پذیذُتَاى آگبّبًِ ثِ هذلاص ایي افضاس هی

ّبی تشیي اًگیضُاص ػوذُ دلیك ًبیل آهذ. هٌْذػی ٍ ػلَم وبسثشدی ثِ اؿىبلی ثؼیبس ػبدُ ٍهؼبیل اص وشاى ثی

فىٌی هـىلات هحبػجبتی ّبی تذسیجی هىبًیه ولاػیه ثِ فشاتَاى ًیبصگؼتشؽ حؼبة تغییشات سا هی اثذاع ٍ
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2 
 

ػٌَاى ػلاٍُ آى ثِثِ ػبصی روش ًوَد.ثْیٌِ ّب ٍی اًتگشالثِ حَصُحل هؼبدلات دیفشاًؼیل  ّب ٍی هـتكحَصُاص 

سا  یضیىی ًمؾ هْویّبی فپذیذُ تؼجیش سیبضی ثؼیبسی اصػٌَاى ساٌّوبیی دس ثِ ثخؾ دس هىبًیه ٍػبهل ٍحذت

ی هتمبثل ثیي آًبى پیشٍی وٌذ، گبُ آسایؾ دػتگبّی اص رسات هتحشن اص جبرثِؿذُ ّشهثلا، هؼلَموٌذ. ایفب هی

ثِ  ّبی جٌجـی ٍ پتبًؼیل دػتگبُ ًؼجتی اًتگشال تفبضل اًشطیّبی هیٌیون وٌٌذُّب هٌحٌیآىگبُ هؼیش ٍالؼی آى

 ؿْشت داسد. 3اؽ ثِ اكل ّبهیلتَىهىبًیه ولاػیه ثِ افتخبس یبثٌذُص وبسثشد ای پشایي لضیِ صهبى خَاّذ ثَد.

ای وشد، ٍ ی گؼتشدُاص حؼبة تغییشات اػتفبدُ 4ػبمثِ ًؼجیت دس اثش خَد ساجغ  ـتیيیٌا ،دس فیضیه ًَیي ًیض

 وبس گشفت.اػت، ثِّبی هىبًیه وَاًتَهی ی هَج هـَْسؽ وِ یىی اص پبیِسا ثشای یبفتي هؼبدلِآى 5ؿشٍدیٌگش

ی صیش اص اكل ّبهیلتَى دس حؼبة تشیي كَست خَد دس ًتیجِػبدُ ثِ 6َدصیهئّبی طهؼٌبی فیضیىی هٌحٌی    

ی خویذُ ثبؿذ ٍ ّیچ ًیشٍیی ثِ آى ٍاسد ًـَد، سٍیِسٍی ای همیذ ثِ حشوت گبُ رسُؿَد: ّشهیتغییشات ظبّش 

ی ِـ، ّؼتكشیحی اص ایي هفَْمتؼوین  .َدصیه حشوت خَاّذ وشدئگبُ ایي رسُ دس اهتذاد یه هٌحٌی طآى

ػٌَاى ی فضب سا ثٌِّذػِایٌـتیي  ی گشاًـی اػت.، وِ اػبػب یه ًظشیِدّذی ًؼجیت ػبم سا تـىیل هیًظشیِ

. ؿَدی تَصیغ هبدُ تؼییي هیٍػیلَِدصیه ثِئّبی طی سیوبًی دس ًظش گشفت وِ دس آى اًحٌب ٍ هٌحٌییه ٌّذػِ

جبی ، ثِگشدًذَدصیه دس هذاسّبی خَد حَل خَسؿیذ هیئّبی ط، ػیبسات سٍی هٌحٌیدس ایي فضبی خویذُ

ّبی گشاًـی هشهَصی وِ ّشگض وؼی ٍالؼب هبّیت آى سا دسن ًىشدُ اػت سٍی هؼیشی ًیشٍی ٍػیلِ وِ ثِایي

 خویذُ وـیذُ ؿًَذ.

تَػظ یًَبًیبى ثبػتبى هَسد ثشسػی لشاس گشفتِ ٍ دس  اًذ ٍتؼذادی اص هؼبیل حؼبة تغییشات ثؼیبس لذیوی   

ی ی هغبلؼًُِیتغ اًگیضٍ لایت فشاًؼیل ٍ اًتگشال هؼوَلی تَػظ ًیَتيیپیذایؾ حؼبة د .اًذهَاسدی حل ؿذُ

ای حل ؿذًذ. ٍلی ایي ی َّؿوٌذاًِّبی ٍیظُتؼذادی اص هؼبیل تغییشاتی ؿذ ٍ ثشخی اص ایي هؼبیل ثب سٍؽ

ای ػٌَاى ؿبخِ، ث1744ِ، دس ػبل وٌٌذُی دیفشاًؼیل اػبػی اٍیلش ثشای هٌحٌی هیٌیونهجحث ثب وـف هؼبدلِ

 هٌؼجن اص آًبلیض ٍاسد كحٌِ گشدیذ. 

 سٍد:وبس هیكَست صیش ثِحؼبة تغییشات دس فیضیه، هؼوَلاً ثِ 
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گیشین. دس دس حبل حشوت اػت، دس ًظش هی Qی ثِ یه ًمغِ Pیسا وِ اص یه ًمغِ nRیه رسُ دس

:ثیي توبهی هؼیشّبی هوىي  nc R Rوٌذ وِ تبثؼی، رسُ هؼیشی سا عی هی 

(1-1) 

   

'[ ] ( ( ), ( ))

Q

P

t

t

A c L c t c t dt                                                                                                           

)ون ػبصد، وِ دس آىیا هیٌس  )n nL C R R  ؿَد. )ثب ؿشایظ ًمبط پبیبًی هیًبهیذُ  7تبثغ لاگشاًظ یب لاگشاًظیي

( )Pc t P  ٍ( )Qc t Q). هـخق ؿذُ اػتصیش  8لاگشاًظ-ایي هؼیش ثب حل هؼبدلات اٍیلش، 

' '( ( ), ( )) ( ( ), ( )) 0,
i i

L d L
c t c t c t c t

x dt y

 
 

       
1 i n                                       (2-1)  

}وِ  , }i ix y  یه هجوَػِ اص هختلبت سٍیn nR R  .اػت 

ّب ٍجَد داسد. تشی دس استجبط ثب هیذاىایي دػتگبّی اص هىبًیه رسُ اػت، اهب دس فیضیه ػبختبسّبی ولی    

 ،پزیشیه هیذاى )ثشداسی( یه ًگبؿت هـتك

: M E   

بؿذ. ثشای هثبل دس ـثپزیش آى هیّبی هـتكبی ثشؽضف Eولاف ثشداسی آى Eٍیه هٌیفلذ ٍ Mاػت وِ

ولاف E،ایپیوبًِ هیذاى ی، دس ًظشیِ]M]8،9،26سٍی 9یه ولاف چشخـی E،ی هیذاى وَاًتَمًظشیِ

بی ـــــولاف هتشّ ،E،ػبمتیی ًؼج، ٍ دس ًظشیِ]M ]5،7،17ّوَػتبسّبی سٍی یه ولاف اكلی سٍی

ی هیذاى وَاًتَم ػبختِ ثش اػبع ًظشیِوِ ای ّبی پیوبًًِظشیِ ثشای هثبل ثبؿذ.هی ]M ]14،19،23سیوبًی سٍی

ای ًبهیذُ پیوبًِّبی خبكی وِ تمبسى ؿَد وِ ػبختبس ًظشیِ تحت تمبسىّب لحبػ هیایي ؿشط دس آى ٍؿًَذ هی

سا وِ آى اػت ای الىتشٍهغٌبعیؼیهیذاى پیوبًِ یدس ًظشیِ هَسدی اص آى، ثذٍى تغییش ثوبًذ. ؿَدهی

ًبهٌذ، ایي تمبسى اص ًظش هفَْهی هبًٌذ تؼشیف هجذد ثبس الىتشیىی اػت هی q.e.d)بهیه وَاًتَهی )ــالىتشٍدیٌ

-ؿَد وِ اص هیذاىی ًَؿتِ هیظبثغ لاگشاًـــــّب یه تایي ًظشیِؿَد، دس وِ ثمبئ ثبس الىتشیىی اص آى ًبؿی هی

ای ثِ هؼٌبی ًبٍسدایی گشدد. ًبٍسدایی ًظشیِ تحت تجذیلات پیوبًِّبی هَجَد دس ًظشیِ ٍ هـتمبتؾ ػبختِ هی
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ت ّبیی هؼبدلاهؼبدلات دیٌبهیىی ثشای چٌیي هیذاىثٌبثشایي دس ّش هَسد  .لاگشاًظی تحت ایي تجذیلات اػت

)ّبیثِ هیذاى L( اػت و1ِ-1تبثؼی ثِ ؿىل )یه لاگشاًظ ثشای -اٍیلش )x ٍ ّبیؾهـتك( )r x  ثؼتگی

 داسد.

:ّبیًگبؿتػٌَاى ثِ ّبیچٌیي هیذاى10بػشیتػشًظش آًبلیض  اص ًمغِ     M N  ِّؼتٌذ وN  یه

 ی ّبی اص گًَِشسػی ٍ یبفتي ًمبط ثحشاًی تبثؼیثثبؿذ. ثٌبثشایي ثِ هٌیفلذ تبًؼَسی هی

[ ] ( , )MA L dx      

) ذ وِ،ًپشداصهی , )L TC M N. 

c:ّبیّبی دیٌبهیىی هٌحٌیٍ وبس داؿتي ثب هَلؼیتتش ثشای ػش عَس ولیثِ     J R M  (M  یه هٌیفلذ

دػت وٌٌذ. ّذف اكلی ثِّبیؾ سا ثشسػی هیّبی ٍاثؼتِ ثِ هٌحٌی ٍ هـتكیيظثب ثؼذ ًبهتٌبّی فشؿِ( ٍ لاگشاً

دس فضبدلیمی اهىبى آى ثشای حؼبة تغییشات  ي دػتگبُ ثِلاگشاًظ دس ای-آٍسدى یه ثیبى ثشای هؼبدلات اٍیلش

 ثبؿذ.ثؼذ هتٌبّی هی ثبّبی 

)اگش ،وِ وٌذًبهِ ثیبى هیی اكلی ایي پبیبىٍالغ ًتیجِدس     , )L C TM R  گبُ ی ثبؿذ، آىظیٌلاگشاًچٌیي

 ،لاگشاًظ-لشیاگش دس هؼبدلات اٍتٌْباػت، اگش ٍ آىیه ًمغِ ثحشاًی ثشای  cیه هٌحٌی

' '

1 2( )( ( ), ( )) ( )( ( ), ( )) 0t

d
D L u t u t D L u u

d
  


   

)ٍ L،كذق وٌذ. دس یه وبست هَضؼی )u t ثیبى هَضؼی ثشای'L  ٍ( )c t  ٍ( {1,2})iD L i ّبی هـتك

 ثبؿذ.هؼتمین اص حؼبة تغییشات سٍی فضبّبی ثبًبخ ًوی یتؼویووِ ایي ،ّؼتٌذ Lجضئی 

)پزیشّبی هـتكفضبی ًگبؿت      , )C M N ِبی ــــــؿذُ سٍی فضهذل هتٌبّیثؼذ ًب ثبػٌَاى یه هٌیفلذ ث

ّبی تؼشیف ؿذُ تبثؼی( دس فلل پٌجن)ٍ دس آخش  ثبؿذهیفـشدُ  Mآىدس  وِ ،ؿذُهؼشفی  2 دس فلل ،فشؿِ

 وٌین.هیسا ثشسػی سٍی آى
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بّبی ــتش اص فضوِ ولی سا11ؿذُ سٍی فضبّبی ثشداسی هٌبػتًبهتٌبّی هذل هٌیفلذّبی ثب ثؼذ 3دس فلل      

سا Dubois-Reymond  گیشی ثشداسی ٍ لنی اثضاسی اص اًتگشالچٌذ ًتیجِ 4 اًذ هؼشفی وشدُ ٍ دس فللفشؿِ

سا اسائِ بت آىـــًبهِ سا ثیبى ٍ اثجی اكلی پبیبى، ًتیجِدس آخش ٍ اینی اكلی ثیبى وشدُثشای اػتفبدُ دس ثشّبى لضیِ

 این.دادُ
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 یکفصل 

   هقذهاتی از آنالیس و هنذسه هفاهین

 

 

 

 

 

 

 اولیه تعاریف  1-1

 

ٌٛئیٓ.  Fـا یه فٕبی ثفؼاـی ـٚی Fسطز ػُٕ ٔفة اوىبِف اق ٔیؽاٖ Xٜٚ خٕؼی آثّیٌف 1.1.1سؼفیف 

x,ٞفٌبٜ ثفای ٞف  y X  ٞف ٚ, F   :ٓؼاٌشٝ ثبٌی 

xاِف(  X ، 

x.1ة(  x، 

ح(  x y x y    ، 

ر(  x x x     ، 

ص(   . x x   

Xوٙیٓففْ 1.1.1 ؼفیفس  ٚ : 0d X X R   ٜسبثؼی ثبٌؽ وٝ ثفای ػٙبِف ؼِػٛا

, ,x y z X :ٓؼاٌشٝ ثبٌی 

 اِف( , 0d x y  ٚ اٌف سٟٙباٌفx y، 

 ة(   , ,d x y d y x، 

 ح(     , , ,d x y d x z d z y ، 
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X ٚـا یه ٔشف ـٚی dِٛـرایٗ ؼـ ,X d ٘بٔٙؽ.ـا یه فٕبی ٔشفی ٔی 

ثبٌؽ.  Xٞبیای اق قیفٔدٕٛػٌٝفؼایٝ ای ٚٔدٕٛػٝ Xوٙیٓففْ 3.1.1 سؼفیف        p X   ـا یه

 ٌٛییٓ، ٞفٌبٜ: Xسٛدِٛٛلی ؼـ

X,اِف(      ، 

A,ة( اٌف     B ٌٖبٜ،، آA B ، 

Aٔب٘ٙؽ  ی ؼِػٛاٌٜفؼایٝاقای ٞف قیفح( ثٝ     ،A. 

 ِٛـرؼـ ایٗ ,X .ٓـا یه فٕبی سٛدِٛٛلیه ٌٛیی 

ثبٌؽ،  Xیه سٛدِٛٛلی ـٚی F,یه فٕبی ثفؼاـی ـٚی ٔیؽاٖ Xففْ وٙیٓ 4.1.1سؼفیف         ,X   ـا

 ٞفٌبٜ: ،یه فٕبی ثفؼاـی سٛدِٛٛلیه ٌٛییٓ

اِف(  ,x y x y  اقX X ٝثX ،دیٛوشٝ ثبٌؽ 

ة(  , x x   اقF X  ٝثX شٝ ثبٌؽ.ــــدیٛو 

یؼ٘جبِٝ  5.1.1سؼفیف  na ـا ؼـ فٕبی ٔشفی ,X d ،:ٜوٌٛی ٌٛییٓ ٞفٌب 

                                     , .n md a a  ,n m N  .s t ,N 0,  

فٕبی ٔشفی  6.1.1  سؼفیف ,X d ِٝی وٌٛی ؼـ آٖ ٍٕٞفا ثبٌؽ.ـا وبُٔ ٌٛییٓ، ٞفٌبٜ ٞف ؼ٘جب 

فاقای ٞوٝ ثٝ٘ٛـیاوز ثٝ Xثف Pسبثؼی ضمیمی ٔب٘ٙؽ Xثفؼاـی ٘فْ ثف فٕبییه ٘یٓ 7.1.1 سؼفیف

,x y X ٞبیٚ خٕیغ اوىبِف، 

 اِف(     P x y P x P y   

 ة(   P x P x  

ح( 0 0x P x  . 

xاقای ٞف ثٝ ،ؼاـ غٙی ٌٛییٓ ٞفٌبٜیه فٕبی ٘فْـا  Xفٕبی ثفؼاـی  8.1.1سؼفیف  X ػؽؼ ضمیمی ،

 ٘ٛـیىٝ:ثٝ ،ٔشٙبظف ثبٌؽ x٘بٔٙفی

x,ثفای ٞف  اِف(  y X    ،x y x y  ، 

 ٚx ثفای ٞف اوىبِف ة(  X، .x x    ، 
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0 ح( 0x x  ، 

ِٛـرؼـ ایٗ , .X ْ٘بٔٙؽ.ٔی ؼاــا یه فٕبی ٘ف 

فٕب -Bیب  بی ثب٘بظـیه فٕ ،ٌؽٜ سٛوٗ ٘فْ فٕب وبُٔ ثبٌؽ وٝ ثب ٔشف اِمبـا ؼاـ غٙی فٕبی ٘فْ  9.1.1سؼفیف

 .٘بٔٙؽٔی

xثب ٘فْ Cبظ ٔیؽاٖ ٔػشّٗــــبی ثب٘ـــسفیٗ فٕوبؼٜ 11.1.1ٔثبَ x وٝ ؼـ آٖ ،اوز

( , )d x y x y . 

سٛاثغ دیٛوشٝ ٚ وفا٘ؽاـ  یلیه ؼِػٛاٜ ثبٌؽ. فٕبی غٙی سٕبٔٛیه فٕبی سٛدِٛ Xففْ وٙیٓ 11.1.1ٔثبَ

:f X R ـا ثب CB X ؼٞیٓ. اٌف ثفای ٞفٍ٘بٖ ٔی f CB X   :ٓلفاـ ؼٞی

 sup ( ) :f f x x X 
 

ـٚی  ٚ CB X ٌٝٙبٜ ٚاـ سؼفیف وٙیٓ، آٖخٕغ ٚ ٔفة ٘م CB X
 

ؼٞیٓیه فٕبی ثب٘بظ اوز. ٍ٘بٖ ٔی CB X .فٕبیی سبْ اوز 

وٙیٓففْ ٔی 
1n n

f



ای وٌٛی ؼـ ؼ٘جبِٝ  CB X  ٚ0  ٜ0ؼاـؼ  ٌؽٜ ثبٌؽ. ٚخٛؼ ؼاؼn وٝ ثمىٕی

0. , n mm n n f f     

xاقای ٞف ثٙبثفایٗ ثٝ X  0ٚ ٞف,m n n ؼاـیٓ: ده، 

( ) ( ) .n m n mf x f x f f     

  
1n n

f x



xثفای ٞف   X ِٝای وٌٛی ؼـ ؼ٘جبR ؼٞیٓ:. لفاـ ٔیاوز 

( ) lim ( )n
n

f x f x


 

0, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n m m n mm n n f x f x f x f x f f f x f x          

 

mی فٛق ـاثٙٝ ضبَ اٌف ؼـ  0، ثفایn n :ٓؼاـی. ( ) ( )nf x f x      

یده ؼ٘جبِٝ 
1n n

f



ای اق ػٙٛاٖ ضؽ یىٙٛاغز ؼ٘جبِٝثٝ  fزٙیٗاوز. ٞٓ f٘ٛـ یىٙٛاغز ٍٕٞفا ثٝثٝ Xـٚی 

1nfی وبفی ثكـي ؼاـیٓ، ثب٘ؽاقٜ nػلاٜٚ ثفایثٝ سٛاثغ دیٛوشٝ، دیٛوشٝ اوز.  f  ٗثٙبثفای، 

1 ,n n nf f f f f �        
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یؼٙی f CB X ٘شیدٝ  ٚ ؼـ CB X .سبْ اوز 

Y,ففْ وٙیٓ 11.1.1سؼفیف  X وٛیی ٚ ثبق )ثىشٝ( ٍ٘بٌز دیٛوشٝ، ؼٚ ،ؼٚ فٕبی سٛدِٛٛلیه ثبٌٙؽ

:f X Y ٘بٔٙؽ.ٔی 11ـا یه ٕٞب٘فیػشی 

یه ٔدٕٛػٝ ٚ  Mوٙیٓففْ  13.1.1سؼفیف  iE ٜاق ولان  13ای اق فٕبٞبی ثب٘بظ ثبٌؽ. یه اّ٘هغب٘ٛاؼ

 0p pC ـٚیMٞبیای اق قٚجٝــ، ٌفؼای{( , ) : }i iU i I  :اوز وٝ ؼـ ٌفایٗ قیف ِؽق وٙٙؽ 

.ثفای ٞف     اِف( ,i iM U U M i I   

ة( ٞف 
j ٚوٛیی اقیه ٍ٘بٌز ؼiU ٝثi iU  ٚ اوزi i iU E   ٚ ثبق اوز( )i i jU U  ثفای ٞف

,i j I  ؼـiE .ثبق اوز 

1ٍ٘بٌز  ح(  : ( ) ( )
ii j j i j i jo U U U U      یهpC -ٕٞب٘فیػشی ثفای ٞف ــــ,i j 

 اوز.

ب٘فیػشی ـــٕٞ pCٞب،iٚٞب ثبق iUزٙبٖ سؼفیف وفؼ وٝ Mسٛاٖ یه سٛدِٛٛلی یىشب ـٚیثب ٌفایٗ فٛق ٔی 

 ٞف قٚج ثبٌٙؽ. ,i iU  ٝٙای ٔب٘ٙؽـا یه وبـر اّ٘ه ٌٛییٓ ٚ اٌف ٘مp اقM ٕٛػiU ٌٛییٓ ،ثبٌؽ( , )i iU  

ٌٛییٓ. اّ٘ه ٔی-Eٌبٜ اّ٘ه ـا یهآٖ ،ثبٌٙؽE فاثفٞب ثiEی اوز. ؼـ ٌفٖ )ة( اٌف pٕٝٞ یه وبـر ضَٛ

)قٚج , )U   ثب اّ٘ه ( , )i iU  اقM ٌبـ اوز، اٌف ثفای ٞفوبقi Iٝو
iU U ٌٖبٜ، آ

1 :i i io U U     یهpCٕٞب٘فیػشی ثبٌؽ. ؼٚ اّ٘ه ـٚیM  وبقٌبـ٘ؽ، ٞفٌبٜ ٞف وبـر اّ٘ه اَٚ ثب

اـقی ی ٞٓٞب یه ـاثٙٝوبقٌبـی ثیٗ اّ٘ه یسٛاٖ ٍ٘بٖ ؼاؼ ـاثٙٝـاضشی ٔیٞف وبـر اق اّ٘ه ؼْٚ وبقٌبـ ثبٌؽ. ثٝ

سؼفیف  Mٝ ـٚیــــغٕیٙ pCیه وبغشبـ Mـٚی pCٞبیاّ٘هاـقی اق ٌٛییٓ یه ولان ٞٓٔی اوز.

یوٙؽ. اٌف ثفای یه اّ٘ه ٕٞٝٔی
iEٞب یىىبٖ ثبٌٙؽ، یؼٙی ثفای ٞفi I،

iE Eٗرِٛـ، ؼـ ایM  ـا

nEَؼـ ضبِز غبٌؽٜ اوز.  14ٔؽَ Eـٚی Mوٝ ٌٛییٌٓٛییٓ یب ایٗغٕیٙٝ ٔیEیه R  ٔٙیفّؽ ـاn

       ٌٛیٙؽ.)ٔٛٔؼب الّیؽوی( ثؼؽی 

 15های برداریکلاف  2.1

:، pCیه ٍ٘بٌز دیٛوشٝ ٚ دٌٛبی 1.1.1سؼفیف      E M  ٙٔ ّؽٞبی یفاقpC ی اق ـسجٝ 16ٔٛٔؼبً ثؽیٟیr 

 ٌبٜ:اوز، ٞف
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)1اِف( ٞف سبـ    )p  وبغشبـ یه فٕبی ثفؼاـی اق ثؼؽr .ؼاٌشٝ ثبٌؽ 

pفای ٞفــــــــث ة(    M ق ق Uیه ٕٞىبیٍی ثب بفظ سبـ ـــــــــض 17ٚ یه ؼیفیٛٔٛـفیىٓ pا
1

: ( )
r

U U R


    1ٔٛخٛؼ ثبٌؽ وٝ ٞف سبـ( )p  سبـ ٔشٙبظفـا ث ٝ  rp R ِٝٛـر یىفیػشی ث

 فٕبٞبی ثفؼاـی ثٍٙبـؼ.

)سبییوٝ یه، rیاق ـسجٝ  pCیه ولاف ثفؼاـی ،ِٛـرایٗؼـ , , )E M  ٙٔ ُّٔؽٞبییفٌبE ٚM  یه ٚ

E:ٌٛبید ٚ pCٍ٘بٌز M  یثؽیٟی اق ـسجٝ وٝ ٔٛٔؼبً ،اوزr یثبٌؽ. ٌفؼایٝٔی ( , , )U  ٝو

 ,U ثفای وبـسیM ،خٟز ٌٛؼ. ثٝ٘بٔیؽٜ ٔی 19وبقی ٔٛٔؼیثؽیٟی ٞف ػٕٛ آٖ یه ٚ 18ّ٘ه ولافیا اوز

)سبیی ٝــــــبـ ثٝ وـــــاغشّ , , )E M ولاف ثفؼاـی:E M   ولافیبE  لافـویب  ٌفشٝ ٘یك

 ٌٛؼ. ٔی

pیؼـ ٞف ٘مٙٝ ٔففْٚ اوز. Mٔٙیفّؽ 1.1.1سؼفیف    M فٕبی ٕٔبنpT M  ٔشٍىُ اق فٕبی ثفؼاـی

سٛاثغ ٞبی ٍٔشكسٕبٔی ػٍّٕف pC M (سٛاثغ:f M R، بیٍی اق ـــــوٝ ـٚی یه ٕٞىp M

ی، اخشٕبع ٌىىشٝولاف ٕٔبنٌٛؼ. سؼفیف ٔیدؿیف٘ؽ.( ٍٔشك p p

p M

TM T M p T M


    اق سٕبٔی

TM:ثبٌؽ ٚ ثب ٍ٘بٌز سّٛیف ٔشؼبـف فٕبٞبی ٕٔبن ٔی M ، , pp X p،  سجؽیُ ثٝ یه ولاف

ثفؼاـی ثب اّ٘ه ولافی ( , , )U d  ٌٛؼ. ٔی 

E:اق یه ولاف ثفؼاـی 11یه ثفي  3.1.1سؼفیف       M یه ٍ٘بٌز:X M E ٝ٘ٛـیىٝاوز ث

1MoX . 

 اق pCٞبیسٕبٔی ثفي ثفؼاـی فٕبی ثبٌؽ. E،pCثٝ Mػٙٛاٖ ٍ٘بٌشی اقاٌف ثٝ ،اوز pCٌٛییٓ یه ثفي

pEـا ثب ولاف ثفؼاـی  ؼٞٙؽ.ٕ٘بیً ٔی 

      

X:، یه سبثغMـٚی ٔٙیفّؽ 11یه ٔیؽاٖ ثفؼاـی  4.1.1سؼفیف  M TMٝٙیاوز، وٝ ثٝ ٞف ٘مp M

فؼاـــیه ث، 
p pX T M ولاف ٕٔبن یه ثفي اق بؼَــ٘ٛـ ٔؼ. ثٝوٙؽٔفثٖٛ ٔی :TM M   .ـا ٌٛیٙؽ 
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11 
 

 وٙیٓ.اوٖٙٛ سؼفیفی اق ولاف ثفؼاـی ثب٘بظ ـا ثیبٖ ٔی

E:یه فٕبی ثب٘بظ pC ٚBٚیٝیٙیه غMٕففْ وٙیٓ  5.1.1سؼفیف     M  ٌٛبیـیه ٍ٘بٌز د

( 1), pp C ْوٙیٓثبٌؽ. فف i i I
U

 
iثبٌؽ ٚ ثفای ٞف  Mثفاییه دًٌٛ ثبق  I ٍ٘بٌز  

1
: ( )

i i i
U U B


   :ؼاـای ٌفایٗ قیف ثبٌؽ 

اِف( 
i

یهpC ٝخبیی وٙؽ.ٕٞب٘فیػشی ثبٌؽ وٝ ٕ٘ٛؼاـ قیف ـا خبث 

                                       
iU B              i

               1

iU           

                                                     1pr                                  

                                                                                           

                                                                              iU                        

 

             

                                                        :                                  ٌشٝ ثبٌیٓؼأؼبؼَ ٘ٛـ ثٝ
1 ipro      

1غَّٛ ثف ـٚی ٞف سبـ، یىفیػشیثٝ

1

( )
: ( )

i m
m B





 .ضبُِ ٌٛؼ 

1ة( اٌف  ,( )i i mm
 ٖٞبی ثبقٌبٜ ثفای ٔدٕٛػٝ، آ,

i j
U U

 
1ٍ٘بٌز 

, ,
:

j m i m
o B B


   یه

 یىفیػشی غٙی ثبٌؽ.

i,ح( اٌف jU U
 

 ،ٌبٜ ٍ٘بٌزثبٌٙؽ، آٖ Mؼٚ ػٕٛ اق دًٌٛ

: ( , )
i j

U U L B B                                                                   

                   1
( )

j i
x o x


                            

   
 

.ٕٞب٘فیػشی ثبٌؽpCیه
 

)سبیی ؼـ ایٗ ِٛـر وٝ , , )E M  ـا یه ولاف ثفؼاـی ثب٘بظ ( , , )i i i i I
U 


 ٚ ـا یه اّ٘ه ولافی

 ٘بٔیٓ.وبقی ٔٛٔؼی ٔیٞف ػٕٛ آٖ ـا یه ثؽیٟی
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12 
 

)ففْ وٙیٓ  6.1.1سؼفیف  , , )E M  یه ولاف ثفؼاـی ثب٘بظ ( , , )i i i i I
U 




 
وبقی آٖ یه ثؽیٟی

)ثبٌؽ، ثفای ٞف , ) I I   ٝوU U
 


 

  ،سبثغ

: ( , )T U U GL B B
  


 

ِٛـرثٝ
 

1

( )
: ( ) ( )

U U B
T o U U B U U B

 
      




      

( , ) ( , ( )( ))m e m T m e



 

ٌٛؼ.سؼفیف ٔی
 

اػٕبی ,T I   
 

E:اّ٘ه ولاف 11ـا سٛاثغ ا٘شمبِی M  ٌٛیٙؽ. سٛاثغ ا٘شمبِی ؼـ ٌفٖ ٔی

 یؼٙی،وٙٙؽ، ِؽق ٔی 13ؼٚـٞٓ

Tاِف( id  

1Tة( T 

 

T.ح( oT T   

M,ففْ وٙیٓ 7.1.1سؼفیف  M  ؼٚ غٕیٙٝ ثبٌٙؽ وٝ ـٚی فٕبٞبی ثب٘بظ,E E ٜا٘ؽ ٚ ٘یك ٔؽَ ٌؽ

( , , )E M ٚ( , , )E M    2ؼٚ ولاف ثفؼاـی ثٝ سفسیت ثب سبـٞبیی یىفیػز ثب فٕبٞبی ثب٘بظ 1,E E 

ثبٌٙؽ. خفز  0,f f ٞبی اق ٍ٘بٌزpC  ٖوٝ ؼـ آ
0: , :f E E f M M   ـا یه

p

C ـیػز

 ٌبٜ:ٞف ،ٌٛییٓ 14ولاف ثفؼاـی

                                            اِف( ٕ٘ٛؼاـ                                                                                                                      

 

                                                              'E         f         E  

                                                                '                                                                 

                          

                                                              'M        0f         M                                                                                                                                                                                                                      
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