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�	زه	:��� اول ���.......................................................................................٢  

 �����:  

��	د� ��ار ��اه�� �  در ا%) ���  '	ر%& و ��� 
�	زه	%� را $# در ��� ه	" ! � ��رد ا

�1	0/ ا%) ��� .-� 	.(��, ، ارا*# �� (�دد " 34	���# ��7 ا�,]٥،٤[از ��) .  

  


ور� �
 ���� ه	  و ا�
 ���� ه	١-١ �  

١-١-١- ��
�� .��
	� �9 	
�:-�.# ا"    R"رو �%	.-� دو  	ه-�ا� 4 R #4 #$ "4# ;�ر  

Gcbaازا" ه�  ∈,, ، cabbca )()(   .4	�7 را %@ 
�? (�و� �� (�*�? ) �7$, �=%�( و =

  

٢-١-١- ��
�� .�%	  #� ),,( ⋅+R �	)ه� ،?�*�) #ABC ?�
  :  را %@ 

)١(),( +R ،�7	4 و��) ?�
 @%  

)٢(),( ⋅R، �7	4 و��) ?�
 @%  

   �ز�K "�%=� 3%ب 
G #4 ,HI-3 ازEF و را�, ���4ار 4	�7 ، %'�� 4# ازا" ه�)٣(

Rcba ∈,,،  

cbcacba ..).( +=+  

cabacba ..).( +=+  

  

٣-١-١- ��
�� . �%	  #�),,( ⋅+R �	) ه� ?�*�) #ABC @% را :  

) ١(),( +R ، �7	4 �B4! و��) @%  

)٢(),( ⋅R ، �7	4 و��) ?�
  

)٣(-G #4 ,HI
  .3 از EF و را�, ���4ار 4	�7  �ز�K "�%=� 3%ب 

  

 �9 	
 #.�-:�
�H%@ ا�4 .-� رو" 	� �'4	  ، �"o " #$ ,�  : ا

)(: HPHH
∗

→×o  

HP)($# در !ن 
∗

 �9 	
�:-�.#  -	م ز%� �:-�.# ه	" H �7	4 ����  �ان.  �'�H; 4# ;�ر  

�-.o "	ه #.�-:���ش داد
�H N را 4# ز%� I) ."	ه #.�-:�  �Q (%�4رت $# �4ا" ز%� 

 �9 	
BA,ازH  




�	زه	:��� اول ���.......................................................................................٣  

  

                                                  U oo
BbAa

baBA

∈∈

=

,

    

          }{xAxA oo =  

         BxBx oo }{=  

�� ا�� ��� رو� "o"ه� �	�  H ��	� 〉〈 o,Hا�� ��  . ه"ار  ! 
	 �� و �� را 

  

  . ه"ار ا*( و�� ا�� ��" o"  )�"�# ا��اد &%�$! �# ه��ا� . ���ل -٤-١-١

},,,{

)(:

nmmnmnmn

NPNN

+=

→×
∗

o

o
  

  

٥-١-١- ���
〉〈ه++"اروا�++� �� . ��� o,H  �++� �++ا� ��++
 �++�  ، ه++� �++	� �++�ا� ه++�   �� 
++	   ++!�ورا 

Hzyx ∈,,،  

)1( ���-� ).��            )()( zyxzyx oooo =  

  

٦-١-١- �
〉〈ه"اروا�� �� . ��� o,H�� ا�� #%�Hx ه� �	� ��ا� ��
	  ! � و را  ∈،  

0� �"دن )2("  	�HxHHx         ا123 �4��  == oo     

#.)( xhxH

Hh

oo U
∈

  : و �	 �# &"ر  $	دل=

��Hyxا� ه�  ∈, ،�4	5�vu,درH #. �voxxouy "8"د ه567 I∈. ا��   ز

HyyHHxHHx oooo ====  

��  :از &��! دار

)1(uxytsHuHxyHxHy ooo ∈∈∃⇒∈⇒=∈ .  

)2(xvytsHvxHyxHHy ooo ∈∈∃⇒∈⇒=∈ .  

�"د .# )2( و)1(ز دو را�9# ا !  #(�6
  :  

.                                 voxxouytsHvu I∈∈∃ .,  

 




�	زه	:��� اول ���.......................................................................................٤  

〉〈ه�اروا�� ��  o,H   �� در ��ا��     و را ا�� �	ه� � ���� ، ا���  و%"ق # " �! � ا�� ���  ))2 و 1((� ��

  . ه�ار, ا)' #/ دارا, .	%�' ��#' �-��, و +�*" ��دن ا)' و��

  

٧-١-١- �����	
 . �����ض # �� � H1+ 2���    ����" ا���	� ���34 ����5 /��6�7)(: HPHH
∗

→×+ 2���

 ���
;	�' �	�" �/ :�ر�9/ ��ا�� ز�� ���8ار �	�" ��+〉〈 ,H�� ا)' و�2 ا�� �
�
	# � .  

��Hzyxا, ه� )١( ∈,,   ، zyxzyx ++=++ )()(،  

��Hyxا, ه� )٢( ∈,   ،xyyx +=+،  

)٣(H∈0 د ا)' �/ :�ر�9/ ��ا, ه��A�+Hx ∈،}{0 xx =+، 

)٤(  �������ا, ه����Hx ∈، ,	����B9� ������ 6x′    /�����/ :�ر�9���� "������د �	����A�+xx ′+∈0،x′ س�����9!+


7	�� داد� +� ��د،−xو�	
7	دxا)'   

��Hzyxا, ه�)٥(  ∈,, ،yxz +∈ �	;
Eyzx −∈.  

  

٨-١-١-   ���	
 .   ��� ��ض #  HA⊂      ������ "��	� A     ��� ��),(و،H∈0ا)�' ا���     �H  وز���ا � +A 

  .� �	�" و.�دش ا�� ��

  

٩-١-١- ���	

�وا�� ��.  �
	# � ),( +R 	�G�#�4 �

	+�"� +� ��د ا�� "." درو /HIJ ا�� 

)١(),( ⋅R  �������� ��������
 2���������    �و������ 6 /�������-ب دو:�������A '�������%	.	� ���������L 0  ������� �������ا, � �! 

Rxه� ∈،00..0 == xx،  

��Rzyxا, ه� )٢( ∈,,،    zyzxyxz +=+ yzxzzyx و  )( +=+ )(.  

  

١٠-١-١- ���	
 . )١(    /HIJ 2 ا���),,( ⋅+R       ��
	+�"� +� ��د ا�� ��ا, ه ��	1�	ARyx ∈,   /B� دا�

 ���	�yxxy =،  

) ٢(),,( ⋅+Rرا/HIJار �9 ا��"    �M6 �	� ه� ����� R∈1          ����ا, ه� /��/ :�ر�9� "��A�+ Rxد �	� ∈ 

� /Bدا� ���	xxx ==⋅ 1.1.  

 




�	زه	:��� اول ���.......................................................................................٥  

١١-١-١- ����� .
�    �� ��	��	� ���� �),,( �ار �� ا� ⋅+R�� R\}0{ا�� $��ان  &%� $� #"د ا � 

���� �	#� و ( ) .  

  

   ������ ا��),,( ⋅+R        �0/-�� ه.-	
� �   R �"ز( ,+�* 
	$��( $� #"د ا  	-� ��	��	� ���� �	#-�  ا�

0
%��� ده� ab=0و=a 	�0=b ��ا1 ه�Rba ∈,.  

 

 �23 ��4 �0".�$ �� ز�� A ازR �),,(را ز�� ا�� ����  "6�5 ا  ⋅+A ���� �  8"دش ا�

 �#	� .  

  

�ض 9/--------�. �����������ل -١٢-١-١--------� 5R�--------#	� �
0/--------�� ه.--------	 	--------� ��	--------��	� �--------��� �--------�  

�ض--�}|},{{ RxxxxR ∈−== ;<--= R      >--.� �--.0 �3�3�--? �--	 ا�-- �--�},{ yxyxyx  و⊕=+−

�ب (yxyx .=⊗ ���� �� ا��  A=ا.  

  

١٣-١-١-   �����  .      �23 ��4 �0".�$ �� ز��I    ���� � از )=-A ار(، ا�� ا��( ال -� B-C	    Rاز ا�

R �
	$��( $� #"د ا ��ا1 ه�IxRr ∈∈ , )	G
H، Irx ∈  	� )( Ixr ∈.  

     

 I  �� ا�--� ا�--�( ال ا=--A ا ----� Iد    ا	--.
� ا�--�( ال B--C و را=--A �	#--� و Hن را �--	 --� RI < ��	--.
   

  . $� ده�5 

  

١٤-١-١- �� .�23 ��4 �0".�$ �� ز�� I ���� �� ا�� ا��( Hل R BC از ا�� ) A=را ( A=ا  

 �  ا � و 2/3	 ا 

)IJا(IbaIba ⊆−⇒∈∀ ,،  

�ا1 ه�      )ب(�RrIxIrx ∈∈∈ ,,     	�      )( Rxr ∈.  

  

١٥-١-١- ����� . )�� ا�� ا��( ال =� �� P���� ��ا1 ه� دواولR از ا�� �    &%� $� #"د ا 

VU ا��ا��( Hل  PUV دا#%� �	#�R 5از, ⊆ )	G
HPU ⊆ 	�PV ⊆. 




�	زه	:��� اول ���.......................................................................................٦  

RPا��. ��-١٦-١-١ � ا��ا��� ال ازا������ ≠�R �	�
���	�P ��	� �!�اول ا$# ا�� دا:  

.Pb ∈       	�       paPab ∈⇒∈  

 


	*��� *1 �)د و �	 
%	د 0R�/ اولR ا�� ا��� ا.-	, اول م*(%)'� &%	  )(RSpec داد� ��	%
  

  . *1 �)د 

  .}P ل اول�} ا$#R ا�� ا���  |PSpecR =  

  

١٧-١-١- 	
��
RQ �� ا�� ا��� ال .  Qabاو.�� �2!� *1 �)د ا�� ≠ Qaو∋ 
!�(� ده�∌Qb
n

∈ 

��Nnا,  ∈.  

  

 ا�� �>�ا,  �);�  *	4:�%	ل RازMت �� ا�� ا��� ال ر �� ا�� ���� �	�� در ا�R     (6 7 ��ض 34� 

R ، RNMازNه� ا�� ا��� �ل  NMدا�!� �	��  ⊇⊇ =	�RN =.  

  

� BA	�R ?%@ �3ز�� *(%)'� ه	, <�� &-1 از ا�� ����A ،B  ��ض 34� را �� 6)رت ز�� +

  �34 1* /��A&،   

  

  

  ،را �� 6)رت ز�� &�AB  �34 1* /��A	�C�6ب 

                          }.,,;|{
1

NnBbAabattAB
iii

n

i

i
∈∈∈∈= ∑

=

      

  

� ز�� *(%)'�� SD� 1�	)�	@ ���� ا�� � �	�� و S∈1&3-	 ا��  � و� را 1��E �);�  ا�اراز �

��Syxا, ه�  Sxy دا�!� �	��  ,∋ ∈.   

  

١٨-١-١-   	
��
� &)�).>)      Χ  �>�ض 34>�    .<� �<�	� �<'(%)* �
)اد�   Χژ, رو, �>	<G �<� Α از

 : ا$# �4 در ��ا�I ز�� �6ق *Χ�34 1ز�� *(%)'� ه	, 

}.,;|{ BbAabattBA ∈∈+∈=+




�	زه	:��� اول ���.......................................................................................٧  

)١(Α∈Χ,φ،  

�اد از ��	��)٢(���'& دارد ،Α#$ Αا"! 	ع ه� �   


+	*  ,Α∈CBا(� )٣(,Α∈CB I.  

 

١٩-١-١-   ����	 .   -	.� ),( ΑΧ0راT/�01)    -* $2# ازا	ه� (2 Χ∈21 , xx,  #23 21 xx ه 62	4+5  ≠

9� U$	ز- 18ن	:
  .  ;1"1د $	9� $# <1ر- #3 9	;� 5=4 $	9� و>4 9	;� د5+�- 

  

٢٠-١-١-  �

),(/ ��22ض 22�3�  .	��� ΑΧ .22� @225 	   ��1�1>122ژ$ 4=5	229 -Α⊆β،β   #225	� @225 را

Α1) /�0* ه	ز�ه�(	�1# $ B; Α��	4 از���	1رت ا"! � #$ ، β�   ،)5	 $# <1ر ;�	دل ( $	9


+	*  Α⊆βو 5@ �.	- �1�1>1ژ5=4 $	9�Χا(�,  β-5# ا- $�ا	� Α #$ �)ا 	D��اEF ا(� و 

uxو ه� 18uن Αازا- ه� ;B �1# $	ز ∈ ،β 1- 18ن.�L$ #!96 داG #$ �9	 #3 4

uLx ⊆∈.  

  

٢١-١-١-   ����	 .    #HI
 @5 x  4=51�1>1ژ� x}{ را 
2HI# $62!# (012�/ ا(Χ             #2�1 B; �2از �.	- 

9� Χدر 	6$!# $.  

  

  ��ور� �� ����� ������ ه�� ��ز�٢-١

9� 5@ زB; �5 �1# �	ز- ازA/ ��ض �3�. 	���� -١-٢-١	4 $D�	
 #�1 B; @5 AJ$	� @5 ، , 

[ ]1,0: →Aµ       1.� 3# $# ه� EFا A    K�2$ د�42 2�3� در اK25 �12رت      و5 ،01@ �; �L	2�!;µ را

� 22	م زB; �225 22�1# ه22	- �22	ز- .  ;422 
22	225A /�;@ زB; �225 22�1# �22	ز- از #22�1 B;A د	22 
 را 22$	 

)(AFS/��5 ;4 ده	 
 .  

  

9� و �	$A     J/��ض �3� 	4 $D�	
 #�1 B; @5[ ]1,0: →Aµ      ز- از	2�1# �2 B; @25 A   K25در ا �29	$ 

5c	 A ، µ-/ �	ر �1رت ;!
µ/��3 4; N5���  :  را $# �1رت ز�5 

                                           . )(1)( xx µµ −=  




�	زه	:��� اول ���.......................................................................................٨  


	��� و     A ���ض ���  ������  !µ   ز" از	� �������� ه	" �#�از  A!  ز!� ��� &	%$ ز!� �

µ	!α− ش�&µ ���� �� (!�)� �!رت ز�  . را &� ,

                                      })(|{ αµµ
α

≥∈= xAx     

)Im(]1,0[�� در .ن  ⊆∈ µα.  

  

٢-٢-١- �����	
��##� �##	ز" رو" �1µ##�ض ��##��  . ���  ##! 1A 2وµ   "ز" رو	##� �##�����  ##!

2A$%	& "ز	� ������ 21 µµ 21 را رو" × AA �رت ز!� �(�!) �� ���� ×, �& :  

                              .))(),(min(),)(( 22112121 xxxx µµµµ =×  

  


	��� &	%$ �	& 2���A��01ض ����  ������  !A (!�)� �!رت ز��د  &� ,% �� :  

                                              .
0

1
)(





∉

∈

=

Ax

Ax
x

A
χ  

وا56 ا34 �� 
A

χز" از	� �����)Im(}10{ اA ، 34!  ز!� � و
A

=χ.  

  

��#�       f ���ض ��� ��
8	%#3 از �  !X     �#����� �#&Y  و $#%	&µ    ز" از	#� �#���� Yه#� ز!#� �

1)(&	%$ در ا!9 ,�رت
µ

−

f ز" ا34 از	� �����  (�!)ا34 �� &� ,�رت ز!� �Y ز!� �

�د % �� :  

.                                               ))(())((1
xfxf µµ =

−  

  

��##�  λ ��##�ض ��##�����##� �##	ز" از �����##� λf)( درا!9## ,##�رت.  &	%##$ Xز!##� ���، ز!##� �

�رت ز!� �(�!) %$: ا34  ا�Y	ز" از, �& �� 34:  

  

          

{ }







=

≠∈

=
−

−−

∈
−

φ

φλ

λ

)(0

)()(|)(sup
))((

1

11

)(1

yf

yfyfxx
yf

yfx

. 




�	زه	:��� اول ���.......................................................................................٩  

٣-٢-١-   ���	
ا��  .  
I∈αα

µ 
�اد� ا� از ز�� ������� ه�	� ��	ز�      }{	� X    ا"�!�ا  و �	�#
$ %�"	&

 %"	& '� ��
�اد� &� *�رت ز	� +�  : ا-!�	ع ا

Xx  &�ا� ه� )ا0/( ∈،
I

I

xx
∈

∈

=
ααα

α

µµ )}(inf{))((I،  

Xx &�ا� ه�)ب( ∈، 
I

I

xx
∈

∈

=
ααα

α

µµ )}(sup{))((U.  

  

٤-٢-١- ���	
�8 ��و� &	"% ز�������� �	ز�7G ��ض 45�.  [ ]1,0: →Gµرا �� ��� و �8 ز


�	��7 و $ن را &�	 
��	د             �G	ز� از  '�� )µ:G (   ن	:�
Gyx' ده��7 ه�� ��	� &��ا� ه��        ��   دا"�!�  ,∋

 7�"	&.  

)١()}(),(min{)( yxxy µµµ ≥،  

)٢()()( 1
xx µµ ≥

−.  

  

٥-٢-١- �����	
,)( &���ا� .  XFS∈νµ���� 7�=µ �������� �������<�ν  7ز�
νµا@��? و ���'  ا���� ⊇

Xx ه�&�ا�  ∈ ، )()( xvx ≤µ.  

  

��7Xxض 45�  در ا�+ *�رت &� ز�� ������ �	ز� t∋]1,0[و∋
t

x /��AB �� D EFG �5	�C& ز


�CH �	ز� از 8�  . ��=��X 7' "�د 

  

  

  

YXf دو �������� ��IB ����J' &	"��%و   Xو����7Yض ��45�  
#	"��? &	"��%در ا���+ *���رت     :→ 8��� 

)(XFS∈µ را f− 7�=�� 	�)()(ا��. �	 yfxf 
!��� ده% =)()( yx µµ Xyxه� &�ا� = ∈,.  

  

٦-٢-١- ���	
 . �
�اد	� 8���0���B 8ژ� �	ز�،τز� در	� �	ه ������ ��   �' &	"% X از ز

  : �5 در "�ا�M ز�� *%ق �' %45

 

.
0

)(
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≠

=

=

yx

yxt
yx

t

 اگر

 اگر




�	زه	:��� اول ���.....................................................................................١٠  

)١(τφ ∈X,،  

�اد از ��	�� )٢(���'& دارد τ#$τا"! 	ع ه� � ،   


+	* Aوτ∈Bا(�)٣(,τ∈BAI.  

),(زوج  τX01 /.د *��1	
�.�.6.ژ034 �	ز2  2	84 �7 .  

 



 

 

دوم���   
 
 

ا�
���� ه�وا�
ا	�� ا���� 
 ��ز�



١٢...............................................................ا������ ه�وا��ا��� ا
��	 ��ز	:��� دوم  

�����:  

���داز� �  ا�, ��� �+*(� ��دو�'& ا#) در �'& اول �� ��ر#� "!اص ا��ا��� ا
��	 ��ز	 �

  ا��� ا
�� و−h#01 ه(��'*� ا������ ه�	 ��ز	 را �/��� "!اه.� -�دودر �'& دوم

k−اص 2  ا���!" �� و�� ��ر#.3- �� ���داز��ا
��	 ��ز	 را �/�� �
5 ا�, ��� .4�� ��6�

  . ?��*� <�� ا#)]٢،٥،١٦ [از �3��:" 8(�7�

  

١-٢ -

�ز 
  ��اص ������� ا��ا��� ا ���

  .�@ ا������ ا#)Rدرا�, �'&

١-١-٢-����� .���ز	 از )ا#)ر�)@ ا��ا��� ال �µDE�<� درا�, C!رت (RFS∈µ(��ض -3.

R(#ه� ا 	ا?� ��ا �ا?�و 37�Ryx ∈,�  :دا<*� ��<.

) ١())(),(min()( yxz
yxz

µµµ ≥∧
−∈

،  

)٢()()( yxy µµ ≥��)()( xxy µµ ≥.  

  

٢-١-٢-�����.µاز 	ز�ا�� ا��� ال � @�R ا�� ا��� ال �ا#) ا?� ه� ا�� ا��� ال DE ��ز	 وه

Ryxرا#) ��ز	 ��<� �/3� ��ا	 ه� ∈,�  : دا<*� ��<.

)١( ))(),(min()( yxz
yxz

µµµ ≥∧
−∈

،     

)٢()}(),(max{)( yxxy µµµ ≥.  

  

٣-١-٢-�����. �� �H@ ا������ ��<� ، ?!��Rض -3..µاز 	ز�ز�� ا������ � @�R �� �?ا#) ا

Ryxازا	 ه� ∈,�  :دا<*� ��<.

) ١())(),(min()( yxz
yxz

µµµ ≥∧
−∈

،  

) ٢(}{ )(),(min)( yxxy µµµ ≥.  

  

� ده.�4(��& RFR)(را��R�I(!�8 7(�م ز�� ا�� ���� ه�	 ��ز	�.  

 



١٣...............................................................ا������ ه�وا��ا��� ا
��	 ��ز	:��� دوم  

�� ��ز	Rا��.���ل-٤-١-٢�Rxرا ��ا	 ه��µ��R$ ا�� ���� ��#� ،ز�� ! � �رت ∋' ��

  .ز�� /.��- !, +*()

  

                                                




≠

=

=

0

01
)(

x

x
x

α

µ                                

    

 �+١pα≤٠��123 45اµاز 	ز�ز�� ا�� ���� � $�R�#�� ,!.  

  

  :!.�دل �� دو #�ط ز�� ا٣45-١-٢از /.��-)١(#�ط .��-٥-١-٢

)-
)()()ا xx −= µµ ه 	ا���Rx ∈،  

)()min),()(()ب( yxz
yxz

µµµ ≥∧
+∈

.    

��Rx?�ار ��#� در ا�< '�رت ��ا	 ه�٣-١-٢/.��- از )١(��ض +*() #�ط:ا���ت   دار�)،∋

                  )())(),(min()()0( xxxz
xxz

µµµµµ =≥∧=
−∈

                          

@A)()0( xµµ Rx ��ا	 ه�≤ 
Bا، ∋  

                  )())(),0(min()()(
0

xxzx
xz

µµµµµ =≥∧=−
−∈

  

C�2 D��./ ��xوx−،�+ د�# ,! � )E2 ق�� �Gدر را�  

   )())(),0(min()()(
)(0

xxzx
xz

−=−≥∧=
−−∈

µµµµµ  

Rxدر E2( � �� ازا	 ه� )()(دار�)∋ xx µµ =− @A)-
  .��?�ار ا45)ا

  دار�)،) ا
-(��ل �*� �� ��ض و�� اHE5�د� از 

                   ))(),(min()()(
)(

yxzz
yxzyxz

−≥∧=∧
−−∈+∈

µµµµ                

                       Ryxyx ∈∀= ,))(),(min( µµ                                                             

  .2(I ��?�ار ا45)ب ( �.*,

@J�  ��?�ار ��#�درا�< '�رت،) ب(و)ا
-(�ض +*(� +�  �.�� 

Ryxyxyxzz
yxzyxz

∈∀=−≥∧=∧
−+∈−∈

,))(),(min())(),(min()()(
)(

µµµµµµ  

  


