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  چكيده

 وابسته به اين فرض است كه ،فرض استقلال در جداول متقاطع دوطرفهدو براي بررسي  آزمون كي
 براي هاي ديگري، مون، آزبر اين اساس. اي باشند توزيع چندجمله داراي هاي جدول مشاهدات خانه

 كه -در اين راستا، ابتدا عامل بيز. شود  اي برقرار نيست، پيشنهاد مي مواقعي كه فرض توزيع چندجمله
دو در   به عنوان جايگزين آزمون كي-فرض در آمار بيزي مورد استفاده قرار مي گيردهاي  جهت آزمون
 حساس بودن مقدار آن به متاسفانه مشكلي كه در استفاده از عامل بيز وجود دارد،. شود نظر گرفته مي
  .است متفاوت  پيشينهاي انتخاب توزيع

ل عامل بيز به تعيين توزيع پيشين حساس بنابراين، استفاده از يك برآورد بيزي كه در حالت كلي مث
) ر مستطيليك اب ( درصد95 باورپذير همزمان رويكرد ما ساختن يك ناحيه. شود  نيست، پيشنهاد مي

اي  ارز آزمون استقلال در جداول رسته آزمون صفر بودن همه اثرات متقابل هم. براي اثرات متقابل است
قع يك آزمون  از اثرات متقابل در وا درصد95ير همزمان باورپذبنابراين، يك ناحيه . دوطرفه است

  . استاستقلال از نوع برگردان

، توزيع پيشين، استنباط اي درون ردهدو، اثرات متقابل، همبستگي  ي كي آمارهعامل بيز، : ها  واژه كليد
  همزمان



 

 

  مقدمه: فصل اول1
مقدمه



 

 

   مقدمه-فصل اول

چند فرض دو وابسته به  آزمون كي  با استفاده ازرفه دوطتوافقيبررسي فرض استقلال در جداول 
 ويژه در مواقعي كه  به،اما گاهي اوقات.  استهاي جدول  بودن توزيع فراواني مشاهدات خانهاي جمله

 ،)مثل نظرسنجي از اعضاي يك خانواده(شوند  آوري مي هاي جدول از يك خوشه جمع مشاهدات خانه
واهد آمد كه ه از هم، ميزاني از همبستگي بين مشاهدات به وجود خبه دليل اثرپذيري اعضاي يك خانواد

شود كه فرض   باعث مياي رده وجود همبستگي درون. هور استاي مش رده به همبستگي درون
در واقع در اين حالت، مشاهدات داخل . اي بودن توزيع فراواني مشاهدات ديگر برقرار نباشد چندجمله

چند ها از توزيع  از اين رو هنگامي كه فراواني مشاهدات خانه.  بودهر خانه از هم مستقل نخواهند
 ها كوچك يا صفر هستند، طبيعي است كه كنند يا تعداد مشاهدات بعضي از خانه  پيروي نمياي جمله

هاي  كه مروري بر نواقص روش نامه ضمن اين اين پايان. درباره رويكردهاي ديگري انديشيده شود
اي را نيز جهت آزمون   تعديل شده و عامل بيز دارد روش سادهدو  كيي اساس آمارهگذاري شده بر  بنيان

 بر هاي فرض متكّي باشد كه به آزمون  بيش از اينكند كه اي دوطرفه ارائه مي هاي رسته لاستقلال در جدو
  .يزي، استوار است باورپذير بي ناحيهاساس برآورد يك 

 ي ناحيهمون فرض استقلال، ساختن يك جهت انجام دادن آزدر اين پايان نامه رويكرد ما در واقع 
 ،آزمون صفر بودن همه اثرات متقابل. براي اثرات متقابل است) 1يك ابر مستطيل ( بيزيباورپذير همزمان

 2 درصد95ي باورپذير همزمان  ناحيهبنابراين، يك .  دوطرفه استاي ارز آزمون استقلال در جداول رسته هم
  . است3برگردان در واقع يك آزمون استقلال از اثرات متقابل

                                                 
 

1 Hyper rectangle 
2 95% Simultaneous Credible Region 
3 A test of independence by inversion 
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  :اند هاي زير ارائه شده فصلنامه در قالب  مطالب پايان

  مقدمه .1

 ) تعديل شدهدو دو پيرسون، آزمون كي آزمون كي(دو براي استقلال  كيآزمون  .2

 عامل بيز .3

 ي باورپذير همزمان بيزي براي اثرات متقابل تشكيل ناحيه .4

 سازي ها و شبيه مثال .5

  گيري تيجهبحث و ن .6

  هدف از انجام پايان نامه 1-1
 اي،  سطر از ستون در جداول رسته به افرادي است كه براي انجام دادن آزمون استقلال هشدارهدف،

ي راهكارهايي  علاوه براين، ارائه. كنند استفاده مي  يا عامل بيز پيرسوندو  كيي هاز آمار طبق روال معمول
  پايان نامهي است كه اين پيرسون يا عامل بيز، هدف ديگردو ي كي ويارويي با مشكلات آمارهبراي ر

  .كند دنبال مي

  : عبارتند از پايان نامهاز اين رو دلايل تدوين

  استانداردي دو مرور بعضي از نواقص آزمون كي) الف

 در برابر  استاندارد،دو آزمون كي مقابل در ي ديگرروش به عنوان ،مل بيز عا حساسيتنشان دادن) ب
  . متفاوتي كه به عنوان توزيع پيشين انتخاب مي شوندهاي عتوزي

r باورپذير همزمان براي اثرات متقابل در يك جدول ي ناحيه بنا نهادن يك) پ c×  

  ي تحقيق پيشينه 1-2
هاي  تلاش. اند هاي همبسته را تصديق كرده  دو براي داده  آزمون كيعدم صحت، بسياري محققان

 آزموني به طور اساسي بر دو رويكرد استوار ي يافته براي تصحيح تورم ساختگي در چنين آماره انجام
 با استنباطي را ،با تكرار طرح نمونهاين رويكرد، . شود  ناميده مي4 طرح پايه، رويكردرويكرد اول. است

، رائو ]2[ و همكارانت، هل]1[فلگي(آورد  مجانبي برآوردها، فراهم مي بودن توزيع اي چند جملهتوجه به 
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 هاي برآوردگر قان از اثر طرح، كه نسبت واريانساين محق). ]5[ ، بدريك و فاي]4[و ] 3[ و اسكات
گيري  نمونهطرح تر از   پيچيدهييكي از اين برآوردگرها از طرح. حاصل از دو طرح است، استفاده كردند

و ] 3 [به عنوان مثال رائو و اسكات. آيند ميگيري تصادفي ساده به دست  مونهتصادفي ساده و ديگري از ن
 را بندي بندي و خوشه اي چندطرفه، اثر طبقه  جهت آزمون نيكويي برازش و استقلال در جداول رسته،] 4[

يافته را كه براي تعديل  هاي تعميم طرحآنها اثر . ون، ارزيابي كردند پيرسدو بر توزيع مجانبي آماره كي
  .شد، پيشنهاد كردند دو استفاده مي آماره كي

هاي  اين رويكرد، براي مدل دادن به داده.  استوار است5رويكرد دوم، رويكردي است كه بر مدل پايه
 و ]9[ ، فين برگ]8[ ير ، بري]7[ ، كوهن]6[ آلتام(گيرد  در نظر مينمونه يك توزيع احتمالي فرضي را 

 پيرسون به هنگام دو ي كي چگونگي تعديل آماره] 7[كوهن  در اين راستا .)]10[ هوگ سي  و امچوي
 را به ]7 [نتايج كوهن ]6 [ي را نشان داد و آلتام در خانوارهاي دوعضواي درون ردهوجود همبستگي 

يج اين دو را به ا نت]8 [ير ، بري] 7 [ و كوهن]6 [پس از آلتام.  عضوي تعميم دادKخانوارهاي 
  .عميم دادخانوارهايي با تعداد اعضاي نامساوي ت

ي احتمالاتي به نتايج به  ، با اعمال يك توسعه]10 [هوگ سي  و ام چويهاي بعد، همچنين در سال
هنگام وجود  را بهدو   آزمون كيي آماره چگونگي تعديل، ]7 [ و كوهن]6 [دست آمده توسط آلتام

  .نشان دادنداي  رده  همبستگي درون

ي يك روش قابل اعتماد براي انجام آزمون  پس از چند سال با ارائه]  11 [ناندرام و چوي سرانجام 
 توانستند مشكلات مربوط به ، با استفاده از روش برآوردي بيزي،استقلال در جداول رسته اي دو طرفه

   .ادي مرتفع نمايندروشهاي پيشين را تا حدود زي
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  دو براي استقلالآزمون كي: فصل دوم2
   استقلال فرضدو براي آزمون كي



 

 

  دو براي فرض استقلال  آزمون كي-فصل دوم

اي  در يك جدول رسته) استقلال (6براي انجام دادن آزمون ارتباطدر استنباط آماري، دو رويكرد 
cr البته بايد .  پيرسون استدو ي كي ي آماره از روش شناخته شدهستفاده رويكرد اول ا.  وجود دارد×

 اي چند جملهگيري  اين همان نمونه (گيري تصادفي ساده است مونه نبر اساستوجه داشت كه اين آزمون 
  . اين رويكرد در اين فصل بررسي خواهد شد).است

شود و  دو مطرح مي مقابل آزمون كيوش در  به عنوان يك رل بيز است كهرويكرد دوم استفاده از عام
  .وم پرداخته خواهد شدسبه آن در فصل 

د، نشو د، آورده ميش نامه به صورت دائم تكرار خواهند  پايانكه در كل  ابتدا مفاهيمي ،اين فصلدر 
  . كاهش يافته پرداخته خواهد شددو ي كي پس به بحث در مورد آمارهس

 فتعاري 2-1

  اي چند جملهتوزيع  2-1-1

فرض كنيد كه در اجراي يك آزمايش برآمدهاي ناسازگار . اي است  تعميم توزيع دوجمله،اين توزيع
1, , kA A…اي كه  رخ دهند به گونه  

  ( ) , , ,i iP A p i k= = 1… 

  و
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  بود

  
( ) ( ), , , , , | , , ,

!                                                ,
! !

k

k k k k

xx x
k

k

P X x X x X x pr x x n p p
n p p p

x x x

= = = =

=

… … …

…
…

1 2

1 1 2 2 1 1

1 2
1 2

 

! كه در آن عبارت تركيبي
! ! k

n
x x x…1 2

 و سازي ، يك ثابت نرمال
k

i
i

x n
=

=∑
1

   .است 

رود كه داراي  به كار مي براي مدل دادن به متغيرهايي  اغلب در علوم اجتماعياي چند جملهتوزيع 
اي از اين  مذهبي، گرايشات سياسي، نژاد و غيره نمونه اعتقادات . هستند از نظر كيفيي مختلفهايبرآمد

  .متغيرها هستند

  هاي يك جدول توافقي  براي دادههاي آماري انواع مدل 2-1-2

بيشتر  لكن در. ها دارد آوري داده وش جمع بستگي به رتوافقيول اهاي جد مدل آماري براي داده
 ها را در قالب سه مدل آماري مختلف كه در ارتباط نزديك با يكديگر قرار دارند توان داده موارد مي

  :اين سه مدل عبارتند از. بررسي كرد

  گيري پواسن نمونه 2-1-2-1

توان  همچنين نمي. در حجم نمونه يا تعداد مشاهدات داشت يكنترلتوان  گيري نمي در اين نوع نمونه
در اين حالت تابع احتمال توأم . دست آورد اي به هاي حاشيه گونه اطلاعاتي در خصوص توزيع هيچ

  :مشاهدات عبارتست از

  ( ), , , ; , , ,
!

ij

ij

xI J
ij

IJ IJ
i j ij

f x x x e
x

λ λ
λ λ λ −

= =
=∏∏… …11 12 11 12

1 1
 

  اي چند جملهگيري  نمونه 2-1-2-2

هاي   در دستهشوند و سپس آوري مي  جمعاي تعيين شده اد از پيش ها به تعد  نمونه،گيري در اين نمونه
از قبل تعيين ، )n(  چون در اينجا حجم نمونه .شوند بندي مي اي كلاس  دو متغير رسته مربوط بهمقتضيِ

 با اي چند جملهي تصادفي از توزيع  نمونه  به عنوان يك،ijXشده است لذا منطقي است مقادير 
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 با تابع احتمال اي چند جملهدر چنين حالتي مدل كلي به صورت . در نظر گرفته شوند ijpپارامترهاي 
  :زير است

  ( ), , , ; , , ,
, , ,

ij
I J

x
IJ IJ ij

i jIJ

n
f x x x p p p p

x x x = =

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏∏… …
…11 12 11 12

1 111 12
 

   تركيبياي چند جمله گيري نمونه 2-1-2-3

  از يك متغيراي  رسته متعلق بهي كهاي از افراد تعيين شده ها به تعداد از پيش   داده،گيري در اين نمونه
اين رويكرد زماني . شوند بندي مي  متغيرهاي ديگر كلاسبراساسشوند و سپس  آوري مي  جمعهستند،

 توان  نمي يا پواسناي چند جملهگيري  نمونهبا   در نتيجهها كمياب هستند و كه برخي از رسته مفيد است 
خواهيد ارتباط بين  ميفرض كنيد، ل به عنوان مثا. مونه استخراج كردها ن به تعداد كافي از اين رسته

 تعداد ثابتي از افراد مبتلا ،براي اين منظور بهتر است.  و يك بيماري كمياب را بررسي كنيدمصرف سيگار
اگر .  در مورد هر يك از آنها انجام شودفته شود و سپس آزمايش سيگاري بودنو غير مبتلا در نظر گر

بندي  ري و سپس آنها را با توجه به بيماري و سيگاري بودن دستهگي شما از تعداد زيادي از افراد نمونه
ي گرفته شده وجود داشته  كنيد، اين امكان وجود دارد كه تعداد كمي از افراد مبتلا به بيماري در نمونه

  .باشد و با توجه به آن نتوان نتايج معناداري گرفت

 شده، در يك جدول شمارشي قابل بيان گيري ذكر هاي نمونه گيري از هر يك از طرح ي نمونه نتيجه
گيري به كار گرفته  رح نمونه كدام ط داد،تشخيصتوان   نميها اً از طريق نگاه كردن به دادهصرف. است
گيري از اين جهت با اهميت است كه برآورد بعضي از پارامترهايي كه  با اين حال، طرح نمونه. استشده 

  .گيري ديگر غيرممكن است هاي نمونه   با طرح،نجام استگيري قابل ا به آساني با يك طرح نمونه

 هر سه طرح  با اين وجوددهد، مي تحت تاثير قرار برآورد انجام شده را ،گيري ، طرح نمونههر چند
گيري راجع به ارتباط يا عدم ارتباط  ي آزمون و يك توزيع مرجع جهت تصميم  از يك آماره،گيري  نمونه

شود، بر اساس طرح  ، نامي كه براي مسئله انتخاب ميالبته. كنند  استفاده مير و ستونبين متغيرهاي سط
  .گيري انتخاب شده تغيير خواهد كرد نمونه

  ]12[ دوطرفهتوافقيآزمون استقلال در جداول  2-1-3

}هاي  اي با احتمال گيري چندجمله براي نمونه }ijπ در يك جدول پيشايندي I J× فرض استقلال ،
  :ها به صورت زير استj و iآماري به ازاي تمام 

) 2-1(  
0 . .: ij i jH π π π= 
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 ،ناظر با يكسان بودن احتمال هر برآمد مت، سطر، استقلالIاي در  هاي مستقل چندجمله اي نمونهبر
 كه  آنلحا. كند اي اشاره مي ي چندجمله نمونه ك تك به ياشاره شده در اينجا،بحث .  استبين سطرها

  .شوند اي مستقل نيز به كار گرفته مي هاي چندجمله ها براي نمونه آزمونهمان 

Iاي  جدول زير، يك جدول رسته J×با ، 1- 2ي   كه در آن فرض استقلال ذكر شده در رابطه است
  .هاي هاشور زده شده نشان داده شده است خانه

  
Iاي   جدول رسته-1-2 جدول  J× 2 

 A متغير كيفي   
  

    1 " j " J مجموع سطري 

1 11π
 "   1 jπ

 "  1Jπ 1.π
  

 #  #    #   #   #   

i  1iπ  "  ijπ "   iJπ .iπ   

 #  #    #    # #   

ي 
كيف

ير 
متغ

B 

I  1Iπ "   Ijπ "   IJπ
 .Iπ 

 مجموع ستوني  
 .1π "   . jπ "   .Jπ 1  

  آني پيرسون و توزيع  آماره 2-1-4

   به صورت زير است0Hپيرسون براي آزمون دو  ي كي آماره

  ( )ij ij

ij

n
X

μ

μ

−
=∑

2
2

 ها  تساويها،j و iكند كه به ازاي تمام  يار مي اختهنگاميرا ) صفر(اين آماره كمترين مقدار خود 
ij ijn μ=تفاضلهر چه حاصل ي ثابت،  ي نمونه  اندازهبه ازاي . برقرار باشد { }ij ijn μ− ،بيشتر باشد 

X ي ازمقادير بزرگتر   فراهم،H0 عليه يتر  به طور طبيعي در پي آن شاهد قويو آيد  به دست مي2
   .شود مي



 ي فرض استقلالآزمون كي دو برا

 

10

Xاز آنجايي كه مقادير بزرگتر  X است كه  آنمقدار، احتمالp هستند، 0H با بيشتري در تناقض 2 2 
Xي  آماره. گي مقدار مشاهده شده باشدكم به بزر دست ي توزيع ، به طور تقريبي دارا بزرگn براي 2
 بالاتر از مقدار مشاهده ، است كه دم سمت راست توزيعآنمقدار، احتمال p  بر اين اساس،.دو است كي

Xشده  }با افزايش .  قرار گيرد2 }ijμ، اگركند و معمولاً  پيدا ميدو افزايش  دقت تقريب كي { }ijμ ≥ 5 
  .باشد يك تقريب خوب به دست خواهد آمد

 ي آزادي آن برابر است ميانگين اين توزيع با درجه. استمتمركز  بر روي مقادير نامنفي ،دو  كي توزيع
دي، توزيع در اطراف ي آزا با بزرگتر شدن درجه. باشد مي df2مقدارو انحراف استاندارد آن برابر با 

دن  با بزرگتر ش شكل آناست است، اما چوله به ر، توزيع اين.شود تر مي  و پهنتر متمركز،بزرگترمقادير 
 دو با درجات هاي كي چگاليشكل زير . شود تر مي نزديك) نرمال(اي  به شكل زنگوله ،ي آزادي درجه

، شكل توزيع، به 20ي آزادي  به ازاي درجهشود كه   مشاهده مي.دهد  را نشان مي20 و 10، 5، 1آزادي 
  .اي در آمده است شكل زنگوله

 
  دو به ازاي درجات آزادي مختلف  نمودار توزيع كي-1-2 شكل 

  ي نسبت درستنمايي آماره 2-1-5

كه تابع  كند ا را تعيين مياديري از پارامترهشود كه آزمون نسبت درستنمايي، مق ادآوري ميابتدا ي
   :دنكن هاي زير بيشينه مي درستنمايي را تحت فرض
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  0Hتحت فرض درست بودن ) الف

   باشد ممكن است درست يا نادرست0Hتري كه طبق آن  تحت شرط كلي) ب

  گيرد ه به صورت زير بهره ميماكزيمم شدهاي  از نسبت درستنمايي ،ي آزمون آماره

  ( )
( )

0
ˆ

log
ˆ

L

L

Ω
Λ =

Ω
−2  

)در آن، كه  )0
ˆL Ω مقدار تابع درستنمايي به ازاي مقادير پارامترها تحت فرض صفر است و ،( )ˆL Ω ،

ه در آن محدوديتي براي تري است ك مقدار تابع درستنمايي به ازاي مقادير پارامترها تحت فرض كلي
  .ترها موجود نيسترامپا

زماني كه فرض صفر نادرست است، نسبت . ي آزمون نامنفي است توجه شود كه مقدار آماره
 -2 رو از اين. خواهد شد منفي ،مقدار لگاريتم آن و در پي آن، 1 كمتر از هاي ماكزيمم شده درستنمايي

ي نمونه، اين  با بزرگتر شدن اندازهو رگ مثبت خواهد شد ، يك مقدار بز بار لگاريتم نسبت درستنمايي
 .مقدار بيشتر نيز خواهد شد

 ي پيرسوندو آزمون كي 2-1-6

Xي  به هنگام استفاده از آماره  iμ به جاي ijμ و از in به جاي ijnاز ، 0Hدر آزمون استقلال  2
   0Hدر اينجا تحت فرض . شود استفاده مي

  ( )ij ijE nμ =  

} ، پارامترهايتحت فرض استقلال }.iπ و { }. jπ  ًبرآوردهاي ماكزيمم . ناشناخته هستندمعمولا
   هستند، برابر هستند بااي در نمونه هاي حاشيه سبت ن كه،درستنمايي اين پارامترها

  .
.ˆ ,i

i
n
n

π =  

  و

  .
.ˆ

j
j

n
n

π =  

  بر اين اساس، برآورد مقادير مورد انتظار به صورت زير خواهد بود

  . .
. .ˆ ˆ ˆ i j

ij i j

n n
n

n
μ π π= =  


