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චاری... ণپاس໋�
ندانند او نعمت�های شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که را خدای سپاس
و ایثار کلمه از انسانͬ�شان و عظیم تعبیر پاس به نتوانند. گزاردن را او حق کوشندگان، و
سردترین این در که وجودشان امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به خودگذشتͽان، از
و سرگردانͬ و است فریاد�رس که بزرگشان های قلب پاس به است، پشتیبان بهترین روزگاران
فروکش هرگز که بͬ�دریغشان محبت�های پاس به و مͬ�گراید، شجاعت به پناهشان در ترس

مͬ�کنم. تقدیم عزیزم مادر و پدر به را مجموعه این نمͬ�کند،
با صدر، سعه کمال در که سهرابͬ سعید دکتر آقای جناب شایسته، و با�کمالات استاد از
راهنمایͬ زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این در ͬͺکم هیچ از فروتنͬ، و خلق حسن
دکتر و پیش�بین سعید دکتر آقایان دلسوز، و فرزانه استادان از گرفتند، عهده بر را رساله این
تحصیلم، دوران اساتید تمامͬ از و شدند، متقبل را رساله این داوری زحمت که شͺری جواد

دارم. را قدردانͬ و تشͺر کمال

رنجبر حمید
١٣٩٣ شهریور

پ



چͺیده

ترکیبͬ سیستم ͷی حل برای عددی و نظری نتایج برخͬ دادن نشان هدف، پایان��نامه، این در
معادلات به که مͬ�باشد ضعیف منفرد هسته�های با دوم و اول نوع از ولترا انتͽرال معادلات از
دارای معادلات، از نوع این هستند. معروف ͷی اندیس از ضعیف منفرد انتͽرال - جبری
نیستند. کراندار انتͽرال�گیری بازه از چپ انتهایͬ نقطه در آنها مشتقات که هستند جواب�هایͬ
سیستم مناسب، مختصات تبدیل از استفاده با جواب�ها، ناهمواری رفتار این بر غلبه برای
بهتری نظم دارای آن جواب�های که جدید انتͽرال - جبری معادلات سیستم ͷی به را اولیه
برای چبیشف هم�محلͬ روش پایه بر موثر عددی روش ͷی از سپس مͬ�دهیم. تغییر هستند،
عددی، مثال چندین با نهایت، در مͬ�کنیم. بررسͬ نیز را آن همͽرایͬ تحلیل و استفاده آن حل
نشان را شده داده الͽوریتم از آمده دست به همͽرایͬ سرعت با نظری نتایج خوب تطابق

مͬ�دهیم.

ت



مطالب فهرست

ث مطالب فهرست

چ جداول لیست

ح تصاویر لیست
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۵ . . . . . . . . . . دوم نوع از خطͬ ولترای انتͽرال معادلات ١.٢.١
٨ . . . . . . . . . . اول نوع از خطͬ ولترای انتͽرال معادلات ٢.٢.١
٩ . . . . . . . . . . . . . ضعیف منفرد هسته با ولترا انتͽرال معادلات ٣.١
٩ ضعیف منفرد هسته با دوم نوع از خطͬ ولترای انتͽرال معادلات ١.٣.١
١١ ضعیف منفرد هسته با اول نوع از خطͬ ولترای انتͽرال معادلات ٢.٣.١
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١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . چبیشف جمله�ای�های چند ٣.۴.١
١٨ . . چبیشف جمله�ای�های چند برای گاوسͬ انتͽرال�گیری �قواعد ۴.۴.١
١٩ . . . . . . . . . چبیشف جمله�ای�های چند از گسسته تقریب ۵.۴.١
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͹لب ثابت ۵.١
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تابعͬ فضاهای ۶.١
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سوبولف فضای ١.۶.١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هولدر فضای ٧.١
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرونوال نامساوی ٨.١
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هاردی نامساوی ٩.١

ث



مطالب جفهرست

٣۵ جبری � دیفرانسیل � انتͽرال معادلات و جبری � انتͽرال معادلات ٢
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبری - انتͽرال معادلات ١.٢
٣٧ . . جبری - دیفرانسیل معادلات و جبری - انتͽرال معادلات بین ارتباط ٢.٢
٣٩ . . . . . . . . . . . . جبری - انتͽرال معادلات برای اندیس مفهوم ٣.٢
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . جبری - دیفرانسیل - انتͽرال معادلات ۴.٢

با جبری - دیفرانسیل - انتͽرال معادلات و جبری - انتͽرال معادلات ۵.٢
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضعیف منفرد هسته�های
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . بعدی دو جبری - انتͽرل معادلات ۶.٢

۵١ ضعیف منفرد هسته�های با جبری � معادلاتانتͽرال همͽرایͬ تحلیل و عددی حل ٣
هسته�های با جبری - انتͽرال معادلات دستͽاه جواب�های هموار�سازی ١.٣

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضعیف منفرد
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چبیشف هم�محلͬ روش ٢.٣
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همͽرایͬ تحلیل ٣.٣

٧٣ پیشنهادات و عددی نتایج ۴
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال�ها ١.۴
٧٩ . . . . . . . . . . . . . آتͬ کارهای برای پیشنهادات و گیری نتیجه ٢.۴

٨٠ مراجع



جداول لیست

٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.١.۴ مثال در L٢
w خطای ١.۴

٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.١.۴ مثال در L٢
w خطای ٢.۴

٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.١.۴ مثال در L٢
w خطای ٣.۴

چ



تصاویر لیست

٧۴ . . . . . . . . ١.١.۴ مثال در N مختلف مقادیر برای ỹ خطای رفتار ١.۴
٧۴ . . . . . . . . ١.١.۴ مثال در N مختلف مقادیر برای z̃ خطای رفتار ٢.۴
٧۶ . . . . . . . . ٢.١.۴ مثال در N مختلف مقادیر برای ỹ خطای رفتار ٣.۴
٧۶ . . . . . . . . ٢.١.۴ مثال در N مختلف مقادیر برای z̃ خطای رفتار ۴.۴
٧٨ . . . . . . . . . ٣.١.۴ مثال در N مختلف مقادیر برای ỹ خطای رفتار ۵.۴
٧٨ . . . . . . . . . ٣.١.۴ مثال در N مختلف مقادیر برای z̃ خطای رفتار ۶.۴

ح



پیشͽفتار

است: گردیده تدوین زیر مقاله اساس بر پایان�نامه این

• S. Pishbin, F. Ghoreishi, M. Hadizadeh, The semi-explicit Volterra integral
algebraic equations with weakly singular kernels: The numerical treatments,
J. Comput. Appl. Math. 245 (2013) 121-132.

دوم و اول نوع ولترای انتͽرال معادلات از مرکب دستͽاهͬ انتͽرال - جبری معادلات

درجه مرز تعیین و نامتناهͬ نیمه نوار برای مرزی) (یا اولیه مقدار مسائل در که مͬ�باشد

ͷی همچنین دارد. کاربرد هستند، معͺوس١ استفان مسائل فاز سه یا دو شامل که حرارت

مسائل در که را انتͽرال - جبری معادلات کاربرد�های از وسیعͬ حوزه برونر٢ از پژوهش

باطری درون شیمیایͬ واکنش ارزیابͬ برای ٣ͷو�الاستیͺویس و گرما انتقال در هسته تعیین

این کاربردهای مورد در بیشتر جزئیات دیدن برای مͬ�شود. شامل را، مͬ�شوند ظاهر ͷکوچ

کنید. نͽاه [٢٨ ،٢٧ ،٢۵ ،١٨ ،١٧ ،١٣ ،١٢ ،٨ ،٢] مراجع به مͬ�توانید معادلات از دسته

جبری معادلات جواب یͺتایͬ و وجود قضایای اندیس مفهوم از استفاده با پایان�نامه این در

هم�محلͬ روش از سپس مͬ�کنیم. بیان را ͷی اندیس از ضعیف منفرد هسته با انتͽرال -

با نهایت در مͬ�کنیم. بررسͬ را آن همͽرایͬ تحلیل و کرده استفاده آن حل برای چبیشف

داده الͽوریتم از آمده دست به همͽرایͬ سرعت با را نظری نتایج صحت عددی مثال چندین

مͬ�دهیم. نشان شده

است: شده تنظیم فصل چهار قالب در پایان�نامه این

فصل�های در که مͬ�شود ارائه تقریب نظریه و انتͽرال معادلات از اولیه�ای مفاهیم اول فصل در

گرفت. خواهند قرار استفاده مورد بعدی

همچنین و ضعیف منفرد و هموار هسته�های با انتͽرال - جبری معادلات دوم فصل در
١Inverse Stefan problems
٢Brunner

٣Viscoelastic

١



٢پیشͽفتار

با و کرده معرفͬ را دیفرانسیل - انتͽرال - جبری معادلات و دیفرانسیل - جبری معادلات

این جواب یͺتایͬ و وجود قضایای معادلات، این برای اندیس مختلف تعاریف از استفاده

مͬ�کنیم. مطرح را معادلات از دسته

از نیمه�صریح انتͽرال - جبری معادلات چبیشف هم�محلͬ روش از استفاده با سوم فصل در

مͬ��پردازیم. روش این همͽرایͬ تحلیل به سپس و کرده حل را ͷی اندیس

دست به همͽرایͬ سرعت با را نظری نتایج صحت عددی مثال چندین با چهارم فصل در

برای پیشنهاداتͬ و کرده نتیجه�گیری نهایت در مͬ�دهیم. نشان شده داده الͽوریتم از آمده

کرد. خواهیم ارائه آتͬ کارهای



١ فصل

نظریه و انتͽرال معادلات بر مقدمه�ای

تقریب

هستند، نیاز مورد آتͬ فصل�های در که را مقدماتͬ قضایای و تعاریف برخͬ فصل این در

مطرح را تقریب٢ نظریه از مباحثͬ سپس مͬ�کنیم، معرفͬ را انتͽرال١ معادلات ابتدا مͬ�آوریم.

مͬ�کنیم. معرفͬ را تابع٣ͬ فضاهای برخͬ نهایت در و کرده

انتͽرال معادلات اولیه تعاریف ١.١

ظاهر انتͽرال علامت چند یا ͷی زیر نامعلوم تابع ͷی آن در که معادله ͷی .١.١.١ تعریف

معادلات مثال عنوان به مͬ�شود. نامیده انتͽرال معادله ͷی مͬ�شود

y(t) =

∫ b

a

K(t, s)y(s)ds, (١.١)

y(t) = f(t) +

∫ b

a

K(t, s)y(s)ds, (٢.١)

y(t) =

∫ b

a

K(t, s)(y(s))٢ds, a ≤ s, t ≤ b, (٣.١)

معادلات نوع از مͬ�باشند، معلومͬ توابعͬ K(t, s) و f(t) و نامعلوم تابعͬ y(t) آن�ها در که

هستند. انتͽرال
١Integral equations
٢Approximation theory

٣Functional spaces

٣



انتͽرال معادلات اولیه تعاریف .١.١۴

شͺل به انتͽرال معادله ͷی کلͬ حالت در .٢.١.١ نͺته

y(t) = f(t) +

∫
a

K(t, s, y(s))ds, (۴.١)

معادله مͬ�باشد. نامعلوم تابعͬ y(t) و معلوم توابعͬ K(t, s, y(s)) و f(t) آن در که مͬ�باشد

وجود ,K(tبه s, y(s)) = k(t, s)y(s)فرض با آن حالتخطͬ و است غیرخطͬ فوق انتͽرال

غیر�خطͬ (٣.١) انتͽرال معادله و خطͬ (٢.١) و (١.١) انتͽرال معادلات مثال برای مͬ�آید.

است.

عملͽر صورت این در باشند. خط١ͬ فضاهای W و V که مͬ�کنیم فرض .٣.١.١ تعریف

هرگاه: مͬ�شود نامیده خط٢ͬ L : V → W

L(α١v١ + α٢v٢) = α١L(v١) + α٢L(v٢), ∀v١, v٢ ∈ V, ∀α١, α٢ ∈ C. (۵.١)

M مثبت ثابت گاه هر مͬ�شود نامیده کراندار٣ L : V → W خطͬ عملͽر .۴.١.١ تعریف

که: طوری به باشد موجود

∥Lv∥W ≤ M∥v∥V , ∀v ∈ V. (۶.١)

باشد، خطͬ عملͽر K : V → W و نرمدار فضاهای W و V کنیم فرض .۵.١.١ تعریف

مجموعه هرگاه مͬ�شود نامیده فشرده۴ K صورت این در

{Kv| ∥v∥V ≤ ١}, (٧.١)

،{vn} ⊂ V کراندار دنباله هر برای معادل طور به یا باشد W در فشرده بستار ͷی دارای

باشد. W از نقطه ͷی به همͽرا زیردنباله ͷی دارای {Kvn} دنباله

K : G × G → C و کراندار و بسته مجموعه ͷی G ⊂ Rm کنیم فرض .۶.١.١ تعریف

صورت: به A : C(G) → C(G) خطͬ عملͽر صورت این در باشد. پیوسته تابع ͷی

(Aϕ)(x) :=

∫
G

K(x, y)ϕ(y)dy, x ∈ G, (٨.١)

نرم با کراندار عملͽر ͷی که مͬ�شود نامیده K پیوسته هسته با انتͽرال۵ عملͽر

∥A∥∞ = max
x∈G

∫
G

|K(x, y)|dy, (٩.١)

مͬ�باشد.
١Linear spaces
٢Linear
٣Bounded

۴Compact
۵Integral operator



هموار۵ هسته�های با ولترا انتͽرال معادلات .٢.١

باشد، متغیر یا ثابت مͬ�تواند (۴.١) رابطه در انتͽرال بالایͬ حد اینͺه به توجه با حال

مͬ�پردازیم. آنها تعریف به ادامه در که داشت خواهیم را ولترا و فردهلم انتͽرال معادلات

هموار هسته�های با ولترا انتͽرال معادلات ٢.١

متغیر (۴.١) رابطه در انتͽرال بالایͬ حد هموار، هسته�های با ولترا انتͽرال معادلات در

اینͺه یا بشود ظاهر انتͽرال علامت زیر در y(t) متغیر تابع اینͺه به بسته همچنین مͬ�باشد.

و اول نوع ولترای انتͽرال معادلات انتͽرال، علامت بیرون هم و انتͽرال علامت زیر در هم

بیشتر مطالعه برای مͬ�پردازیم. آنها تشریح به بعدی قسمت�های در که داشت خواهیم را دوم

کنید. مراجعه [٢] مرجع به بخش این مطالب مورد در

دوم نوع از خطͬ ولترای انتͽرال معادلات ١.٢.١

خطͬ ولترای انتͽرال عملͽر دهنده�ی نشان V : C(I) → C(I) کنیم فرض .١.٢.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به که باشد

(V ϕ)(t) =

∫ t

٠
K(t, s)ϕ(s)ds, t ∈ I := [٠, T ], (T < ∞), (١٠.١)

صورت این در است. پیوسته D = {(t, s) : ٠ ≤ s ≤ T} روی K(t, s) هسته که طوری به

معادله�ی

y(t) = g(t) + (V y)(t), t ∈ I, (١١.١)

g(t) و نامعلوم تابعͬ y(t) آن در که مͬ�شود نامیده دوم نوع خطͬ ولترای انتͽرال معادله ͷی

است. I روی پیوسته تابعͬ

ارائه ١٨٩۶ سال در ولترا١ ویتو توسط خطͬ ولترای انتͽرال معادلات ͷکلاسی نظریه�ی

انتͽرال” کردن ”وارون مسأله�ی نظریه، این شروع نقطه�ی شد.

(V y)(t) = g(t), t ∈ I, g(٠) = ٠, (١٢.١)

مͬ�باشد. اول نوع از ولترا انتͽرال معادله�ی ͷی حل شامل مسأله این است. بوده C(I) در

اول نوع ولترای انتͽرال معادله�ی آن، هسته�ی روی خاصͬ شرایط تحت که داد نشان ولترا
١Vito Volterra



هموار هسته�های با ولترا انتͽرال معادلات .٢.١۶

آن روی پیͺارد١ تͺرار که است دوم نوع ولترای انتͽرال معادله�ی ͷی با معادل (١٢.١)

K هسته�ی به مربوط ٢ نویمان سری طریق از تͺراری، فرایند این شود. برده کار به مͬ�تواند

مͬ�شود. مسأله جواب برای نمایشحلال نتیجه در و حلال هسته به منجر ،(١٢.١) فرمول در

فرض پیͺارد، متوالͬ تͺرارهای از استفاده با انتͽرال معادله این حل برای تر دقیق طور به

تعریف زیر صورت به (١١.١) با رامتناسب yn(t) نامتناهͬ دنباله و y٠(t) = g(t) که کنیم

مͬ�کنیم:

yn(t) = g(t) + (V yn−١)(t), t ∈ I, n ≥ ١, (١٣.١)

هسته�های از عبارت�هایͬ در مͬ�توانند yn(t) تͺرارهای که مͬ�دهد نشان منطقͬ استدلال ͷی

شوند: نوشته زیر صورت به Kn(t, s), n ≥ ١ تͺراری

yn(t) = g(t) +

∫ t

٠
(

n∑
v=١

Kv(t, s))g(s)ds, n ≥ ١, (١۴.١)

و K١(t, s) = K(t, s) آن در که

Kn(t, s) =

∫ t

s

K١(t, v)Kn−١(v, s)dv, n ≥ ٢. (١۵.١)

داده نشان زیر لم در که (١۵.١) رابطه از کلͬ�تر رابطه ͷی در تͺراری هسته�های این همچنین

مͬ�کنند. صدق است، شده

١ ≤ r < n(n ≥ ٢) با صحیح r هر برای بنابراین .K ∈ C(D) کنیم فرض .٢.٢.١ لم

داریم:

Kn(t, s) =

∫ t

s

Kr(t, v)Kn−r(v, s)dv, (t, s) ∈ D. (١۶.١)

شود. مراجعه [٢] مرجع از ۵۵ صفحه به برهان.

توجه K̄ = max{|K(t, s)| : (t, s) ∈ D} و K ∈ C(D) با (١۵.١) معادله�ی به حال

مͬ�دهد: نتیجه را زیر یͺنواخت کران آسانͬ به منطقͬ استدلال ͷی مͬ�کنیم

|Kn(t, s)| ≤ K̄n (t− s)n−١

(n− ١)!
≤ K̄n T n−١

(n− ١)!
, (t, s) ∈ D, (n ≥ ١), (١٧.١)

یعنͬ (١۵.١) رابطه�ی و K توسط شده تولید نیومن سری مͬ�دهد نتیجه این که
∞∑
n=١

Kn(t, s) = lim
v→∞

v∑
n=١

Kn(t, s) := R(t, s), (١٨.١)

١Picard iteration
٢Neumann series



هموار٧ هسته�های با ولترا انتͽرال معادلات .٢.١

متناسب حلال١ هسته R(t, s) یعنͬ آن حد بنابراین است. مطلق و یͺنواخت Dهمͽرای روی

نتیجه یͺنواخت همͽرایͬ این است. پیوسته D روی که مͬ�شود نامیده K شده داده هسته با

: مͬ�کند صدق زیر رابطه�ی در R(t, s) که مͬ�دهد

R(t, s) = K(t, s) +
∞∑
n=٢

Kn(t, s)

= K(t, s) +
∞∑
n=٢

∫ t

s

K(t, v)Kn−١(v, s)dv, (١٩.١)

داشت: خواهیم (١٩.١) و (١۵.١) روابط از استفاده با که

R(t, s) = K(t, s) +

∫ t

s

K(t, v)R(v, s)dv, (٢٠.١)

بیان قابل نیز زیر صورت به ( r = n − ١ (برای (٢.٢.١) لم از استفاده با (٢٠.١) معادله

است:

R(t, s) = K(t, s) +

∫ t

s

R(t, v)K(v, s)dv. (٢١.١)

بالا معادلات وسیله به معمولا حلال هسته خطͬ، ولترای انتͽرال معادلات مدرن نظریه در

مͬ�کنیم: خلاصه زیر صورت به را آن که مͬ�شود معرفͬ

با متناظر R(t, s) فرد به منحصر حلال هسته .K ∈ C(D) کنیم فرض .٣.٢.١ تعریف

معادلات از ͬͺی وسیله به (١١.١) خطͬ ولترای انتͽرال معادله در K شده�ی داده هسته�ی

مͬ�شود. تعریف (٢١.١) یا (٢٠.١) حلال

است: شده داده زیر قضیه در (١١.١) خطͬ ولترای انتͽرال معادله جواب یͺتایͬ و وجود

با متناظر حلال هسته دهنده�ی نشان R(t, s) و K ∈ C(D) کنیم فرض .۴.٢.١ قضیه

جواب دارای (١١.١) دوم نوع ولترای انتͽرال معادله g ∈ C(I) هر برای باشد. K(t, s)

مͬ�شود: داده زیر صورت به جواب این که است y ∈ C(I) فرد به منحصر

y(t) = g(t) +

∫ t

٠
R(t, s)g(s)ds. (٢٢.١)

شود. مراجعه [٢] مرجع از ۵۶ صفحه به برهان.

وسیله به بنابراین ،Kn ∈ Cm(D), n ≥ ٢ که مͬ�دهد نتیجه K ∈ Cm(D) چون
١Resolvent kernel



هموار هسته�های با ولترا انتͽرال معادلات .٢.١٨

ͷی زیر نظم١ نتیجه لذا .R ∈ Cm(D) داشت: خواهیم نیومن سری یͺنواخت همͽرایͬ

است. R حلال وهسته K تͺراری هسته�های تعریف از فوری نتیجه

به مشابه نظم درجه دارای آن حلال هسته بنابراین .K ∈ Cm(D) کنیم فرض .۵.٢.١ قضیه

(١١.١) ولترای انتͽرال معادله جواب g ∈ Cm(I) هر برای و است R ∈ Cm(D) صورت

مͬ�کند. صدق y ∈ Cm(I) در

شود. مراجعه [٢] مرجع از ۵٨ صفحه به برهان.

اول نوع از خطͬ ولترای انتͽرال معادلات ٢.٢.١

قبلͬ بخش در که همانطور است. شده ارائه به ولترا توسط ولترا انتͽرال معادلات کلͬ نظریه

مناسب مفروضات تحت را زیر خطͬ اول نوع ولترای انتͽرال معادله حل�پذیری او شد ذکر

کرد: بررسͬ K و g روی

(V y)(t) :=

∫ t

٠
K(t, s)y(s)ds = g(t), t ∈ I := [٠, T ], g(٠) = ٠, (٢٣.١)

است: آمده ولترا ͷکلاسی نتیجه زیر قضیه در

∂K
∂t

∈ C(D)،K ∈ C(D) مفروضات در K کنیم فرض .۶.٢.١ قضیه

g(٠) = ٠ با g ∈ C١(I) هر برای بنابراین کند. صدق |K(t, t)| ≥ k٠ > ٠, ∀t ∈ I و

است. y ∈ C(I) فرد به منحصر جواب ͷی دارای (٢٣.١) انتͽرال معادله

شود. مراجعه [٢] مرجع از ۶۴ صفحه به برهان.

داریم: (٢٣.١) انتͽرال معادله طرف دو از مشتق�گیری با

K(t, t)y(t) +

∫ t

٠

∂K(t, s)

∂t
y(s)ds = g′(t), t ∈ I, (٢۴.١)

خطͬ ولترای انتͽرال معادله با معادل (٢٣.١) معادله لذا نیست، صفر I روی K(t, t) چون

است: زیر دوم نوع

y(t) = g١(t) +

∫ t

٠
K١(t, s)y(s)ds, t ∈ I, (٢۵.١)

مͬ�شوند: تعریف زیر صورت به فوق معادله در K١ ∈ C(D) و g١ ∈ C(I) توابع آن در که

g١(t) :=
g′(t)

K(t, t)
, K١(t, s) := −

∂K(t,s)
∂t

K(t, t)
. (٢۶.١)

١Regularity result



ضعیف٩ منفرد هسته با ولترا انتͽرال معادلات .٣.١

مͬ�دهد: را زیر نظم نتیجه (٢۵.١) و (٢٣.١) معادلات بودن معادل

همچنین: و m ≥ ٠ کنیم فرض .٧.٢.١ قضیه

،g ∈ Cm+١(I), g(٠) = ٠ (١)

،K ∈ Cm+١(D), |K(t, t)| ≥ k٠ > ٠,∀t ∈ I (٢)

قرار Cm(I) فضای در (٢٣.١) اول نوع ولترای انتͽرال معادله فرد به منحصر جواب بنابراین

دارد.

شود. مراجعه [٢] مرجع از ۶۶ صفحه به برهان.

ضعیف منفرد هسته با ولترا انتͽرال معادلات ٣.١

خاصدارای طور به لͽاریتمͬ) یا جبری نوع (از ضعیف منفرد هسته با ولترا انتͽرال معادلات

نیستند. کراندار انتͽرال�گیری بازه از انتهایͬ چپ نقطه در آنها مشتقات که هستند جوابهایͬ

شود. مراجعه [٢] مرجع به بخش این مورد در بیشتر جزئیات دیدن برای

ضعیف منفرد هسته با دوم نوع از خطͬ ولترای انتͽرال معادلات ١.٣.١

منفرد ولترای انتͽرال عملͽر نشان�دهنده�ی Vα : C(I) → C(I) کنیم فرض .١.٣.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به که باشد ضعیف

(Vαϕ)(t) =

∫ t

٠
Pα(t− s)K(t, s)ϕ(s)ds, t ∈ I := [٠, T ], (t < ∞), (٢٧.١)

شͺل به ضعیف١ منفرد پیچشͬ فاکتور دارای که

Pα(t− s) =

 (t− s)−α , ٠ < α < ١

log(t− s) , α = ١
, (٢٨.١)

ولترای انتͽرال معادله�ی صورت این در است

y(t) = g(t) + (Vαy)(t), t ∈ I, (٢٩.١)

مͬ�شود. نامیده ضعیف منفرد دوم نوع ولترای انتͽرال معادله�ی ͷی
١Weakly singular convolu-

tion factor



ضعیف منفرد هسته با ولترا انتͽرال معادلات .٣.١١٠

(٢٩.١) خطͬ ولترای انتͽرال معادله در Hα(t, s) := Pα(t − s)K(t, s) هسته�ی چون

مطلق و یͺنواخت همͽرای نیومن سری ͷی به منجر پیͺارد تͺرار است، انتͽرال�پذیر D روی

ͷی دارای (٢٩.١) معادله جواب لذا مͬ�شود. (۴.٢.١) قضیه با مقایسه در Rα(t, s) حد با

است: زیر صورت به که مͬ�باشد (٢٢.١) معادله مشابه نمایش

y(t) = g(t) +

∫ t

٠
Rα(t, s)g(s)ds, t ∈ I, (٣٠.١)

است: شده داده زیر قضیه در ٠ < α < ١ برای مهم حالت ͷی

معادله g ∈ C(I) هر برای بنابراین .٠ < α < ١ و K ∈ C(D) کنیم فرض .٢.٣.١ قضیه

است. y ∈ C(I) فرد به منحصر جواب دارای (٢٩.١) ضعیف منفرد خطͬ ولترای انتͽرال

عامل Hα هسته با متناظر Rα حلال هسته مͬ�شود. بیان (٣٠.١) رابطه وسیله به جواب این

است: زیر شͺل به و مͬ�برد ارث به را (t− s)−α ضعیف منفرد

Rα(t, s) = (t− s)−αQ(t, s;α), (٣١.١)

آن در که

Q(t, s;α) :=
∞∑
n=١

(t− s)(n−١)(١−α)Φn(t, s;α), (٣٢.١)

مͬ�شوند: تعریف زیر بازگشتͬ صورت به Φn توابع و

Φn(t, s;α) :=

∫ ١

٠
(١−z)−αz(n−١)(١−α)−١K(t, s+(t−s)z)Φn−١(s+(t−s)z, s;α)dz,

(٣٣.١)

Q(., .;α) این بر علاوه .Φn(t, s;α) ∈ C(D) و Φ١(t, s;α) := K(t, s) و n ≥ ٢ آن در که

مͬ�کند: حل D روی را زیر حلال معادلات

Q(t, s;α) = K(t, s)+(t−s)α
∫ t

s

(t−v)−α(v−s)−αK(t, v)Q(v, s;α)dv, (٣۴.١)

Q(t, s;α) = K(t, s)+(t−s)α
∫ t

s

(t−v)−α(v−s)−αQ(t, v;α)K(v, s)dv. (٣۵.١)

شود. مراجعه [٢] مرجع از ٣۴٣ صفحه به برهان.

بنابراین: |K(t, t)| ̸= ٠, ∀t ∈ I و Km(D) و g ∈ Cm(I) کنیم فرض .٣.٣.١ قضیه

قرار Cm(D) فضای در (٣٢.١) در Φn(t, s;α), n ≥ ١ توابع ٠ < α < ١ هر برای (١)

به (٢٩.١) ضعیف منفرد ولترای انتͽرال معادله فرد به منحصر جواب نظم و دارند



ضعیف١١ منفرد هسته با ولترا انتͽرال معادلات .٣.١

مͬ�شود: داده توضیح زیر صورت

y ∈ Cm(٠, T ] ∩ C(I), |y′(t)| ≤ Cαt
−α, ∀t ∈ (٠, T ], (٣۶.١)

شود: نوشته زیر شͺل به مͬ�تواند y جواب (٢)

y(t) =
∑
(j,k)α

γj,k(α)t
j+k(١−α) + Ym(t, α), t ∈ I, (٣٧.١)

Ym(., α) ∈ Cm(I) و (j, k)α := {(j, k) : j, k ∈ N, j+k(١−α) < m} آن در که

مͬ�شود. تعریف قضیه اثبات در

شود. مراجعه [٢] مرجع از ٣۴٧ صفحه به برهان.

و gi ∈ C(I)(i = ١, ٢) آن در که g(t) = g١(t) + tβg٢(t) کنیم فرض .۴.٣.١ قضیه

(٢٩.١) معادله از y ∈ C(I) فرد به منحصر جواب بنابراین .K ∈ C(D) و β > ٠(β ̸∈ N)

شود: نوشته زیر صورت به مͬ�تواند g تابع این با

y(t) = g١(t) +

∫ t

٠
Rα(t, s)g١(s)ds+ tβg٢(t) +

∫ t

٠
Rα(t, s)g٢(s)s

βds, t ∈ I,

(٣٨.١)

است. (٢.٣.١) قضیه در (٣١.١) رابطه وسیله به شده داده حلال هسته ،Rα(t, s) آن در که

شود. مراجعه [٢] مرجع از ٣۵٠ صفحه به برهان.

ضعیف منفرد هسته با اول نوع از خطͬ ولترای انتͽرال معادلات ٢.٣.١

اول نوع انتͽرال معادله حل در �آبل١ ͷهنری� نیلز نتایج با ∫ابتدا t

٠
(t− s)−αy(s)ds = g(t), t ∈ (٠, T ](٠ < α < ١), (٣٩.١)

مͬ�کنیم: شروع

آبل انتͽرال معادله ٠ < α < ١ هر برای بنابراین .g ∈ C١(I) کنیم فرض .۵.٣.١ قضیه

به مͬ�تواند جواب این مͬ�باشد. (٠, T ] در فرد به منحصر پیوسته جواب ͷی دارای (٣٩.١)

شود: نوشته زیر فرم

y(t) =
١
γα

(
g(٠)tα−١ +

∫ t

٠
(t− s)α−١g′(s)ds

)
, t ∈ (٠, T ], (۴٠.١)

.γα := π
sin(απ)

= Γ(α)Γ(١ − α) آن در که
١Niels Henrik Abel


