


تͺمیلͬ تحصیلات

کاربردی ریاضͬ ارشد کارشناسͬ پایان�نامه

عددی آنالیز گرایش

عنوان:

معادله حل برای مدت کوتاه حافظه اصل

کسری مرتبه از آبل دیفرانسیل

راهنما: استاد

عامری عرب مریم دکتر

نͽارش: و تحقیق

میرشͺاری� فریبا

١٣٩٢ دی�ماه



بسمه�تعالͬ

برنامه از قسمتͬ کسری مرتبه از آبل دیفرانسیل معادله حل برای مدت کوتاه حافظه اصل عنوان با پایان�نامه این

پایان�نامه استاد راهنمایͬ با میرشͺاری فریبا دانشجو توسط کاربردی ریاضͬ ارشد کارشناسͬ دوره آموزشͬ

ذکر با آموزشͬ اهداف به�منظور آن مطالب از استفاده است. شده تهیه عرب�عامری مریم دکتر خانم سرکار

مͬ�باشد. مجاز بلوچستان و سیستان دانشͽاه تͺمیلͬ تحصیلات حوزه به کتبͬ اطلاع و مرجع

میرشͺاری فریبا

امضاء

درجه و بررسͬ داوران هیئت توسط .................. تاریخ در و مͬ�شود شناخته درسͬ واحد ۶ پایان�نامه این

گرفت. تعلق آن به ...............

تاریخ امضاء خانوادگͬ نام و نام

عرب�عامری مریم دکتر راهنما: استاد

راهنما: استاد

مشاور: استاد

سرگلزایͬ پرویز دکتر :١ داور

رضایͬ دکتر :٢ داور

تͺمیلͬ: تحصیلات نماینده

ب



اثر اصالت تعهدنامه

کار حاصل پایان�نامه این در مندرج مطالب که مͬ�کنم تعهد میرشͺاری فریبا اینجانب
استفاده آن از نوشته این در که دیͽران پژوهشͬ دستاوردهای به و است اینجانب پژوهشͬ
هیچ احراز برای این از پیش پایان�نامه این است. گردیده ارجاع مقررات مطابق است شده

است. نشده ارائه بالاتر یا هم�سطح مدرک
مͬ�باشد. بلوچستان و سیستان دانشͽاه به متعلق اثر این معنوی و مادی حقوق کلیه

میرشͺاری فریبا دانشجو: خانوادگͬ نام و نام

امضاء

ج



:ଘمقدৎ
೯داਪیآ່ید

را،اিسانرا،ࠟ࢞لرا،ग़ࡁभජࢌرا،࠙قرا गھان�
وৎقدمইଘسای࠙ࡰࡺشانراభوओودمدঃید:

৮درم
ঈوਘیاਬࣥواروحاਗیૼنభ৳مامੌولز৯دਛی

ماభم
ျণگીࣤوریاൈॹبایز৯دਛیراଘૼنآड़وࣾت

ঙࢡඥرم
ീज़࣌ح�وارباධ්رشభ৳ماਗیॺࡗظاتزਮ࣪قراهরود

ودනෆروඥাرୌସم
ঁذتوओودشانඵහرਣশیز৯دਛیૼنا॥ت.

د



චاری ণپاس໋�

حͺمت انوار و است تابان روشن، روزِ چهره بر او قدرت آثار که جلاله و راجل خدای مر ستایش و سپاس

و عمری و گشود ما بر را علم درهای و شناساند ما به را خویشتن که آفریدگاری درفشان. تار، شبِ دل در او

بیازماید. معرفت و علم طریق در را خویش ضعیف بنده بدان، تا فرمود عطا فرصتͬ

خلق و متانت با که عامری عرب مریم دکتر خانم سرکار شایسته و کمالات با استاد از مͬ�دانم لازم اینجا در

هم�چنین نمایم. تشͺر و تقدیر گرفتند برعهده را رساله این راهنمایͬ زحمت و نمودند یاری مرا نیͺو خوی و

متعال خداوند از و سپاسͽزارم کردند قبول را داوری زحمت که رضایͬ دکتر و سرگلزایͬ پرویز دکتر آقایان از

خواستارم. روزافزون توفیق و عزت با عمری طول عزیزان این برای

کاری� ଲرඵෂ শ່با
دی�ماه۱۳۹۲

ه�



چͺیده

از که است کسری مرتبه از آبل دیفرانسیل معادله حل برای عددی روش ͷی کوتاه�مدت، حافظه اصل

آبل دیفرانسیل معادله ابتدا روش این در مͬ�شود. استفاده آن در ریمان-لیوویل و گرانوالد-لتنیͺوف مشتق�های

پایانͬ نقطه در را تقریبͬ مقدار آن حل با و کرده تبدیل معادل ولترای انتͽرال معادله ͷی به را کسری مرتبه از

طرح ͷی ساخت با و گرفته درنظر اولیه مقدار به�عنوان را پایانͬ نقطه این سپس مͬ�کنیم. برآورد نیاز مورد بازه

مͬ�کنیم. محاسبه بازه دیͽر نقاط در را تقریبͬ مقادیر پیش�گو-اصلاحͽر، روش نام به مناسب تͺراری

از صحیح طول انتخاب همچنین و است کارآمد و ساده بسیار مذکور روش که مͬ�دهد نشان عددی نتایج

ببرد. بالا را مسأله دقت و کند حفظ را روش این اعتبار مͬ�تواند حافظه

گرنوالد-لتنیͺوف، مشتق کسری، مرتبه از آبل دیفرانسیل معادله مدت، کوتاه حافظه اصل کلیدی: واژگان

ریمان-لیوویل. مشتق

و



مطالب فهرست

صفحه عنوان

١ کسری) انتͽرال� و (مشتق کسری حساب با آشنایͬ اول: فصل

٢. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیل معادلات .١.١

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معمولͬ دیفرانسیل معادلات .١.١.١

٢. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معمولͬ دیفرانسیل معادلات عددی حل روش�های .٢.١.١

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات .٣.١.١

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتͽرال معادلات .٢.١

٩. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتͽرال معادلات تقسیم�بندی .١.٢.١

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ولترا انتͽرال معادلات .٢.٢.١

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ولترا انتͽرال معادلات حل روش�های .٣.٢.١

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری محاسبات .٣.١

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری مشتقات .١.٣.١

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری انتͽرال�های .٢.٣.١

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری دیفرانسیل معادلات .۴.١

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری مرتبه از آبل دیفرانسیل معادله .١.۴.١

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم�ارز آبل معادلات .٢.۴.١

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده) (ساده یافته کاهش آبل معادله .٣.۴.١

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برنولͬ آبل معادله .۴.۴.١

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حلال آبل معادله .۵.۴.١

١۶. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاما تابع .۵.١

ز



١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میتاگ-لفلر تابع .۶.١

٢٠. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرانوالد-لتنیͺوف کسری عملͽرهای .٧.١

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرانوالد-لتنیͺوف کسری انتͽرال .١.٧.١

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرانوالد-لتنیͺوف کسری مشتق .٢.٧.١

٢١. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریمان-لیوویل کسری عملͽرهای .٨.١

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریمان-لیوویل کسری انتͽرال .١.٨.١

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریمان-لیوویل کسری مشتق .٢.٨.١

٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریمان-لیوویل تعریف و گرانوالد-لتنیͺوف تعریف بین ارتباط .٩.١

٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاپتو کسری مشتق .١٠.١

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میلر-رس دنباله�ای کسری مشتق .١١.١

٢٣. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست و چپ کسری مشتقات .١٢.١

٢۵ کسری دیفرانسیل معادلات دستͽاه حل روش�های دوم: فصل

٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آدومیان تجزیه روش .١.٢

٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وردشͬ تͺرار روش .٢.٢

٣۵ مدت کوتاه حافظه اصل سوم: فصل

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͺتایͬ و وجود قضایای .١.٣

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ کسری دیفرانسیل معادلات .١.١.٣

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرخطͬ کسری دیفرانسیل معادلات .٢.١.٣

۴۵. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشͽو-اصلاحͽر روش و مدت کوتاه حافظه اصل .٢.٣

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش خطای .١.٢.٣

۴٩ عددی نتایج و مثال�ها چهارم: فصل

ح



۵٠. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال�های .١.۴

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه�گیری .٢.۴

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشنهادات .٣.۴

۶٢ مراجع

۶۴ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

ط



جدول�ها فهرست

صفحه جدول عنوان

۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (١.۴) مثال برای خطا مقادیر :(١.۴) جدول

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٢.۴) مثال برای خطا مقادیر :(٢.۴) جدول

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٣.۴) مثال برای خطا مقادیر :(٣.۴) جدول

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (۴.۴) مثال برای خطا مقادیر :(۴.۴) جدول

۶٠. . . . . . . . . . . . . . . . حافظه از مختلفͬ طول�های با (۴.۴) مثال برای خطا مقدار محاسبه :(۵.۴) جدول

ی



شͺل��ها فهرست

صفحه شͺل عنوان

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n = ٩ با (۴.١) مثال برای آمده به�دست نتایج :(١.١) شͺل

٢۴. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست و چپ مشتقات :(٢.١) شͺل

تͺراری روش (b) و روشتجزیه (a) ،α١ = α٢ = ١ مقدارهای با (١١.٢) دستͽاه نمودارهای :(١.٢) شͺل

٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وردشͬ

(b) و تجزیه روش (a) ،α٢ = ٠٫ ٩ و α١ = ٠٫ ٧ مقدارهای با (١١.٢) دستͽاه نمودارهای :(٢.٢) شͺل

٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وردشͬ تͺرار روش

تͺراری روش (b) و روشتجزیه (a) ،α١ = α٢ = ١ مقدارهای با (١۵.٢) دستͽاه نمودارهای :(٣.٢) شͺل

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وردشͬ

(b) و تجزیه روش (a) ،α٢ = ٠٫ ٧ و α١ = ٠٫ ۵ مقدارهای با (١۵.٢) دستͽاه نمودارهای :(۴.٢) شͺل

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وردشͬ تͺرار روش

۵١. . . . . . . . . . مختلف (α) کسری مرتبه�های با (١.۴) مثال برای آمده به�دست عددی نتایج :(١.۴) شͺل

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلف (α)های با (١.۴) مثال برای آمده به�دست عددی نتایج :(٢.۴) شͺل

مرتبه�های از مختلف گام�های طول� با (٢.۴) مثال برای آمده به�دست نتایج :(d) و (c) ،(b) ،(a) :(٣.۴) شͺل

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α ∈ {٠٫ ٩۵, ٠٫ ٩٠, ٠٫ ٨۵} کسری

کسری مرتبه�های از مختلف گام�های طول� با (٢.۴) مثال خطاهای :(d) و (c) ،(b) ،(a) :(۴.۴) شͺل

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α ∈ {٠٫ ٩۵, ٠٫ ٩٠, ٠٫ ٨۵, ٠٫ ٨٠}

حافظه اصل براساس مختلف کسری مرتبه�های با (٣.۴) مثال برای آمده به�دست عددی نتایج :(۵.۴) شͺل

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدت کوتاه

۵۶ . . . . . . . . . . مختلف (α) کسری مرتبه�های با (٣.۴) مثال برای آمده به�دست عددی نتایج :(۶.۴) شͺل

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلف (α)های با (۴.۴) مثال برای آمده به�دست عددی نتایج :(٧.۴) شͺل

۵٨ . . . . . . . . . . . . . مختلف کسری مرتبه�های با (۴.۴) مثال برای آمده به�دست عددی نتایج :(٨.۴) شͺل

یآ



پیش�گفتار

پیش�گفتار

قدمتͬ ریاضیات، تحلیل و تجزیه فعال شاخه به�عنوان کسری) انتͽرال�های و کسری (مشتقات کسری حساب

[٢١] مͬ�رسد هفدهم قرن پایان به کسری محاسبات اصلͬ ایده دارد. صحیح مرتبه محاسبات همپای و دیرینه
ریمان٧ لاگرانژ۶، لیوویل۵، آبل۴، لاپلاس٣، اویلر٢، لایب�نیتز١، کارهای شامل شاخه این اولیه بحث�های و

به منسوب کسری مشتقات به معمولͬ مشتقات تعمیم به مربوط گزارش اولین است. بوده دیͽر بسیاری و

عدد ͷی غیرصحیح «مشتق مͬ�پرسد: لایب�نیتز از (١۶٩۵) هاسپیتال آن در که است هاسپیتال٨ و لایب�نیتز

این واقع در که مͬ�افتد؟ اتفاقͬ چه دهیم قرار ١
٢
عدد n به�جای ، d

n

dxn
نماد در اگر یعنͬ چیست؟» معنای به

.[١٨] شد انتͽرال و دیفرانسیل حساب نوع این نامͽذاری باعث سؤال

مشتقات لاگرانژ ١٨١٩ سال در و [۵] تعریفکرد انتͽرال ͷی به�صورت را مشتقاتکسری لاپلاس(١٨١٢)

:[٩ ،۴] کرد معرفͬ زیر معمولͬ مشتق فرمول تعمیم با را دلخواه مرتبه با کسری
dnxm

dxn
=

m!

(m− n)!
xm−n, m ≥ n, m, n ∈ N

شد داده تعمیم زیر به�صورت n mو هر برای فوق فرمول که
dnxm

dxn
=

Γ(m+ ١)
Γ(m− n+ ١)

xm−n.

استفاده مورد انتͽرال معادله ͷی حل برای مستقیماً را کسری عملͽرهای که است کسͬ اولین (١٨٢٣) آبل

شهرت آبل تعمیم�یافته انتͽرال معادله به کرد استفاده کسری عملͽر از آن برای آبل که انتͽرالͬ معادله داد. قرار

قائم، صفحه ͷی در نامعلوم، هموار منحنͬ ͷی طول در پایین سمت به که را ذره ͷی حرکت آن در که دارد

کرد. مطالعه مͬ�شد، لغزیده جاذبه نیروی تأثیر تحت

است: زیر به�صورت آبل یافته تعمیم انتͽرال معادله

k =

∫ x

٠

١
(x− t)α

u(t)d t, ٠ < α < ١,

است. معروف آبل انتͽرال معادله به فوق معادله ،α =
١
٢
حالت در که

دو بر ، d
١
٢

dx
١
٢
کسری عملͽر دادن اثر با آبل شود. محاسبه باید u(t) تابع بالا، معادله نظیر انتͽرال معادلات در

١Leibniz
٢Euler
٣Laplace
۴Abel
۵Liouville
۶Lagrange
٧Riemann
٨Hospital

یب
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کسری حساب نظریه لیوویل و گرفت قرار لیوویل توجه مورد آبل جواب که .[٣] کرد حل را آن معادله طرف

.[٧ ،۵] برد به�کار را آنها پتانسیل تئوری مسائل در و داد توسعه را

دلخواه مرتبه از مشتق�گیری و انتͽرال به مربوط حساب از است عبارت کسری حساب اصطلاح امروزه

چندین کسری محاسبات و مفاهیم اینͺه با و باشد مختلط حتͬ و گن گویا، بتواند مشتق مرتبه به�طوری�که

مدل�سازی در مͬ�تواند مفهوم این که دریافتند دانشمندان که است دهه چند فقط اما شده شناخته که است قرن

معادلات مطالعه جذب بیشتر و بیشتر دانشمندان اخیر سال سͬ در لذا رود، کار به خوبͬ به واقعͬ دنیای

.[٢١ ،١١] شدند دیͽر علوم و مالͬ مهندسͬ، شیمͬ، ،ͷفیزی در کسری دیفرانسیل

به مربوط مباحث از بسیاری در و است طولانͬ سابقه�ای دارای نیز کسری مرتبه از آبل دیفرانسیل معادله

و دیفرانسیل حساب تئوری در مهمͬ نقش معادله این یافت. را آن مͬ�توان محض و کاربردی ریاضیات

سراغ به است دشوار آن تحلیلͬ حل چون و دارد مهندسͬ و ͷفیزی در استفاده مورد برنامه�های و انتͽرال

.[٨] رفت خواهیم آن حل برای قدرتمند و آسان راه�های به�عنوان عددی روش�های

آبل دیفرانسیل معادله تقریبͬ حل برای مدت» کوتاه حافظه «اصل نام به جدید، روشͬ بیان به پایان�نامه این� در

شده�اند. گنجانده فصل چهار در زیر شͺل به نظر مورد مطالب منظور همین به پرداخت، خواهیم

تعاریف معروف�ترین و پرداخت خواهیم آن به مربوط اولیه مفاهیم بیان و حسابکسری معرفͬ به اول فصل در

فصل در مͬ�کنیم. مطرح را ... و گرنوالد١-لتنیͺوف٢ و لیوویل ریمان، تعریف یعنͬ کسری، مشتق�های موجود

مͬ�کنیم. بیان رفته به�کار کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات حل برای حال به تا که را عددی روش�های دوم

مطرح غیرخطͬ و خطͬ کسری دیفرانسیل معادلات برای را جواب یͺتایͬ و وجود قضایای ابتدا سوم فصل در

روش با را عددی مثال چند چهارم فصل در و مͬ�پردازیم مدت» کوتاه حافظه «اصل روش بیان به سپس و کرده

شد. خواهد ارائه چهارم فصل پایان در نیز پیشنهادات و نتیجه�گیری و کرد خواهیم حل مدت کوتاه حافظه

١Grunwald
٢Letnikov

یج
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مقدمه

عمده بخش دیفرانسیل معادلات مبحث و بوده ریاضیات شاخه تواناترین آنالیز که است سال سیصد از بیش

بیان طبیعͬ�ترین ستاره�شناسͬ و زیست�شناسͬ شیمͬ، ،ͷفیزی در طبیعت عمومͬ قوانین از بسیاری است. آن

مͬ�یابند. دیفرانسیل معادلات زبان در را خود ریاضͬ

از بسیاری و اقتصاد و مهندسͬ در نیز و هندسه در به�ویژه ریاضیات در همچنین دیفرانسیل معادلات کاربردهای

زمان�های در آن مͺان سرعتو به�وسیله حرکتجسم ،ͷانیͺم در مثال به�عنوان فراوان�اند. علوم دیͽر زمینه�های

وارده گوناگون نیروهای و شتاب سرعت، مͺان، بین رابطه ما به نیوتن معادلات و مͬ�شود توصیف مختلف

مͺان آن در که دیفرانسیل معادله ͷی قالب در را جسم حرکت مͬ�توانیم شرایطͬ چنین در مͬ�دهد. را جسم بر

کنیم. بیان است زمان از تابعͬ جسم ناشناخته

علوم تمام در را آن کاربرد مͬ�توان که مͬ�دهد تشͺیل را عالͬ ریاضیات اساسͬ بحث ͷی نیز انتͽرال معادلات

[١٨ ،١۵ ،١٣ ،۵] منابع از شده بیان فصل این در که مباحثͬ داد. قرار مطالعه مورد غیره و انسانͬ طبیعͬ،

است. شده استخراج

مͬ�شوند: تقسیم�بندی انتͽرال معادلات و دیفرانسیل معادلات دسته دو به کلͬ حالت در معادلات

دیفرانسیل معادلات ١.١

مختلف مرتبه�های مشتق�های و مستقل متغیر چند یا ͷی با مجهول تابع ͷی بین رابطه بیانͽر دیفرانسیل معادله

ͷی درجه از منظور و مشتق بالاترین مرتبه دیفرانسیل، معادله ͷی مرتبه است. مستقل متغیرهای به نسبت آن

است. شده ظاهر معادله در که است مشتقͬ مرتبه بالاترین جبری درجه دیفرانسیل، معادله

معمولͬ دیفرانسیل معادلات ١.١.١

مراتب مشتقات و y وابسته متغیر ͷی و ،x مستقل متغیر ͷی بین رابطه�ای معمولͬ دیفرانسیل معادله ͷی

مͬ�باشد: زیر شͺل به آن کلͬ فرم که مͬ�باشد آن مختلف

f(x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = ٠

معمولͬ دیفرانسیل معادلات عددی حل روش�های ٢.١.١

مͬ�گیریم درنظر را زیر اولیه مقدار مسئله

y′ = f(x, y) a ≤ x ≤ b , y(a) = α. (١.١)



٣ دیفرانسیل معادلات .١.١

نماید: صدق زیر شرایط در f تابع اگر است منحصربه�فرد جواب دارای فوق مسئله

باشد. حقیقͬ f(x, y) •

باشد. پیوسته D = {(x, y) | a < x < b, −∞ < y < ∞} مستطیلͬ ناحیه در f تابع •

D ناحیه به متعلق که y٢ و y١ هر برای و [a, b] بازه به متعلق x مقادیر جمیع به�ازای f(x, y) تابع •

یعنͬ: کند، صدق لیپ�شیتز شرط در باشد

|f(x, y١)− f(x, y٢)| < L|y١ − y٢|

منحصربه�فرد جواب دارای (١.١) اولیه مقدار مسئله آنͽاه مͬ�شود. نامیده لیپ�شیتز ثابت L آن در که

.[٢٢] مͬ�کند صدق اولیه شرط در که است y(x)

مͬ�کنیم: افراز h مساوی گام با زیربازه n به را [a, b] بازه ابتدا روش�ها، بیان و توضیح برای

h =
b− a

n
,

x٠ = a, x١, . . . , xn = b,

xj = x٠ + jh, j = ٠, . . . , n,

y′(xj) = f(xj, y(xj)), j = ٠, . . . , n.

مͬ�شوند: تقسیم کلͬ دسته دو به (١.١) اولیه مقدار مسئله حل برای تفاضلͬ روش�های

چندگامͬ روش�های • گامͬ ͷت روش�های •

yj+١ یعنͬ راست طرف آن در که روش�هایͬ مͬ�شوند، ͷیͺتف ضمنͬ و صریح بخش دو به خود روش�ها این

صریح روش�های را شوند محاسبه قبل، مرحله در شده تعریف yj توسط مرحله هر در واسطه بدون و صراحتاً

مͬ�نامند. ضمنͬ روش�های غیراین�صورت در و

آدامز- مانند چندگامͬ روش�های و مͬ�باشند ... و ران-کوتا اویلر، تفاضلͬ روش مانند گامͬ ͷت روش�های

آنها بیان به چندگامͬ روش�های از استفاده به�علت پایان�نامه این در که مͬ�باشند ... و مولتون آدامز بشفورث،

.[٢٢] مͬ�پردازیم

گامͬ: k روش -١

است زیر به�صورت گامͬ k روش�های کلͬ فرم

yj+١ =
k∑

i=١

aiyj−i+١ + hϕ(xj+١, xj, . . . , xj−k+١, y
′
j+١, . . . , y

′
j−k+١, h).
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خطͬ: گامͬ k روش -٢

است: زیر فرم به خطͬ گامͬ k روش�های کلͬ فرم

yj+١ =
k∑

i=١

aiyj−i+١ + h
k∑

i=٠

biy
′
j−i+١,

=
k∑

i=١

aiyj−i+١ + h[b٠y
′
j+١ +

k∑
i=١

biy
′
j−i+١]. (٢.١)

این�صورت غیر در و پیشͽو روش یا صریح روش خطͬ، گامͬ k روش ،b٠ = ٠ ،(٢.١) رابطه در اگر

مͬ�شود. نامیده اصلاحͽر یا ضمنͬ روش

آدامز-بشفورث١: صریح گامͬ k روش�های -٣

داریم: بͽیریم، انتͽرال x به نسبت [xj, xj+١] فاصله در ،(١.١) معادله از ∫اگر xj+١

xj

y′d x =

∫ xj+١

xj

f(x, y)d x,

y(xj+١) = y(xj) +

∫ xj+١

xj

f(x, y)d x. (٣.١)

فرمول توسط را آن لذا گرفت انتͽرال نمͬ�توان ،f تابع از مͬ�باشد مجهول y که آن�جا از ،(٣.١) در

مͬ�زنیم: تقریب xj−k+١ و ... ،xj−١ ،xj نقطه k یعنͬ xj از قبل گره�ای نقاط در نیوتن پسرو درون�یاب

Pk−١(x) = fj +
x− xj

h
∇fj +

(x− xj)(x− xj−١)

٢h٢
∇٢fj + · · ·

+
(x− xj) · · · (x− xj−k+٢)

(k − ١)!hk−١
∇k−١fj +

(x− xj) · · · (x− xj−k+١)

k!
f (k)(c).

نمود. ساده را انتͽرال�گیری حدود مͬ�توان زیر متغیر تغییر با
x− xj

h
= u ⇒ d x = hd u

x ∈ [xj, xj+١] ⇒ u ∈ [٠, ١]

Pk−١ = fj + u∇fj +
١
٢
u(u+ ٢∇(١fj + · · ·+ u(u− ١) · · · (u+ k − ٢)

(k − ١)!
∇k−١fj

+
u(u+ ١) · · · (u+ k − ١)

k!
hkf (k)(c). (۴.١)

مͬ�شود: حاصل زیر رابطه (٣.١) رابطه در (۴.١) رابطه جایͽذاری با

y(xj+١) = y(xj) + h

∫ ١

٠

[
fj + u∇fj +

١
٢
u(u+ ٢∇(١fj + · · ·

١Adams-Bashforth
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+
u(u− ١) · · · (u+ k − ٢)

(k − ١)!
∇k−١fj

]
d u

+

∫ ١

٠

u(u+ ١) · · · (u+ k − ١)
k!

hk+١f (k)(c)d u.

مͬ�آید: به�دست زیر رابطه کنیم صرف�نظر کردن قطع خطای از اگر

yj+١ = yj + h

{
fj +

١
٢
∇fj +

۵
١٢

∇٢fj +
٣
٨
∇٣fj +

٢۵١
٧٢٠

∇۴fj + · · ·
}

(۵.١)

از: است عبارت آن خطای که

Tj =
hk+١

k!

∫ ١

٠
u(u+ ١) · · · (u+ k − ١)f (k)(c)d u.

انتخابجملاتمتفاوت با آدامز-بشفورثرا روش�های از خانواده�ای مͬ�توان (۵.١) رابطه از استفاده با

دیͽر به�عبارت یا شود استفاده تقریب به�عنوان اول مرتبه تفاضل تا اگر مثال به�عنوان آورد. به�دست آن

را دوم مرتبه یا دوگانͬ آدامز-بشفورث روش شود، زده تقریب اول درجه چندجمله�ای ͷی با f تابع

داشت: خواهیم

yj+١ = yj + h

{
fj +

١
٢
∇fj

}
,

yj+١ = yj + h

[
fj +

١
٢
(fj − fj−١)

]
,

yj+١ = yj +
h

٢
[٣fj − fj−١] . j = ١, ٢, . . . , n− ١.

آدامز-مولتون١: ضمنͬ چندگانͬ روش -۴

داریم: [xj, xj+١] بازه در (١.١) دیفرانسیل معادله از انتͽرال�گیری ∫با xj+١

xj

y′d x =

∫ xj+

xj

f(x, y)d x,

y(xj+١) = y(xj) +

∫ xj+١

xj

f(x, y)d x.

نقاط در یعنͬ نیوتن پسرو درون�یاب فرمول از استفاده با xj+١ از قبل نقطه k+١ در را f تابع چنان�چه

مͬ�آید: به�دست زیر به�صورت kام درجه درون�یاب چندجمله�ای بزنید تقریب xj+١, xj, . . . , xj−k+١

Pk(x) = fj+١ +
x− xj+١

h
∇fj+١ +

(x− xj+١)(x− xj)

٢!h٢ ∇٢fj+١ + · · ·

١Adams-Moulton
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+
(x− xj+١)(x− xj) · · · (x− xj−k+٢)

k!hk
∇kfj+١

+
(x− xj+١)(x− xj) · · · (x− xj−k+١)

k!hk
f (k+١)(c).

داشت: خواهیم لذا مͬ�شود استفاده ،x− xj

h
= u متغیر تغییر از انتͽرال�گیری حدود تغییر جهت

d x = hd u

u ∈ [٠, ١]
x− xj+١

h
=

x− (xj + h)

h
=

x− xj − h

h
= u− ١,

Pk(u) = fj+١ + (u− ١)∇fj+١ +
u(u− ١)

٢!
∇٢fj+١ +

(u− ١)u(u+ ١)
٣!

∇٣fj+١ + · · ·

+
(u− ١)u(u+ ١) · · · (u+ k − ٢)

k!
∇kfj+١ (∗)

+hk+١ (u− ١)u(u+ ١) · · · (u+ k − ١)
(k + ١)!

f (k+١)(c).

مͬ�دهد: نتیجه (١.١) رابطه در اخیر عبارت جایͽذاری

y(xj+١) = y(xj)+

∫ ١

٠
(∗)d x+hk+٢

∫ ١

٠

(u− ١)u(u+ ١) · · · (u+ k − ١)
(k + ١)!

f (k+١)(c)d u.

داریم: شود، صرف�نظر رابطه این برشͬ خطای از اگر

yj+١ = yj + h
[
fj+١ −

١
٢
∇fj+١ −

١
١٢

∇٢fj+١ −
١

٢۴
∇٣fj+١ −

١٩
٧٢٠

∇۴fj+١

− ٢٧
١۴۴٠

∇۵fj+١ − · · ·
]

(۶.١)

از: است عبارت آن برشͬ خطای که

Tj =
hk+٢

(k + ١)!

∫ ١

٠
(u− ١)u(u+ ١) · · · (u+ k − ١)f (k+١)(µ) µ ∈ (٠, ١).

را آدامز-مولتون مختلف روش�های مͬ�توان مختلف، مراتب جملات انتخاب با ،(۶.١) رابطه در

آدامز- روش شود گرفته درنظر تقریب به�عنوان اول مرتبه تفاضل تا چنان�چه مثال به�عنوان آورد به�دست

مͬ�آید: به�دست دوم مرتبه مولتون

yj+١ = yj + h

[
fj+١ −

١
٢
∇fj+١

]
,

yj+١ = yj + h

[
fj+١ −

١
٢
(fj+١ − fj)

]
, j = ٠, ١, . . . , n− ١.


