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شده بررسی زیادي ریاضیدانان توسط تابعی معادلات پایداري اخیر هاي دهه در چکیده:
ابتدا پردازیم. می تابعی معادلات متعامد پایداري مفهوم بررسی به نامه پایان این در است.
معادلات متعامد پایداري سپس کنیم. می بررسی را جمعی تابعی معادلات متعامد پایداري
استفاده با چنین هم کرد. خواهیم مطالعه را چهار درجه و سه درجه کشی، دوم، درجه تابعی

کرد. خواهیم اثبات را بالا تابعی معادلات پایداري ثابت نقطه قضیه از



پیشگفتار
صدق تابعی معادله در تقریبی طور به که تابع یک شرایطی چه تحت : تابعی معادلات پایداري

داشته جواب سوال این اگر شود؟ نزدیک فوق تابعی معادله جواب یک به تواند می کند، می

. است پایدار تابعی معادله گوییم می گاه آن باشد

زیر صورت به ها گروه همریختی پایداري مورد در سوالی بار اولین 1براي الام 1940 سال در

کرد: مطرح

یک ε > 0 براي آیا باشد d(., .) متریک با متریک گروه یک G2 و گروه یک G1 کنید فرض

نامساوي در x, y ∈ G1 هر براي h : G1 −→ G2 نگاشت اگر که طوري به دارد وجود δ > 0

طوري به دارد وجود H : G1 −→ G2 همومورفیسم یک آنگاه کند صدق d(h(xy), h(x)h(y)) ≤ δ

؟ d(h(x),H(x)) ≤ ε داریم x ∈ G1 هر براي که

شد. داده پاسخ 2 هایرز توسط 1941 سال در الام توسط شده مطرح سوال

ε > 0 براي f : E1 −→ E2 و باشد باناخ فضاي یک E2 و نرمدار برداري فضاي یک E1 اگر

کند صدق زیر درنامساوي

∥f(x+ y)− f(x)− f(y)∥ ≤ ε (x, y ∈ E1)

1Ulam
2Hyers



پ

که طوري به دارد وجود g : E1 → E2 مانند یکتایی جمعی نگاشت گاه آن

∥f(x)− g(x)∥ ≤ ε (x ∈ E1)

معادلات پایداري 5 ساهو و جونگ4 . شد داده تعمیم راسیاس3 توسط 1978 سال در فوق قضیه

نگاشت ساختار 7 راتز 1985 سال در . دادند قرار بررسی مورد را پکسیدر6 نوع از دوم درجه

تابعی معادلات متعامد پایداري سیکورسکا9 و 8 گر سپس . کرد بررسی را جمعی متعامد هاي

X متعامد فضاي از تابع یک f اگر دادند نشان و کردند بررسی را f(x+ y) = f(x) + f(y) کشی

باشیم: داشته x ⊥ y که x, y ∈ X هر براي و ε > 0 براي و باشد Y باناخ فضاي توي به

∥f(x+ y)− f(x)− f(y)∥ ≤ ε

که طوري به دارد وجود g : X → Y متعامد جمعی نگاشت یک دقیقا گاه آن

∥f(x)− f(y)∥ ≤ 16

3
ε (x ∈ X).

شده بنا تابعی معادلات پایداري بررسی بر آن اصل که است فصل سه شامل نامه پایان این

به سوم و دوم بخش در ایم. پرداخته آنالیز در اولیه مفاهیم بیان به ابتدا اول فصل در است.

باناخ جبرهاي −∗ روي چنین هم و باناخ هاي مدول در جمعی تابعی معادلات پایداري بررسی

را جمعی تابعی معادلات پایداري ثابت نقطه قضیه از استفاده با چهارم بخش در پردازیم. می

مقالات از عمدتا فصل این کنیم. می بررسی

3Rassias
4Jung
5Sahoo
6pexider
7Ratz
8Ger
9Sikorska



ت

C. Park, Fixed points and Hyers-Ulam-Rassias stability of Cauchy-Jensen functional equa-
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1 فصل
تابعی معادلات متعامد جمعیپایداري

پایداري سپس پردازیم. می آینده هاي فصل در لازم مفاهیم برخی بیان به ابتدا فصل این در

کرد. خواهیم بررسی را جمعی تابعی معادلات متعامد

اولیه تعاریف و مفاهیم 1.1
باشد F روي 2 برداري فضاي یک A هرگاه نامیم، F میدان روي 1 جبر یک را A .1.1.1 تعریف
و A در a, b, c هر ازاي به که قسمی به باشد موجود A به A × A از (a, b) 7→ ab مانند نگاشتی و

باشیم داشته a ∈ F

1) a(bc) = (ab)c,

2) a(b+ c) = ab+ ac,

3) (a+ b)c = ac+ bc,

4) α(ab) = (αa)b.

1algebra
2vector space



اولیه2 تعاریف و مفاهیم 1.1

صدق ∥ab∥ ≤ ∥a∥∥b∥ جبري نامساوي در که باشد موجود A روي نرم یک اگر .2.1.1 تعریف
A گاه آن باشد، باناخ فضاي (A, ∥.∥) و دار نرم جبر A اگر نامند. دار3 نرم جبر را A گاه آن کند،

نامیم. باناخ4 جبر را

که طوري به است A روي a 7→ a∗ خطی مزدوج نگاشت A جبر روي برگشت یک .3.1.1 تعریف
یک یا برگشتی جبر یک (A, ∗) دوتایی . (ab)∗ = b∗a∗ و a∗∗ = a باشیم داشته a, b ∈ A هر براي

شود. می نامیده جبر −∗

. xx∗ = x∗x = 1 که صورتی در گوییم یکانی5 را x ∈ A عضو .4.1.1 تعریف

است x 7→ x∗ برگشت یک با همراه A روي دار نرم جبر یک دار نرم ∗−جبر یک .5.1.1 تعریف
یک را A باشد باناخ A اگر این بر علاوه . ∥x∥ = ∥x∗∥ باشیم داشته x ∈ A هر براي که طوري به

باناخ یک A گاه آن ∥1∥ = 1 که طوري به باشد داشته یکه عضو A اگر گوییم. 6 ∗−جبر باناخ

شود. می نامیده یکدار ∗−جبر

داریم x ∈ A هر براي که طوري به است جبر −∗ باناخ یک جبر، C∗ .6.1.1 تعریف
∥x∗x∥ = ∥x∥2.

یک را M باشند. F میدان روي خطی فضاي یک M و جبر یک A کنید فرض .7.1.1 تعریف
صدق زیر شرایط در M به A×M از (a,m) → amنگاشت که صورتی در گوییم، چپ7 مدول −A

کند:
3normed algebra
4Banach algebra
5unital
6Banach *-algebra
7left A-module



اولیه3 تعاریف و مفاهیم 1.1

باشد؛ خطی M روي m→ am نگاشت ، a ∈ A هر براي .1

باشد؛ خطی A روي a→ am نگاشت ، m ∈M هر براي .2

. a1(a2m) = (a1a2)m باشیم داشته m ∈M و a1, a2 ∈ A هر براي .3

براي و باشد 1 یکه عضو داراي که صورتی در گوییم، یکدار را چپ مدول −Aیک .8.1.1 تعریف
. 1m = m باشیم داشته m ∈M هر

F میدان روي دار نرم خطی فضاي یک M و دار نرم جبر یک A کنید فرض .9.1.1 تعریف
شرط در که طوري به باشد داشته وجود K > 0 یک و باشد چپ مدول −A یک M اگر باشند.

کند صدق زیر

∥am∥ ≤ K∥a∥∥m∥ (a ∈ A,m ∈M)

گوییم. 8 دار نرم چپ مدول −A را M گاه آن

که صورتی در گوییم 9 مخروط را X حقیقی برداري فضاي از B مجموعه زیر .10.1.1 تعریف
. λB ⊆ B ، λ > 0 حقیقی عدد هر براي و B +B ⊆ B

رابطه یک ⊥ و 2 از بزرگتر بعد با حقیقی برداري فضاي یک X کنید فرض .11.1.1 تعریف
باشد: زیر شرایط با دوتایی

؛ 0 ⊥ x و x ⊥ 0 داریم x ∈ X هر براي .1

اند؛ خطی مستقل x, y گاه آن x ⊥ y و x, y ∈ X − {0} اگر .2
8normed left A-module
9cone



اولیه4 تعاریف و مفاهیم 1.1

؛ α, β ∈ R هر براي αx ⊥ βy گاه آن x ⊥ y و x, y ∈ Xاگر .3

به دارد وجود y0 ∈ P گاه آن λ ∈ R+ و x ∈ P و باشد X از بعدي دو فضاي زیر یک P اگر .4

. x+ y0 ⊥ λx− y0 و x ⊥ y0 که طوري

شود. می نامیده 10 متعامد فضاي یک (X,⊥) دوتایی

شود: می تعریف زیر صورت به X برداري فضاي یک روي 11 بدیهی تعامد .12.1.1 مثال
فقط و اگر x ⊥ y داریم x, y ∈ X صفر غیر هاي عضو براي و 0 ⊥ x و x ⊥ 0 داریم x ∈ X هر براي

باشند. خطی مستقل x, y اگر

می تعریف زیر صورت به (X, ⟨., .⟩) داخلی ضرب فضاي یک روي معمولی12 تعامد .13.1.1 مثال
شود:

باشد. ⟨x, y⟩ = 0 اگر فقط و اگر x ⊥ y

می تعریف زیر صورت به (X, ∥.∥) نرم فضاي یک روي بیرخوف-جیمز13 تعامد .14.1.1 مثال
شود:

باشیم داشته λ ∈ R هر براي اگر فقط و اگر x ⊥ y

∥x+ λy∥ ≥ ∥x∥.

شوند. می فرض A یکدار باناخ جبر روي یکدار چپ مدول −A ها مدول تمام ادامه در

باشد آبلی گروه یک (Y,+) و باشد متعامد برداري فضاي یک (X,⊥) کنید فرض .15.1.1 تعریف
10orthogonality space
11trivial orthogonality
12ordinary orthogonality
13Birkhoff-James orthogonality



باناخ5 هاي مدول در متعامد پایداري 2.1

x ⊥ y شرط با x, y ∈ X هر براي که صورتی در گوییم جمعی14 (متعامد) را f : X −→ Y نگاشت

باشند مدول X,Y اگر این بر علاوه کند. صدق f(x+ y) = f(x) + f(y) کشی15 تابعی معادله در

گوییم. خطی −A را f گاه آن f(ax) = af(x) باشیم داشته x ∈ X و a ∈ A هر براي و

تابعی معادله در اگر گوییم دوم16 درجه (متعامد) را f : X −→ Y نگاشت یک .16.1.1 تعریف
f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x) + 2f(y) (x, y ∈ X, (x ⊥ y))

باشیم داشته x ∈ X و a ∈ A هر براي و باشند مدول X,Y اگر این بر علاوه کند. صدق

گوییم. دوم درجه −A را f آنگاه f(ax) = a2f(x)

رابطه x, y ∈ X هر براي که صورتی در گوییم متقارن17 را (X,⊥) متعامد فضاي .17.1.1 تعریف
. y ⊥ x دهد نتیجه x ⊥ y

باناخ هاي مدول در متعامد پایداري 2.1
باشد. می A1 یکانی گوي و 1 ي یکه عضو با یکانی حقیقی باناخ جبر A بخش این طول در

−A ، (Y, ∥.∥) همچنین و 1x = x ویژگی با حقیقی متعامد دار نرم چپ مدول −Aنمایش (X,⊥)

باشد. می حقیقی باناخ چپ مدول

کند صدق زیر رابطه در x, y ∈ X هر براي ϕ : X −→ Y اگر .1.2.1 گزاره
ϕ(x+ y) + ϕ(x− y) = 2ϕ(x) (x ⊥ y) (1.1)

است. جمعی متعامد ϕ(x)− ϕ(0) صورت این در باشد متقارن ⊥ و
14additive
15cauchy
16quadratic
17symmetric



باناخ6 هاي مدول در متعامد پایداري 2.1

داریم (1.1) در x = 0 دادن قرار با اثبات.

−ϕ(y) = ϕ(−y)− 2ϕ(0) (y ∈ X)

آوریم می بدست بنابراین . y ⊥ x گاه آن x ⊥ y اگر

ϕ(y − x) = −ϕ(y + x) + 2ϕ(y)

رو این از

ϕ(x+ y) = −ϕ(x− y) + 2ϕ(x)

= (ϕ(y − x)− 2ϕ(0)) + 2ϕ(x)

= (−ϕ(y + x) + 2ϕ(y))− 2ϕ(0) + 2ϕ(x).

بنابراین

ϕ(x+ y)− ϕ(0) = (ϕ(x)− ϕ(0)) + (ϕ(y)− ϕ(0)).

است. جمعی متعامد ϕ(x)− ϕ(0) نتیجه در

زیر رابطه در x ⊥ y شرط با x, y ∈ X هر براي ϕ : X → Y اگر .2.2.1 گزاره
ϕ(x+ y)− ϕ(x− y) = 2ϕ(y) (2.1)

است. جمعی متعامد ϕ گاه آن باشد متقارن ⊥ و کند صدق

آوریم می دست به ((2.1 در x = 0 دادن قرار با اثبات.

ϕ(y)− ϕ(−y) = 2ϕ(y)



باناخ7 هاي مدول در متعامد پایداري 2.1

. ϕ(−y) = −ϕ(y) ، y ∈ X هر براي بنابراین

داریم فرض بر بنا گاه آن x ⊥ y اگر

ϕ(x+ y)− ϕ(x− y) = 2ϕ(y) (3.1)

بنابراین ϕ(−y) = −ϕ(y) داریم طرفی از و y ⊥ x است متقارن ⊥ چون

2ϕ(x) = ϕ(x+ y)− ϕ(y − x) = ϕ(x+ y) + ϕ(x− y) (4.1)

x ⊥ y شرط با x, y ∈ X هر براي که شود می نتیجه (4.1) و (3.1) روابط از

ϕ(x) + ϕ(y) = ϕ(x+ y).

فرض چنان را f : E1 → E2 نگاشت باشند. باناخ فضاي دو E2 و E1 کنید فرض .3.2.1 قضیه
باشد موجود 0 < p < 1 اگر حال باشد. θ ≥ 0 و پیوسته t در f(tx) تابع x ∈ E1 هر براي که کنید

که طوري به

∥f(x+ y)− f(x)− f(y)∥ ≤ θ(∥x∥p + ∥y∥p) (x, y ∈ E1) (5.1)

که طوري به دارد وجود T : E1 → E2 فرد به منحصر خطی نگاشت گاه آن

∥f(x)− T (x)∥ ≤ 2θ

2− 2p
∥x∥p (x ∈ E1). (6.1)

است برقرار زیر نامساوي θ ≥ 0 و n صحیح عدد هر براي کنیم می ثابت ابتدا اثبات.

∥f(2
nx)

2n
− f(x)∥ ≤ θ∥x∥pΣn−1

m=02
m(p−1) (7.1)

x = y دهیم قرار (5.1) رابطه در اگر کنیم. می ثابت n ∈ N براي را (7.1) رابطه n روي استقرا با
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داریم

∥f(2x)
2

− f(x)∥ ≤ θ∥x∥p. (8.1)

کنیم. می ثابت n+ 1 حالت براي را رابطه است برقرار n حالت براي (7.1) رابطه اینکه فرض با

آید می دست به زیر نامساوي (7.1) رابطه در x جاي به 2x جایگذاري با

∥f(2
n2x)

2n
− f(2x)∥ ≤ θ∥2x∥pΣn−1

m=02
m(p−1).

داریم 2 بر فوق رابطه تقسیم با

∥f(2
n+1x)

2n
− 1

2
f(2x)∥ ≤ θ∥x∥pΣn

m=12
m(p−1).

شوند می حاصل زیر هاي نامساوي مثلث نامساوي از استفاده با اکنون

∥ 1

2n+1
f(2n+1x)− f(x)∥ ≤ ∥ 1

2n+1
f(2n+1x)− f(x)

+
1

2
f(2x)− f(x)∥

≤ θ∥x∥pΣn
m=12

m(p−1) + θ∥x∥p

= θ∥x∥pΣn
m=02

m(p−1)

p ∈ [0, 1) ازاي به Σ∞
m=02

m(p−1) چون طرفی از است. برقرار n صحیح عدد هر براي (7.1) رابطه

داریم بنابراین ، است همگرا 2
2−2p به

∥f(2
n2x)

2n
− f(x)∥ ≤ ∥x∥p 2θ

2− 2p
(x, y ∈ E1) (9.1)
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داریم صورت این در باشد m > n > 0 کنیم فرض اکنون

∥ 1

2m
f(2mx)− 1

2n
f(2nx)∥ =

1

2n
∥ 1

2m−n
f(2mx)− f(2nx)∥

=
1

2n
∥ 1

2m−n
f(2m−n2nx)− [f(2nx)]∥

< 2−n 2θ

2− 2p
∥2nx∥p

= 2n(p−1) 2θ

2− 2p
∥x∥p

نتیجه در

limn→∞∥ 1

2m
f(2mx)− 1

2n
f(2nx)∥ = 0.

اکنون همگراست. x ∈ E1 هر براي { f(2nx)
2n } دنباله بنابراین است باناخ فضاي E2 چون طرفی از

کنیم می تعریف زیر صورت به را T تابع

T (x) := limn→∞
1

2n
f(2nx)

داریم (5.1) در y و x جاي به 2ny و 2nx جایگذاري با

∥f(2n(x+ y))− f(2nx)− f(2ny)∥ ≤ θ(∥2nx∥p + ∥2ny∥p) = 2npθ(∥x∥p + ∥y∥p) (10.1)

آوریم می دست به 2n بر (10.1) تقسیم از
1

2n
∥f(2n(x+ y))− f(2nx)− f(2ny)∥ ≤ 2n(p−1)θ(∥x∥p + ∥y∥p)

داریم کند، می میل نهایت بی سمت به n وقتی فوق، رابطه طرفین از حدگیري با

limn→∞
1

2n
∥f(2n(x+ y))− f(2nx)− f(2ny)∥ ≤ limn→∞2n(p−1)θ(∥x∥p + ∥y∥p)

بنابراین

∥limn→∞
1

2n
f(2n(x+ y))− limn→∞

1

2n
f(2nx)− limn→∞

1

2n
f(2ny)∥ = 0



باناخ10 هاي مدول در متعامد پایداري 2.1

نتیجه در

T (x+ y) = T (x) + T (y).

عدد هر براي کنیم می ثابت حال است. جمعی تابع یک x, y ∈ E1 هر ازاي به T تابع بنابراین

r = m
n ∈ Q گویاي

T (rx) = rT (x)

دانیم می

T (x) = T (
n

n
x) = nT (

x

n
)

بنابراین

T (
x

n
) =

1

n
T (x)

داریم بنابراین است جمعی تابع یک T چون

T (
mx

n
) = mT (

x

n
) =

m

n
T (x)

می تعریف زیر ضابطه با را ϕ : R → R تابع و گیریم می نظر در ثابت را ρ ∈ E∗
2 , x0 ∈ E1 اکنون

کنیم

ϕ(t) = ρ
[
T (txo)

]
= limn→∞

ρ[f(2ntx)]

2n

لذا است، پیوسته ρ[f(2ntx)]
2n بنابراین است، کرانداري عملگر ρ و پیوسته تابعی t → f(tx) که

در است توابع این دنباله از اي نقطه حد ϕ(t) که است پیوسته توابع از اي دنباله (ρ[f(2
ntx)]

2n )
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دارد جمعی خاصیت ϕ نگاشت که دهیم می نشان حال است. پذیر اندازه نتیجه

ϕ(t+ s) = ρ(T (t+ s)x0)

= ρ(T (tx0) + T (sx0))

= ρ(T (tx0) + ρ(T (sx0))

= ϕ(t) + ϕ(s)

تابع یک ϕ : R → R اگر حال است. پیوسته ϕ جمعی تابع نتیجه در است جمعی ϕ بنابراین

که زمانی موضوع این و است پیوسته ϕ گاه آن باشد داشته جمعی خاصیت و باشد پذیر اندازه

a ∈ R کنید فرض ادامه در است. برقرار کنیم عوض پذیر جدایی و فشرده آبلی گروه هر با را Rn

داریم صورت این در باشد گویا اعداد از اي دنباله {rn} و a = limn→∞rn و

ϕ(at) = ϕ(limn→∞rnt)

= ϕ(tlimn→∞rn)

= limn→∞ϕ(trn)

= (limn→∞rn)ϕ(t)

نتیجه در

ϕ(at) = aϕ(t)

: بنابراین

T (ax) = aT (x) (a ∈ R)


