
آمار و ریاضͬ علوم دانشͺده

ریاضͬ گروه

ارشد کارشناسͬ پایان�نامه
هندسه گرایش ، محض ریاضͬ

عنوان

برایمعادلات ناخودگردان انشعاب الگوهای
یکبعدی دیفرانسیل

راهنما استاد

مطلق ربیعͬ امید دکتر

مشاور استاد

نژاد محمدی محمد حاجͬ دکتر

نͽارنده

محمدی طاهره

١٣٩١ شهریور



چͺیده

ͷی دیفرانسیل معادلات ناخودگردان انشعابهای به جدید نͽرش ͷی ما پایاننامه، این در
برای دافعه و جاذبه از خاصͬ مفهوم براساس اینجا در ما اصلͬ ابزار مͬکنیم. مطرح را بعدی
بررسͬ را زیستͬ جمعیت مدل انشعابهای مسئله این کاربرد تحت است. ناخودگردان سیستمهای

مͬکنیم.
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رویඟ໋دم.
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೯دایا...١
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان
به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای
را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست
ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و
نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن از من،
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در فداکاری
دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ، گستاخͬ بͬ�نمود،

کن. روزی بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



ণپاسوণتاীش೯دایراآن৅ࡑ಻ൻീنਟیآغازوآنوا಻ඌাنਟیا৅جام.
پایان این مراحل تمام در که مطلق ربیعͬ امید دکتر آقای جناب فرهیخته استاد از سپاس و تقدیر با
افزون روز توفیق و عمر طول ایشان برای متعال خداوند از ام. برده بهره ایشان تجربه و دانش از نامه
مسئولیت که نژاد محمدی محمد حاجͬ دکتر آقای جناب محترم استاد از همچنین دارم. مسألت

دارم. را قدردانͬ و تشͺر کمال داشتند عهده بر را نامه پایان این مشاوره

৘඼ෙ७ور۱۳۹۱طاଽه೺ख़مدی
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پیشͽفتار
تͺین نقاط تعداد که چرا مͬریزد بههم ساختاری پایداری مͬدهد رخ انشعاب ͷی که هنͽامͬ
هذلولوی تͺین نقاط در ẋ = f(x, µ) سیستم هستند. برابر ارز، هم ͷتوپولوژی طور به سیستم دو در
زیادی، موارد در مͬدهد. رخ هذلولوی غیر تͺین نقاط در تنها انشعاب بنابراین دارد. پایدار ساختار
از نیست، جامع جهان واقعͬ پدیدههای مدلسازی برای کافͬ اندازهی به ͬͺدینامی دستͽاه مفهوم
برای دارد. وجود وابستهاند زمان به ما جهان اساسͬ قوانین که ادعا این برای خوبͬ دلایل رو این
تصادفͬ اختلال ͷی عنوان به طبیعͬ تͺامل روند گرفتن نظر در زیستͬ فرایند ͷی بررسͬ در مثال
بررسͬ برای مناسب ابزارهای رو این از است. ناپذیر اجتناب شده کنترل فرایند ͷی صورت به یا
برای دیͽر دلیل مͬباشند. ( ناخودگردان ) زمان به وابسته ͬͺدینامی دستͽاههای مسایل قبیل این
زمان طول در که پایدار وضعیتهای مطالعهی که است این ناخودگردان دستͽاههای گرفتن نظر در
مͬگردد. ͬͺدینامی دستͽاه ͷی زمان به وابسته اختلالات مطالعه به منجر مͬدهند وضعیت تغییر

از زمان به وابسته دیفرانسیل معادلات از پارامتری خانواده ͷی موضعͬ انشعابهای مسئله
نظریه که چند هر حال این با است. بوده اخیر سالهای در دانان ریاضͬ توجه مورد مسائل
متقاطع بحرانͬ انشعاب نظیر انشعابهایͬ دقیق معرفͬ با معادلاتخودگردان، موضعͬ انشعابهای
مشخصͬ ریاضͬ تعریف هنوز ولͬ است برخوردار محͺمͬ ریاضͬ ساختار از چنͽال انشعاب یا و
همچنین و همͺاران و لانͽا اخیراً است. نشده ارائه ناخودگردان معادلات موضعͬ انشعابهای برای
معادلات موضعͬ انشعابهای با مرتبط الͽوهای معرفͬ و بندی قالب برای تلاشهایͬ راسمن
برای ناخودگردان انشعابهای از مختلف نͽرش دو پایاننامه این در دادهاند. انجام ناخودگردان
بررسͬ هستند ناخودگردان دافعه و جاذبه همچون مهمͬ مفاهیم پایهی که عادی دیفرانسیل معادلات
همچون مهمͬ انشعابات از کلͬتری تعریفهای ارائه به منجر خود نوبه به بررسͬها این مͬشود.
ͷی توضیح و معرفͬ به نامه پایان این اول فصل در مͬشوند. بحرانͬ متقاطع و چنͽال انشعاب
در و پرداخته داشت خواهند کاربرد ما برای نامه پایان طول در که اولیه مفاهیم و مقدمات سری
فصل در نهایت در و آنها به مربوط قضایای اثبات و ناخودگردان انشعابهای معرفͬ به دوم فصل
انشعاب دارای که زیستͬ جمعیت ͷی برای ͷلجستی شبه مدل ͷی از مثالͬ بررسͬ و ارائه به سوم

پرداختهایم. است متقاطع بحرانͬ و چنͽال نوع از ناخودگردان موضعͬ
مͬباشد. [١٠] شماره مرجع نامه پایان این اصلͬ منبع که است ذکر به لازم انتها در
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٣ مقدمه .١.١

.

مقدمه ١.١

تغییر زمان طول در که پدیدههایͬ مدلسازی برای که هستند ریاضͬ ابزارهای ͬͺدینامی دستͽاههای
زیستشناسͬ ،ͷفیزی چون کاربردهایͬ در مدلها این که زمانͬ از مͬشوند. استفاده مͬدهند حالت
دستͽاههای گشت. برخوردار ویژهای اهمیت از ͬͺدینامی دستͽاههای تئوری شدند، ظاهر اقتصاد و
توصیف برای اصلͬ موضوع ͷی انشعاب تئوری دارند. ͬͽبست معینͬ پارامترهای به اغلب ͬͺدینامی

است. پارامترها این وسیله به ͬͺدینامی دستͽاههای کیفͬ تغییرات
واقعͬ پدیدههای مدلسازی برای کافͬ اندازهی به ͬͺدینامی دستͽاه مفهوم زیادی، موارد در
وابستهاند زمان به ما جهان اساسͬ قوانین که ادعا این برای خوبͬ دلایل رو این از نیست، جامع جهان
ͷی عنوان به طبیعͬ تͺامل روند گرفتن نظر در زیستͬ فرایند ͷی بررسͬ در مثال برای دارد. وجود
مناسب ابزارهای رو این از است. ناپذیر اجتناب شده کنترل فرایند ͷی صورت به یا تصادفͬ اختلال
دلیل مͬباشند. ( ناخودگردان ) زمان به وابسته ͬͺدینامی دستͽاههای مسایل قبیل این بررسͬ برای
در که پایدار وضعیتهای مطالعهی که است این ناخودگردان دستͽاههای گرفتن نظر در برای دیͽر
ͬͺدینامی دستͽاه ͷی زمان به وابسته اختلالات مطالعه به منجر مͬدهند وضعیت تغییر زمان طول

مͬگردد.
در مهمͬ موضوع ناخودگردان تناوبͬ - T عادی دیفرانسیل معادلات انشعاب تئوری چه اگر
صورت به ناخودگردان انشعاب ͷی مفهوم هنوز حال این با است، بوده اخیر دهههای تحقیقات



۴ مقدمات و تعاریف .١

شدت و تناوبͬها شبه زمینه در مهمͬ تحقیقات اخیر سال بیست در است. نشده بیان ریاضͬ دقیق
است. گرفته صورت تناوب زمان به ͬͽوابست

عادی دیفرانسیل معادلات برای ناخودگردان انشعابهای از مختلف نͽرش دو پایاننامه این در
به بررسͬها این مͬشود. بررسͬ هستند ناخودگردان دافعه و جاذبه همچون مهمͬ مفاهیم پایهی که
متقاطع و چنͽال انشعاب همچون مهمͬ انشعابات از کلͬتری تعریفهای ارائه به منجر خود نوبه

نمͬشود. گرفته نظر در خاصͬ مفروضات نامه پایان این در که کنید توجه مͬشوند. بحرانͬ
پایه مͬشود حاصل خودگردان انشعاب تئوری از که ناخودگردان انشعاب اصل اینͺه به توجه با
توجه قابل خودگردان انشعاب سناریوی به نͽاهͬ است، گرفته قرار پدیدارشناسͬ مشاهدات برای ای

بͽیرید. نظر در را باشد مͬ چنͽال انشعاب دهندهی نشان که زیر شͺل بود. خواهد

خودگردان چنͽال انشعاب :١.١ شͺل

) چنͽال انشعاب اولیه نمونه که زیر دیفرانسیل معادله باشد. حقیقͬ پارامتر ͷی α کنید فرض
بͽیرید. نظر در را مͬباشد ( بالا شͺل به مربوط

ẋ = x(α+ x٢)

یعنͬ مͬآید بهدست آن ( تعادل ) تͺین نقاط دیفرانسیل معادله این دادن قرار صفر برابر با
. α + x٢ = ٠ یا x = ٠ که مͬدهد نتیجه ẋ = x(α + x٢) = ٠



۵ مقدمه .١.١

مͬشود. حاصل زیر نتایج α پارامتر مقادیر به توجه با حال
است. دافع و بوده x = ٠ که دارد وجود تعادل نقطه ͷی فقط α > ٠ برای الف)

است. غیرهذلولوی تͺین نقطه ͷی مبدأ α = ٠ برای ب)
و بوده جاذب x = ٠ تعادل که دارند وجود x = ±

√
−α و x = ٠ تعادل سه α < ٠ برای ج)

مͬسازند. را انشعاب مͬباشند x = ±
√
−α که دیͽر تعادل دو

بͽیرید. نظر در را زیر سناریوی ناخودگردان، انشعاب تئوری ایجاد منظور به حال
تعادل دو بین باز فاصله وسیله به A(α) جاذبه دامنه و است جاذب بدیهͬ جواب α < ٠ برای
میل α ↗ ٠ که هنͽامͬ مذکور جاذبه دامنه که است این اصلͬ نͺتهی اکنون مͬشود. داده دیͽر
برای حقیقت در مͬباشد. بدیهͬ موضوع ͷی به بدیهͬ غیر موضوع ͷی از کیفͬ تغییر ͷی مͬکند،
را بدیهͬ جواب خود که است ناتهͬ باز مجموعه ͷی ( x = ٠ ) بدیهͬ جواب جذب دامنه α < ٠
است x = ٠ خود فقط x = ٠ جذب دامنه α = ٠ برای همچنین دارد. سره مجموعه زیر عنوان به
ͷی از پیوسته طور به A(α) α؛ ↗ ٠ وقتͬ یعنͬ x = ٠ جذب دامنه که است معنͬ این به این و
خود A(α) حالت این در مͬکند. پیدا تقلیل x = ٠ خود به x = ٠ شامل که ناتهͬ باز مجموعه
بازنویسͬ نیز صورت این به مͬتوان را بالا وضعیت لذا و ( ١.١ شͺل ) است دافع مجموعه ͷی
بازه ͷی به نقطه ͷت ͷی از پیوسته طور به A(α) دافع منفͬ؛ به مثبت از α مقادیر تغییر در که کرد
است! داده رخ انشعاب ͷی مͬگوییم اصطلاحاً حالت این در مͬدهد. حالت تغییر بدیهͬ غیر بسته
و انشعاب مفاهیم اما هستند، بعدی ͷی پایاننامه این مفاهیم اگرچه که کنید توجه نهایت در
است! ارائه قابل کلͬ حالت در دافعه و جاذبه تعاریف زیرا مͬشوند اعمال نیز بزرگتر ابعاد در انتقال
هدف مͬشود. داده مرکزی منیفلد قضیه با که است روشͬ سیستمها قبیل این آنالیز برای اصلͬ ابزار
زیر معادلات دستͽاه نمونه برای است. مرکز منیفلد به محدود سیستم از انشعاب ͷی کشف اصلͬ

بͽیرید. نظر در است α < ٠ که حالتͬ در را

{
ẋ = x(α + x٢)

ẏ = λy
(١.١)

هم طور به دفع و جذب ناحیه لذا و است هذلولوی زینͬ نقطهی ͷی مبدأ ،λ > ٠ که هنͽامͬ
مشͺل α ↗ ٠ که وقتͬ برای را دفع و جذب ناحیه تغییرات مطالعه موضوع این دارند! وجود زمان
محدود ẋ = x(α+x٢) معادله یعنͬ R×{٠} پایای فضای زیر به را خود اگر حال این با مͬسازد.
چیزی همان این است. انجام قابل ( ١.١ ) تصویر همانند دفع و جذب ناحیه تغییرات بررسͬ کنیم،
ͷی مبدأ λ < ٠ برای که کنید توجه حقیقت در مͬکنیم. یاد مرکزی منیفلد روش به آن از که است
توجه با بنابراین مͬنماید. زینͬ نقطه ͷی به تبدیل را جاذب این λ = ٠ از گذر لذا و است جاذب



۶ مقدمات و تعاریف .١

طور به (١.١) دستͽاه تغییرات بررسͬ لذا است، هذلولوی غیر نقطه ͷی مبدأ λ = ٠ در اینͺه به
بود. خواهد ẋ = x(α + x٢) تغییرات بررسͬ به محدود موضعͬ

مͬکنیم محدود بعدی ͷی معادلات به را خود توجه پایاننامه این در شد بیان که آنچه به توجه با
مͬیابیم. را انتقال و انشعاب بعدی ͷی دستͽاههای این برای و

این طول در که اولیه مفاهیم و مقدمات سری ͷی توضیح و معرفͬ به فصل این ادامه در
مͬپردازیم. داشت خواهند کاربرد ما برای پایاننامه

پایه مفاهیم ٢.١

باز مجموعه زیر ͷی E آن در که باشد تابع ͷی f : E × R → Rn کنید فرض .١.٢.١ تعریف
که است ẋ = f(x, t) صورت به ناخودگردان n مرتبهی معمولͬ دیفرانسیل معادله ͷی است. Rn

معادلهی است. t ∈ R مثل آزاد متغیر ͷی به نسبت x مشتق دهندهی نشان ẋ و x ∈ Rn آن در
به را f مͬتوانیم حالت این در باشد. t از مستقل f تابع اگر مͬنامیم خودگردان را بالا دیفرانسیل
دهیم. نشان ẋ = f(x) صورت به را دیفرانسیل معادلهی و بͽیریم نظر در f : E → Rn صورت

مسئله از منظور است. Rn از بازی مجموعهی زیر E که (t٠, x٠) ∈ E کنید فرض .٢.٢.١ تعریف
از است عبارت ẋ = f(t, x) دیفرانسیل معادله به وابسته اولیهی مقدار

{
ẋ = f(t, x)
x(t٠) = x٠

(٢.١)

مسئله از جوابͬ J = (a, b) بازهی بر شده تعریف α پذیر دیفرانسیل پیوسته طور به تابع گوییم
کند. صدق زیر شرایط در هرگاه است (٢.١) اولیهی مقدار

(t, α(t)) ∈ E ،t ∈ J هر ازای به .١
α̇ = f(t, α(t)) ،t ∈ Jهر ازای به .٢

α(t٠) = x٠ .٣

این در t٠ ∈ R و x٠ ∈ E و باشد C١ تابعͬ f : E ⊂ Rn → Rn کنید فرض .٣.٢.١ قضیه
اولیهی مقدار مسئله y٠ هر برای که دارند وجود چنان x٠ از u ͬͽهمسای و δ > ٠ صورت

{
ẋ = f(x)

x(t٠) = y٠



٧ پایه مفاهیم .٢.١

به مشهور قضیه این است. شده تعریف (t٠ − δ, t٠ + δ) ی بازه بر که دارد α مثل یͺتایͬ جواب
مͬباشد. یͺتایͬ و وجود قضیه

شود. مراجعه ٧٩ صفحه دوم، فصل ،[٩] مرجع به اثبات:

منظور باشند. A,B ⊂ X مجموعههای و ͷمتری فضای ͷی X کنید فرض :(i) .۴.٢.١ تعریف
روی به A از پیوسته و ͷی به ͷی نͽاشتͬ B مجموعه روی به A مجموعه از همیومرفیسم ͷی از

باشد. پیوسته نیز h−١ : B → A که است h : A → B مانند B
A از همیومرفیسمͬ اگر مͬشوند نامیده ارز هم ͷتوپولوژی طور به A,B مجموعههای :(ii)

باشد. داشته وجود B روی به

خطͬ سیستم ١.٢.١

ماتریسͬ A آن در که ẋ = Ax صورت به ( خطͬ سیستم ) خطͬ معادله ͷی .۵.٢.١ تعریف
فضای مͬشود. داده نشان است t مانند مشخصͬ متغیر به نسبت x مشتق ẋ و x ∈ Rn ،n × n

تمام تصویر اگر است. Rn شدهاند تعریف آن در جوابها که فضایͬ همان یا فوق سیستم حالت
مͬآید. دست به سیستم تصویر فضای کنیم رسم را Rn در جواب منحنͬهای

مقدار مسئله x٠ ∈ Rn هر برای باشد. t٠ ∈ R و n× n ماتریس ͷی A کنید فرض .۶.٢.١ قضیه
اولیهی

{
ẋ = Ax

x(٠) = x٠
(٣.١)

خطͬ سیستمهای برای اساسͬ قضیه را قضیه این مͬباشد. x(t) = eAtx٠ یͺتای جواب دارای
نامیم.

شود. مراجعه ١٧ صفحه اول، فصل ،[٩] مرجع به اثبات:

که طوری به باشد n× n حقیقͬ ماتریس ͷی A کنید فرض .٧.٢.١ تعریف
ویژهی بردارهای uj, (j = ١, ..., k) و آن حقیقͬ ویژهی مقادیر λj = aj, (j = ١, ..., k)
ویژهی مقادیر λj = aj + ibj, (j = k + ١, ...,m) همچنین باشند. ویژه مقادیر این با متناظر
ویژه مقادیر این با متناظر یافته تعمیم ویژهی بردارهای Wj = uj + ivj که A ماتریس موهومͬ



٨ مقدمات و تعاریف .١

به و شده نامیده ẋ = Ax خطͬ سیستم مرکز و ناپایدار پایدار، فضاهای زیر Ec, Eu, Es باشند.
مͬشوند. تعریف زیر صورت

Es = Span{uj, vj|aj < ٠}

Eu = Span{uj, vj|aj > ٠}

Ec = Span{uj, vj|aj = ٠}

خطͬ غیر سیستم ٢.٢.١

این در باشد. خطͬ غیر و f ∈ c١(E) ،Rn از بازی مجموعهی زیر E کنید فرض .٨.٢.١ تعریف
شͺل به غیرخطͬ سیستم ͷی صورت

ẋ = f(x) (۴.١)

دارد. زیر صورت به اولیهای مقدار مسئله که مͬشود داده نشان

{
ẋ = f(x)

x(t٠) = x٠
(۵.١)

مقدار مسئله جوابهای همهی خانوادهی A = {αλ : Iλ → M} کنید فرض .٩.٢.١ تعریف
ماکسیمال بازهی Ip = (α(p), β(p)) که Ip = ∪Iλ آنگاه باشد ẋ = f(x), x(t٠) = p اولیهی
است. فوق اولیه مقدار مسئله ماکسیمال جواب t ∈ Iλ → αλ(t) ،αp : Ip → M و جواب وجود

λt(x٠) ،x٠ ∈ E برای و f ∈ C١(E) ،Rn از بازی مجموعهی زیر E فرضکنید تعریف١٠.٢.١.
نͽاشت t ∈ I(x٠) هر برای باشد. I(x٠) ماکسیمال بازهی بر (۵.١) اولیهی مقدار مسئلهی از جوابͬ

مͬشود. نامیده (۴.١) دیفرانسیل معادله شار زیر
λt : E → E

x٠ → λt(x٠) = λ(t, x٠)

است: زیر خواص دارای دیفرانسیل معادله ͷی شار
λ٠ = id .١

λtoλτ = λt+τ ،t, τ ∈ I(x٠) برای .٢



٩ پایه مفاهیم .٢.١

حتماً پذیر مشتق پیوسته طور به دیفرانسیل معادله هر که مͬکند تضمین وجود و یͺتایͬ قضیه
سیستم مسیر یا جواب منحنͬ O(x٠) = λ(., x٠) : I → E نͽاشت مͬکند. تعریف شار ͷی

مͬشود. نامیده x٠ نقطهی از گذرنده (۴.١)

شار λt : E → E ،f ∈ C١(E) و Rn از بازی مجموعهی زیر E کنید فرض .١١.٢.١ تعریف
شار به نسبت S ⊂ E گوییم باشد. شده تعریف t ∈ R هر برای که باشد (۴.١) خطͬ غیر سیستم
پایاست ( منفͬ ) مثبت طور به شار به نسبت S همچنین .λt(S) ⊂ S ،t ∈ R هر برای اگر پایاست

. λt(S) ⊂ S باشیم: داشته (t < ٠) t ≥ ٠ برای اگر

در (۴.١) سیستم شده سازی خطͬ را است A = Df(x٠) که ẋ = Ax سیستم .١٢.٢.١ تعریف
گوییم. x٠ نقطهی

.f(x٠) = ٠ اگر مͬشود نامیده (۴.١) سیستم بحرانͬ یا تͺین نقطهی x٠ نقطهی تعریف١٣.٢.١.
قسمت Df(x٠) ماتریس ویژهی مقادیر از ͷی هیچ اگر مͬشود نامیده هذلولوی x٠ بحرانͬ نقطهی

باشند. نداشته صفر حقیقͬ

در باشد آن شار λt : E → Rn و (۴.١) سیستم بحرانͬ نقطهی x٠ کنید فرض .١۴.٢.١ تعریف
بود. خواهد λt شار ثابت نقطهی x٠ یعنͬ .λt(x٠) = x٠ ،t ∈ R هر برای صورت این

مقادیر همهی اگر نامیم جاذب را (۴.١) غیرخطͬ سیستم از x٠ بحرانͬ نقطهی .١۵.٢.١ تعریف
جذب جوابها تمام صورت این در باشند. داشته منفͬ حقیقͬ قسمت Df(x٠) ماتریس ویژهی

مͬشود. نامیده نیز پایدار تͺین x٠ است، n پایدار منیفلد بعد و مͬشوند x٠ نقطهی

مقادیر همهی اگر نامیم دافع را (۴.١) غیرخطͬ سیستم از x٠ بحرانͬ نقطهی .١۶.٢.١ تعریف
نقطهی از جوابها تمام صورت این در باشند. داشته مثبت حقیقͬ قسمت Df(x٠)ماتریس ویژهی

مͬشود. نامیده نیز ناپایدار تͺین x٠ است، n ناپایدار منیفلد بعد و مͬشوند دفع x٠ بحرانͬ

که است آن از جوابͬ منحنͬ (۴.١) غیرخطͬ سیستم از تناوبͬ مسیر یا دور ͷی .١٧.٢.١ تعریف
اگر تنها و اگر است تناوبͬ مسیر γ گفت مͬتوان دیͽر بیان به است. بسته اما نبوده بحرانͬ نقطهی

باشیم: داشته t ∈ R هر برای که T > ٠ باشد داشته وجود

λ(t+ T, x٠) = λ(t, x٠).
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γ تناوبͬ مسیر مͬشود. نامیده γ تناوبͬ مسیر دورهی کند برقرار را تساوی که T کوچͺترین
،x ∈ u هر برای که باشد داشته وجود γ از u ͬͽهمسای ϵ > ٠ هر برای اگر مͬشود نامیده پایدار

.d(λ(t, x), γ) < ϵ ،t ⩾ ٠ و x ∈ u هر برای که معنͬ این به .d(γ+
x , γ) < ϵ

نباشد. پایدار اگر مͬشود نامیده ناپایدار γ تناوبͬ مسیر
باشیم: داشته x ∈ u هر برای و باشد پایدار اگر است پایدار مجانباً γ تناوبͬ مسیر

lim
t→∞

d(λ(t, x), γ) = ٠

برداری میدان دو f, g ∈ C١(E) و باشد Rn از بازی مجموعهی زیر E فرضکنید .١٨.٢.١ قضیه
که دارد وجود H : E → E همیومرفیسم یعنͬ همارزند E روی ͷتوپولوژی طور به f, g باشند،

سیستم مسیرهای

ẋ = f(x) (۶.١)

سیستم مسیرهای به را
ẋ = g(x) (٧.١)

صورت: این در مͬبرد.
باشد. (٧.١) سیستم تͺین H(p)نقطهی اگر تنها و اگر است (۶.١) سیستم تͺین نقطهی p .١
باشد. (٧.١) سیستم تناوبͬ مسیر H(γ) اگر تنها و اگر است (۶.١) سیستم تناوبͬ مسیر γ .٢

شود. مراجعه ٣.١ بخش ،[٩] مرجع به اثبات:

سیستمهای در گاهͬ مͬشود. نامیده اختلال اولیه حالت از سیستم تغییر هرگونه .١٩.٢.١ تعریف
باید البته گرفت. نظر در سادهتر سیستم از اختلالͬ عنوان به را اولیه سیستم مͬتوان پایدار ساختار با
به سیستم دو همچنین و نشود سیستم حالت تغییر موجب که باشد ͷکوچ اندازهای به اختلال این

باشند. ارز هم ͷتوپولوژی طور

انشعاب ٣.٢.١

پارامتر ͷی به معادله طبیعͬ، پدیدههای از بسیاری به مربوط معادلات جمله از معادلات از بعضͬ در
معادلهی مثلا́ مͬشود وابسته



١١ پایه مفاهیم .٢.١

ẋ = f(x, µ), x ∈ Rm, µ ∈ Rp

برای اگر مͬآیند بهدست µ پارامتر برحسب تͺین نقاط بنابراین است. وابسته µ پارامتر به
µ٠ نباشد برابر µ < ٠ یا µ > ٠ برای تͺین نقاط تعداد با µ = µ٠ تͺین نقاط تعداد مثلا́ مقداری
ͷی که هنͽامͬ بنابراین است. داده رخ انشعاب µ = µ٠ در مͬگوییم و نامیده انشعاب مقدار را
طور به سیستم دو در تͺین نقاط تعداد که چرا مͬریزد بههم ساختاری پایداری مͬدهد رخ انشعاب
دارد. پایدار ساختار هذلولوی تͺین نقاط در ẋ = f(x, µ) سیستم هستند. برابر ارز، هم ͷتوپولوژی
انشعابها از متعددی انواع تاکنون مͬدهد. رخ هذلولوی غیر تͺین نقاط در تنها انشعاب بنابراین
شدهاند. شناخته و... هاف بحرانͬ)، (متقاطع کرتیͺال ترانس گره-زینͬ، چنͽال، انشعاب مانند

سیستم .٢٠.٢.١ مثال

g
(
X) =

( y + µx
−x+ µy

)
و

f
(
X) =

( y
−x

)
نشان زیر شͺلهای مͬگیریم. نظر در است R٢ در فشردهای مجموعه زیر k و f, g ∈ C١(k) که را
نداریم تناوبͬ مسیر µ < ٠ و µ > ٠ برای که حالͬ در داریم تناوبͬ مسیر µ = ٠ برای که مͬدهند

است. داده رخ انشعاب ͷی µ = ٠ در بنابراین

انشعاب :٢.١ شͺل
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بͽیرید. نظر در را زیر برداری میدان .٢١.٢.١ تعریف

ẋ = f(x, µ) x ∈ R, µ ∈ R

شرایط در هرگاه است بحرانͬ متقاطع انشعاب دارای (٠, ٠) نقطهی در برداری میدان این گوییم
کند. صدق زیر

f(٠, ٠) = ٠, ∂f
∂x

(٠, ٠) = ٠, ∂f
∂µ

(٠, ٠) = ٠,

∂٢f

∂x∂µ
(٠, ٠) ̸= ٠, ∂

٢f

∂x٢ (٠, ٠) ̸= ٠

صورت به بحرانͬ متقاطع انشعاب نرمال شͺل :١ تبصره

ẋ = f(x, µ) = µx± x٢, x ∈ R١, µ ∈ R١

مͬباشد.

بͽیرید. نظر در را زیر برداری میدان .٢٢.٢.١ مثال

ẋ = f(x, µ) = µx− x٢, x ∈ R١, µ ∈ R١

که مͬشود مشخص آسانͬ به

f(٠, ٠) = ٠, ∂f
∂x

(٠, ٠) = ٠, ∂f
∂µ

(٠, ٠) = ٠, ∂٢f

∂x∂µ
(٠, ٠) ̸= ٠, ∂

٢f

∂x٢ (٠, ٠) ̸= ٠

: است صورت این به معادله این تͺین نقاط و

x = ٠, x = µ

و است هذلولوی غیر تͺین ͷی نقطه این و است x = ٠ تͺین نقطه تنها µ = ٠ برای بنابراین
µ > ٠ برای است، ناپایدار x = µ و پایدار x = ٠ که دارد وجود تͺین نقطهی دو µ < ٠ برای
است. بحرانͬ متقاطع انشعاب دارای معادله این لذا است پایدار x = µ و ناپایدار x = ٠ تͺین



١٣ پایه مفاهیم .٢.١

بحرانͬ متقاطع انشعاب :٣.١ شͺل

بͽیرید. نظر در را زیر برداری میدان .٢٣.٢.١ تعریف

ẋ = f(x, µ) x ∈ R, µ ∈ R

زیر شرایط در هرگاه است چنͽال انشعاب دارای (٠, ٠) نقطهی در برداری میدان این گوییم
کند. صدق

f(٠, ٠) = ٠, ∂f
∂x

(٠, ٠) = ٠, ∂f
∂µ

(٠, ٠) = ٠,

∂٢f

∂x٢ (٠, ٠) = ٠, ∂٢f

∂x∂µ
(٠, ٠) ̸= ٠, ∂

٣f

∂x٣ (٠, ٠) ̸= ٠

است. زیر صورت به چنͽال انشعاب نرمال شͺل :٢ تبصره

ẋ = f(x, µ) = µx± x٣, x ∈ R١, µ ∈ R١

بͽیرید. نظر در را زیر برداری میدان .٢۴.٢.١ مثال

ẋ = f(x, µ) = µx− x٣, x ∈ R١, µ ∈ R١

که مͬشود مشخص آسانͬ به
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f(٠, ٠) = ٠, ∂f
∂x

(٠, ٠) = ٠, ∂f
∂µ

(٠, ٠) = ٠

و

∂٢f

∂x٢ (٠, ٠) = ٠, ∂٢f

∂x∂µ
(٠, ٠) ̸= ٠, ∂

٣f

∂x٣ (٠, ٠) ̸= ٠

: است صورت این به معادله این تͺین نقاط و

x = ٠, x٢ = µ

است هذلولوی غیر تͺین ͷی نقطه این و است x = ٠ تͺین نقطهی تنها µ = ٠ برای بنابراین
برای است، پایدار x = ±√

µ و ناپایدار x = ٠ که دارد وجود تͺین نقطهی دو µ > ٠ برای و
است. چنͽال انشعاب دارای معادله این لذا است پایدار x = ٠ تͺین µ < ٠

چنͽال انشعاب :۴.١ شͺل

شار λt و f ∈ C١(E) مبدأ، شامل Rn از بازی مجموعهی زیر E کنید فرض .٢۵.٢.١ قضیه
با ویژه مقدار تا k ،Df(٠) و f(٠) = ٠ که کنید فرض همچنین باشد. (۴.١) خطͬ غیر سیستم
k منیفلد بنابراین باشد. داشته مثبت حقیقͬ قسمت با ویژه مقدار تا n− k و منفͬ حقیقͬ قسمت
وجود صفر نقطهی در A = Df(٠) که ẋ = Ax سیستم از Es پایدار فضای زیر بر مماس S بعدی

.limt→∞ λt(x٠) = ٠ ،x٠ ∈ S هر برای و λt(S) ⊂ S ،t ⩾ ٠ هر برای که طوری به دارد


