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چൊیده
ابتدا پایان�نامه این در دارد. مؤثر نقشͬ هیلبرت فضاهای قاب�های به�کارگیری در که است کیفͬ ویژگͬ ͷی فزونͬ

از بزرگ�تر چͽالͬ با قاب هر مͬ�دهیم نشان -موضعͬ، ℓ١ قاب�های یعنͬ نامتناهͬ، قاب�های از بزرگͬ دسته�ی برای

در مولدهایی با گابور چندتایی قاب�های به را خود نتایج سپس است، ١ به ͷنزدی چͽالͬ با زیرقاب ͷی شامل ١

مͬ�دهیم. Wتعمیم (C, ℓ١) در پوشش�هایی با گابور مولͺول�های (Rd)M١و

ͷی تعریف با درنهایت و مͬ�کنیم، بیان را قاب�ها این چͽالͬ از دیͽری تعاریف پالایه�ها از استفاده با این بر علاوه

مͬ�دهیم نشان مذکور نامتناهͬ قاب�های برای قاب فزونͬ و چͽالͬ میان ارتباط یافتن و فزونͬ از معنͬ�دار ͬˁکم مفهوم

است. ١ به ͷنزدی فزونͬ با قاب زیر ͷی شامل ١ از بیشتر فزونͬ با قاب ͷی که

. قاب فزونͬ ، قاب چͽالͬ ، گابور قاب�های ، خودموضعͬ قاب�های ، موضعͬ قاب�های ، قاب کلیدی: واژه�های

46C99 ،42C15 ریاض٢٠١٠ͬ: موضوعͬ رده�بندی



ଓقدग़
مهم نقشͬ امروزه که کردند، معرفͬ ناهمساز فوریه�ی سری�های زمینه�ی در [١۶] ٢ اسͺافر و ١ دافین ابتدا را قاب�ها

به�طور [١٢] و [٩] در قاب�ها اساسͬ خواص مͬ�کنند. ایفا مهندسͬ و علوم ریاضیات، در کاربردها از بسیاری در

است. شده بحث مفصل

است: زیر به�صورت اساسͬ مطلوب خاصیت ͷی مͬ�شود مطرح نامتناهͬ قاب�های برای فزونͬ وقتͬ

باشد. ١ به ͷنزدی فزونͬ با زیرقابی شامل باید ١ از بیشتر فزونͬ با قاب هر : P١

چͽالͬ -موضعͬ، ℓ١ قاب�های و گابور سیستم�های قاب�ها، از بزرگ رده�ی دو برای که مͬ�دهیم نشان پایان�نامه این در

کارهای با صورتͬ�که در دارند. را P١ خاصیت مͬ�شوند، نامیده قاب چͽالͬ که قاب، به مربوط خاصͬ مجموعه�های

از رده دو این برای شده مطرح قاب چͽالͬ مͬ�رسیم نتیجه این به کنیم مقایسه شده انجام زمینه این در که دیͽری

است. مناسب فزونͬ از ͬˁکم تعریف ͷی به�عنوان قاب�ها

توابع مولدها، که کرد ارائه گابور قاب�های برای را چͽالͬ [٢٩] ٣ لانداو که زمانͬ از (یعنͬ گذشته سال ۴٠ طول در

است. داده رخ گابور قاب�های برای فزونͬ از ͬˁکم مفهوم ͷی تعریف جهت در جزئͬ پیشرفت�های بودند)، کل معین

یعنͬ ،Λ چͽالͬ به مربوط ͬˁکم مقادیر با قاب�ها اساسͬ ویژگͬ�های ارتباط آن) مراجع (و [٢٠] بسیاری تحقیقات

(Λ چͽالͬ مثال (به�عنوان فزونͬ برای آشͺار انتخابی نتوانستند آن�ها اما کردند بررسͬ را فرکانس-زمان، مجموعه�های

خاصیت همچنین دلخواه قاب�های فزونͬ مورد در بیشتر نتایج حال هر به کند. صدق P١ خاصیت در که دهند ارائه

نامتناهͬ قاب�های برای فزونͬ ͬˁکم مفاهیم به پایان�نامه این در مانده�اند. نامشخص تاکنون گابور قاب�های برای P١

است. شده موجب زمینه این در را توجهͬ قابل پیشرفت�های که ایم پرداخته

شد مطرح [۵] و [۴] در گابور) قاب�های (شامل نامتناهͬ ۴ اضافͬ با قاب�ها از بزرگͬ دسته�ی مورد در ͬˁکم رویͺرد

مفهوم�های هرکدام مستقل به�طور سپس[١٧] و [١٩] همچنین کرد.( معرفͬ را موضعͬ قاب�های از عام یͷمفهوم که

حالت در که مͬ�دهند نشان [۵] و [۴] میان این در است). موضعͬ قاب�های آن�ها اصلͬ بحث که داده�اند ارائه مشابهͬ

نتیجه�ی ͷی همچنین رود. به�کار قاب�ها برای جالب ͬˁکم اندازه�ی ͷی تهیه�ی برای مͬ�تواند قاب چͽالͬ موضعͬ،

قاب چͽالͬ با F موضعͬ قاب هر برای مͬ�دهد نشان که است آمده [۵] و [۴] در P١ ویژگͬ به مربوط ضعیف جزئͬ

دارد. وجود d− ϵ چͽالͬ با F از زیرقابی و ٠ < ϵ ،d

استفاده با سپس مͬ�کنیم، ثابت متناهͬ بعد برای را موضوع و پرداخته -موضعͬ ℓ١ قاب�های معرفͬ به ابتدا ٣ فصل در

١Duffin
٢Schaeffer
٣H.J.Landau
۴excess



ج

هر به�ازای ،١ < dقاب چͽالͬ با -موضعͬ ℓ١ قاب�های که مͬ�دهیم نشان نامتناهͬ بعد برای نهایت در برش بحث از

و گابور چندتایی گابور، قاب�های معرفͬ به ۴ فصل در دارند. ١ + ϵ از کوچͺتر قاب چͽالͬ با زیرقاب ͷی ٠ < ϵ

قاب چͽالͬ ۵ فصل در مͬ�کنیم. بررسͬ قاب�ها از دسته این روی بر را ٣ فصل نتیجه�ی و مͬ�پردازیم گابور مولͺول

تعریف قاب چͽالͬ مͬ�کنیم ثابت و کرده، مطرح گابور قاب�های و -موضعͬ ℓ١ قاب�های برای را ابرفیلترها ͷکم به

روابط و پرداخته فزونͬ تابع معرفͬ به ۶ فصل در نهایت در مͬ�کند. صدق شده مطرح مطلوب خاصیت�های در شده

مͬ�کنیم. بررسͬ را فزونͬ و چͽالͬ بین
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١ فصل

نمادها و پیش�نیازها

اعداد طبیعͬ، اعداد مجموعه�ی مͬ�کنیم. بیان را بعد فصول در نیاز مورد قضایای و تعاریف نمادها، فصل این در

مͬ�دهیم. نمایش C و ،R ،Z ،N با به�ترتیب را مختلط اعداد و حقیقͬ اعداد صحیح،

و هیلبرت فضاهای روی بر بیشتر ما بنابراین هستند، هیلبرت١ فضاهای پایه�ی بر بعد فصل�های که جهت آن از

مͬ�کنیم. تمرکز فضاها گونه این ویژگͬ�های

مقدماتͬ مفاهیم خواصو ١.١

دو هر به که است متری یͷفضای صورتͬ در نامید، خواهیم نقاط را عضوهایش که X مجموعه�ی .١.١.١ تعریف

که باشد شده مربوط گونه�ای به q تا p از فاصله نام به d(p, q) حقیقͬ عدد X از q و p نقطه�ی

,d(p؛ p) = ٠ و p ̸= q هرگاه d(p, q) > ٠ (الف)

,d(p؛ q) = d(q, p) (ب)

.d(p, q) 6 d(p, r) + d(r, q) ،r ∈ X هر ازای به (ج)

مͬ�شود. نامیده یͷمتر یا فاصله تابع ͷی خاصیت سه این دارای تابع هر

با Eکه زیرفضایپیمایشخط٢ͬ باشد. آن زیرمجموعه��ی ͷیE و برداری Xیͷفضای فرضکنیم تعریف٢.١.١.

نمایش�دهنده�ی Span(E) یعنͬ Eهستند؛ شامل Xاستکه زیرفضاهای اشتراکهمه�ی مͬ�شود داده نشان Span(E)

١Hilbert

٢linear span



٢ نمادها و پیش�نیازها .١ فصل

است زیر به�صورت E عناصر از متناهͬ خطͬ ترکیبات گردایه�ی

span(E) :=


{٠} ; E = ϕ

E اعضای متناهͬ خطͬ ترکیبات تمام مجموعه�ی ; E ̸= ϕ

داده نشان ∨E نماد با که است E خطͬ پیمایش بستار ،E بسته خطͬ پیمایش ،ͷمتری برداری فضای در همچنین

دیͽر عبارت به مͬ�شود؛

∨E = {
n∑

k=١
αkfk : n > ١, αk ∈ F, fk ∈ E}.

به ∥ x ∥ نامنفͬ و حقیقͬ عدد x ∈ X هر به اگر است نرم�دار فضای ͷی X برداری فضای گوییم .٣.١.١ تعریف

که باشد شده مربوط چنان x نرم نام

∥؛ x + y ∥6∥ x ∥ + ∥ y ∥ ،X در y و x هر ازای به (الف)

∥؛ αx ∥=| α |∥ x ∥ آن�گاه باشد، اسͺالر α و x ∈ X اگر (ب)

.∥ x ∥> ٠ آن�گاه ،x ̸= ٠ اگر (ج)

مͬ�نگارد. ∥ x ∥ به را x که است تابعͬ معنای به نرم واقع در

مساوی y و x نقطه دو بین d(x, y) فاصله�ی آن در که گرفت نظر در متری فضای ͷی مͬ�توان را نرم�دار فضای هر

است. ∥ x− y ∥ نرم وسیله به شده القا متر d(x, y) دیͽر عبارت به است؛ ∥ x− y ∥

به�صورت تابعͬ X روی داخلͬ ضرب ͷی باشد. F میدان روی برداری فضایی X کنیم فرض .۴.١.١ تعریف

باشند: برقرار زیر شرایط X در z و y ،x و F در β ،α هر برای که طوری به است ⟨. , .⟩ : X ×X −→ F

αx⟩؛ + βy, z⟩ = α⟨x, z⟩ + β⟨y, z⟩ (الف)

,x⟩؛ αy + βz⟩ = ᾱ⟨x, y⟩ + β̄⟨x, z⟩ (ب)

٠؛ ≤ ⟨x, x⟩ (ج)

,x⟩؛ y⟩ = ⟨y, x⟩ (د)

است. x = ٠ آن�گاه ⟨x, x⟩ = ٠ اگر (و)

داریم y ∈ X هر برای (الف) خاصیت بر بنا باشد α = ٠ اگر که داریم توجه

⟨٠, y⟩ = ⟨α · ٠, y⟩ = α⟨٠, y⟩ = ٠

x, y ∈ X هر برای و ⟨. , .⟩ داخلͬ ضرب هر برای پس



٣ نمادها و پیش�نیازها .١ فصل

⟨x,٠⟩ = ⟨٠, y⟩ = ٠.

باشد X برداری فضای روی داخلͬ ضرب ͷی ⟨. , .⟩ اگر [15, 4.1.1] شوارتز۴ - کوش٣ͬ نامساوی .۵.١.١ قضیه

x, y ∈ X هر برای آن�گاه

| ⟨x, y⟩ |٢6 ⟨x, x⟩⟨y, y⟩.

گونه�ای به است، ناصفر آن�ها از ͬͺی حداقل که ، β و α اسͺالرهای اگر تنها و اگر است برقرار تساوی این، بر علاوه

.αx + βy = ٠ که باشند داشته وجود

را ∥ x ∥:= ⟨x, x⟩
١
٢ ،x ∈ X هر برای و باشد X روی داخلͬ ضرب ͷی ⟨. , .⟩ اگر [15, 5.1.1] .۶.١.١ قضیه

آن�گاه کنیم، تعریف

.∥ x + y ∥6∥ x ∥ + ∥ y ∥ ،X در y و x هر برای (الف)

.∥ αx ∥=| α |∥ x ∥ ،x ∈ X هر و α ∈ F هر برای (ب)

.x = ٠ آن�گاه ،∥ x ∥= ٠ اگر (ج)

مͬ�شود. نامیده X بر ⟨. , .⟩ داخلͬ ضرب توسط شده القا نرم ،∥ x ∥ ،x نرم

باشد. X عناصر از دنباله�ای {xn}n∈Z و ∥ . ∥ نرم با نرم�دار فضای X کنیم فرض .٧.١.١ تعریف

به {xn}n∈Z دنباله گوییم limn−→∞ ∥ xn − x ∥= ٠ که باشد داشته وجود گونه�ای به x ∈ X عضو هرگاه (الف)

.n −→ ∞ وقتͬ xn −→ x مͬ�نویسیم و ، است همͽرا x ∈ X

∥ xn−xm ∥< ϵ باشیم Nداشته ≤ n,m هر برای که باشد داشته Nوجود ∈ Nثابت ٠ < ϵ هر برای هرگاه (ب)

مͬ�نامیم. کوشͬ را {xn}n∈Z دنباله آن�گاه

∑
n∈Z xn سری گوییم باشد، همͽرا x به SN =

∑N
−N xn دنباله که باشد داشته وجود x ∈ X عضو هرگاه (ج)

.
∑

n∈Z xn = x مͬ�نویسیم و همͽراست x به

مͬ�نامیم. همͽرا مطلقاً را
∑

n∈Z xn سری باشد، همͽرا
∑

n∈Z ∥ xn ∥ هرگاه (د)

دقت باید که مͬ�کنیم معرفͬ را آن کاربرد دو اکنون است. شده استفاده مفرط طور به ریاضیات در ”کامل” عبارت

مشخصشوند. کامل طور به باید و هستند متمایز مفهوم دو این کرد

٣Cauchy

۴Schwarz



۴ نمادها و پیش�نیازها .١ فصل

است. مفروض X نرم�دار خطͬ فضای .٨.١.١ تعریف

باشد. چͽال X در Span(E) یعنͬ Span(E)؛ = X اگر است کامل X از E زیرمجموعه�ی (الف)

باشد. همͽرا X عناصر از {xn}∞n=١ کوشͬ دنباله هر هرگاه است کامل X فضای (ب)

باشد. شمارا چͽال زیرمجموعه�ی ͷی شامل اگر است پذیر جدایی X فضای (ج)

باشد. کامل فضای ͷی هرگاه مͬ�گوییم باناخ۵ یͷفضای را X نرم�دار خطͬ فضای .٩.١.١ تعریف

فضای در�این�صورت باشد. شمارش�پذیر مجموعه�ای I و ١ 6 p < ∞ کنیم فرض .١٠.١.١ مثال

ℓp(I) := {(xα)α∈I | xα ∈ C ,
∑
α∈I

| xα |p< ∞};

است. باناخ فضای ͷی ∥ x ∥p= (
∑

α∈I | xα |p)
١
p نرم با

است؛ باناخ فضای ͷی� زیر نرم با ℓ∞(I) := {(xα)α∈I | xα ∈ C , supα∈I | xα |< ∞} فضای .١١.١.١ مثال

∥ x ∥∞= sup
α∈I

| xα | .

نامتناهͬ بعد با فضاهای در مطلب این عکس امˁا است همͽرا همͽرا، مطلقاً سری هر باناخ فضاهای در .١٢.١.١ تذکر

هستند. معادل همͽرایی نوع دو این متناهͬ بعد با فضاهای در نیست. برقرار

x, y, z ∈ A هر αو ∈ C اسͺالر به�ازای�هر که را آن روی دوتایی �یͷعمل برداریمختلطAبا فضای تعریف١٣.١.١.

مͬ�نامیم. �یͷجبر مͬ�کند صدق زیر شرایط در

x(yz)؛ = (xy)z (الف)

x)؛ + y)z = xz + yz و x(y + z) = xy + xz (ب)

.α(xy) = (αx)y = x(αy) (ج)

مͬ�نامیم. A روی ضرب را فوق عمل

A روی نرم اگر باشد. نیز جبر ͷی �A هرگاه گوییم، نرم�دار جبر ͷی را A نرم�دار برداری فضای .١۴.١.١ تعریف

مͬ�گوییم. جبری نرم را A نرم آن�گاه ،∥xy∥ 6 ∥x∥∥y∥ ،x, y ∈ A به�ازای�هر که باشد خاصیˁت این دارای

مͬ�نامیم. باناخ یͷجبر را A آن�گاه باشد نرم�دار جبر ͷی� همچنین و باناخ فضای ͷی (A, ∥.∥) اگر

۵Banach



۵ نمادها و پیش�نیازها .١ فصل

باشیم داشته y ∈ A به�ازای�هر هرگاه مͬ�نامیم واحد) (یͺ͓ه، همانͬ عضو را A جبر از x عضو .١۵.١.١ تعریف

�یا ی�ͷدار جبر را آن باشد داشته همانͬ عضو A جبر اگر و مͬ�دهیم نمایش e با را A همانͬ عضو .xy = yx = y

مͬ�نامیم. واحددار جبر

به�طوری�که باشد موجود y ∈ A مانند عضوی اگر .x ∈ A و باشد ی�ͷدار جبر ͷی A کنیم فرض .١۶.١.١ تعریف

گوییم. وارون�پذیر را x عضو آن�گاه xy = yx = e

هرگاه مͬ�نامیم A یͷبرگشتروی را ∗ : A −→ Aنگاشت باشد. مختلط جبر ͷی� A فرضکنیم .١٧.١.١ تعریف

باشد: زیر خواص دارای x, y, z ∈ A هر و α ∈ C اسͺالر به�ازای�هر

x)؛ + y)∗ = x∗ + y∗ (الف)

∗(αx)؛ = αx∗ (ب)

∗(xy)؛ = y∗x∗ (ج)

.(x∗)∗ = x (د)

مͬ�نامیم. یͷ∗-جبر را A آن�گاه باشد شده تعریف آن روی برگشت∗ ͷی که باشد جبر ͷی A اگر

هر به�ازای اگر تنها و اگر مͬ�شود گفته جزئͬ ترتیبی رابطه�ی ،A مجموعه�ی روی 6 رابطه�ی .١٨.١.١ تعریف

باشیم داشته a, b, c ∈ A

a؛ 6 a (الف)

a؛ = b آن�گاه ، b 6 a , a 6 b اگر (ب)

.a 6 c آن�گاه ، b 6 c , a 6 b اگر (ج)

آن روی جزئͬ ترتیبی رابطه�ی ͷی 6 و مجموعه ͷی A آن در که است (A,6) جفت جزئͬ مرتب مجموعه�ی ͷی

است.

عضوی دو زیرمجموعه�ی هر اگر تنها و اگر مͬ�شود گفته مشبͺه (A,6) مرتبجزئͬ یͷمجموعه�ی تعریف١٩.١.١.

نمایش x ∧ y با که پایین، کران بزرگ�ترین نیز و مͬ�دهیم، نمایش x ∨ y با که بالا، کران کوچ�ͷترین ،{x, y} مانند

باشد. داشته مͬ�دهیم،

هر به�ازای هرگاه نامیم یͷجهت Λ روی را 6 رابطه�ی باشد. ناتهͬ مجموعه�ی ͷی Λ کنیم فرض .٢٠.١.١ تعریف

باشیم داشته λ١, λ٢, λ٣ ∈ Λ



۶ نمادها و پیش�نیازها .١ فصل

λ١؛ 6 λ١ (الف)

λ١؛ 6 λ٣ آنگاه ، λ٢ 6 λ٣ , λ١ 6 λ٢ اگر (ب)

.λ١ 6 λ٣, λ٢ 6 λ٣ که باشد موجود چنان λ٣ ͷی دلخواه λ٢ و λ١ به�ازای�هر (ج)

گوییم. جهت�دار مجموعه�ی ͷی را (Λ,6) این�صورت در

دراین�صورت باشد، دلخواه مجموعه�ی ͷیX و باشد جهت�دار مجموعه�ی ͷی (Λ,6) فرضکنیم تعریف٢١.١.١.

گوییم. X در یͷتور را x : Λ −→ X تابع

مͬ�دهیم. نمایش (xλ)λ∈Λ با را تور خود و xλ با را x(λ) ،λ ∈ Λ هر برای معمولا˟

مͬ�گیریم نظر در را مختلط ضرایب با زیر چندجمله�ای .٢٢.١.١ تعریف

ϕ(r) = ckr
k + ... + c١r + c٠ ; ck ̸= ٠ , c٠ ̸= ٠

در s = ٠,١,٢, ..., k به�ازای rs پایه�های از هرکدام هرگاه مͬ�شود نامیده شور۶ چندجمله�ای ͷی ϕ چندجمله�ای

کند. صدق |rs| < ١ رابطه�ی

چندجمله�ای به توجه با حال

ϕ̂(r) = c٠rk + c١rk−١ + ... + ck−١r + ck

مͬ�کنیم تعریف است، cj مختلط مزدوج نمایش�گر ، j = ٠,١,٢, ..., k به�ازای ،cj آن در که

ϕ١(r) =
١
r

[ϕ̂(٠)ϕ(r) − ϕ(٠)ϕ̂(r)]

مͬ�شود: بیان زیر به�صورت شور٧ این�صورتضابطه��ی در

باشد. شور چندجمله�ای ͷی ϕ١ و |ϕ̂(٠)| > |ϕ(٠)| اگر تنها و اگر است شور چندجمله�ای ͷی ϕ چندجمله�ای

هیلبرت فضای ٢.١

ضابطه�ی با نرم تابع x ∈ X به�ازای�هر باشد. داخلͬ ضرب فضای ͷی (X, ⟨., .⟩) کنیم فرض .١.٢.١ تعریف

باناخ فضای ͷی� نرم این با X درصورتͬ�که مͬ�کنیم. تعریف داخلͬ ضرب این از شده القا نرم را ∥x∥٢ = ⟨x, x⟩

مͬ�دهیم. نمایش H با معمولا˟ و هیلبرتمͬ�نامیم �یͷفضای را X دهد، تشͺیل

۶Schur’s polynomial

٧Schur’s criterion



٧ نمادها و پیش�نیازها .١ فصل

است. C مختلط میدان روی هیلبرت فضای ͷی H از منظور نامه، پایان این سرتاسر در

نظر در X : I −→ C توابع همه�ی مجموعه�ی را L٢(I) باشد. دلخواه مجموعه�ای I کنیم فرض .٢.٢.١ مثال

مͬ�کنیم تعریف L٢(I) در Y و X هر برای صورت این در
∑

i∈I | X(i) |٢< ∞ که مͬ�گیریم

⟨X,Y ⟩ =
∑
i∈I

X(i)Y (i)

مͬ�دهد. هیلبرت فضای ͷی تشͺیل آن با همراه که است L٢(I) فضای برای داخلͬ ضرب ͷی ⟨. , .⟩ تابع

به�صورت مجموعه�ای صورت این در باشد،
∑

i∈I | X(i) |٢< ∞ اگر داریم توجه .٣.٢.١ تذکر

آن�گاه ، δn = {i ∈ I : |X(i)| > ١
n
} دهیم قرار n ∈ N هر برای اگر زیرا است، شمارا {i ∈ I : X(i) ̸= ٠}

یا متناهͬ
∪∞

n=١ δn = {i ∈ I : X(i) ̸= ٠} مجموعه�ی لذا و است متناهͬ δn پس
∑

i∈I | X(i) |٢< ∞ چون

است. شمارا

با Cd در�این�صورت Cd := {z = (z١, . . . , zd) | zi ∈ C, i = ١, . . . , d} و d ∈ N کنیم فرض .۴.٢.١ مثال

است هیلبرت فضای ͷی زیر داخلͬ ضرب

x.y =

d∑
i=١

xiyi ; x = (x١, . . . , xd) , y = (y١, . . . , yd).

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به و مͬ�دهیم نشان δαβ با α, β به�ازای�هر را کرونکر دلتای .۵.٢.١ تعریف

δαβ :=


١ ؛ α = β

٠ ؛ α ̸= β

هیلبرت فضای در پایه�ها و متعامد مجموعه�های ٣.١

آن�گاه باشند H از اعضایی y, x و H از زیرمجموعه�هایی {uα}α∈I و {να}α∈I , E , B,A اگر .١.٣.١ تعریف

x ⊥ y مͬ�نویسیم دراین�صورت که ⟨x, y⟩ = ٠ هرگاه گوییم عمود�بر�هم یا متعامد را x, y عضو دو (الف)

باشد. x = ٠ اگر تنها و اگر x ⊥ x و است y ⊥ x آن�گاه باشد x ⊥ y اگر

که ⟨x, y⟩ = ٠ ،y ∈ B و x ∈ A به�ازای�هر هر�گاه نامیم عمود�بر�هم یا متعامد را Bو A مجموعه�ی دو (ب)

.A ⊥ B مͬ�نویسیم دراین�صورت

باشیم داشته e١ ̸= e٢ که e١, e٢ ∈ E هر برای هرگاه است متعامد یͷزیرمجموعه�ی H از E زیرمجموعه�ی (ج)

.e١ ⊥ e٢



٨ نمادها و پیش�نیازها .١ فصل

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به و مͬ�دهیم نمایش A⊥ با را A متعامد مͺمل (د)

A⊥ = {y ∈ H : ⟨x, y⟩ = ٠, x ∈ A به�ازای�هر }.

داشته x ∈ A به�ازای�هر و بوده عمود هم بر A متمایز عضو دو هر هرگاه گوییم یͺ͓ه متعامد را A مجموعه�ی (ه)

.∥x∥ = ١ باشیم

باشیم داشته α, β ∈ I به�ازای�هر هرگاه �نامیم، دومتعامد را {uα}α∈I و {να}α∈I مجموعه�ی دو (و)

⟨να, uβ⟩ = δαβ .

باشد: برقرار زیر شرایط هرگاه گوییم H برای �یͷپایه را {να}α∈I مجموعه�ی (ز)

به�طوری�که باشد موجود {cα}α∈I مانند اسͺالرها از خانواده�ای x ∈ H به�ازای�هر (i)

x =
∑
α∈I

cανα.

به�طوری�که باشند موجود {cα}α∈I ضرایب اگر �یعنͬ باشد خطͬ مستقل {να}α∈I مجموعه�ی (ii)

.cα = گرفت٠ نتیجه بتوان α ∈ I به�ازای�هر آن�گاه ،
∑

α∈I cανα = ٠

چنان x ∈ H اگر �یعنͬ باشد صفر خانواده این بر عمود عضو تنها اگر گوییم کامل H در را {να}α∈I دنباله�ی (ح)

فضایی اگر .span{να} = H دیͽر عبارت به �یا و x؛ = ٠ آن�گاه، � ⟨x, να⟩ = ٠ α ∈ I به�ازای�هر که باشد

مͬ�نامیم. غیرکامل را آن نباشد کامل

مͬ�شود. نامیده یͺ͓ه متعامد یͷپایه�ی باشد کامل H فضای در که یͺ͓ه متعامد مجموعه�ی هر (ط)

این دارند. یͺسان اصلͬ عدد H از پایه دو هر آن�گاه باشد هیلبرت فضای ͷی H اگر [15, 14.4.1] .٢.٣.١ تذکر

کنیم تعریف آن پایه�های از ͷی هر اصلͬ عدد را متناهͬ بعد با هیلبرت فضای ͷی بعد که مͬ�دهد اجازه ما به گزاره

مͬ�دهیم. نشان dimX با که

باشد. متناهͬ پایه اصلͬ عدد هرگاه است متناهͬ بعد دارای H فضای گوییم

صفر آن مولفه�های بقیه و ١ آن -ام n مؤلفه�ی که باشد ℓ٢(N) از عضوی en ،n ∈ N برای کنیم فرض .٣.٣.١ مثال

مͬ�شود. نامیده استاندارد متعامد پایه�ی که است یͺ͓ه متعامد پایه�ی ℓ٢(N) برای {en}∞n=١ صورت این در باشد.
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باشد، x ∈ H و متعامد مجموعه�ی ͷی {en}∞n=١ دنباله�ی کنیم فرض [15, 8.4.1] بسل٨ نامساوی .۴.٣.١ قضیه

صورت این در
∞∑

n=١
| ⟨x, en⟩ |٢6∥ x ∥٢ .

از شمارا تعدادی حداکثر برای آن�گاه ، x ∈ H و باشد H در متعامد مجموعه�ای E اگر [15, 9.4.1] .۵.٣.١ نتیجه

است. ⟨x, e⟩ ̸= ٠ ،e ∈ E بردارهای

در یͺ͓ه متعامد خانواده�ی هر و است یͺ͓ه متعامد پایه�ای دارای هیلبرت فضای هر [1, 34.4][34, 4.18] .۶.٣.١ قضیه

است. شمارا H جدایی�پذیر هیلبرت فضای ͷی�

است. x = ٠ که شود نتیجه x ⊥ M از اگر تنها و اگر است کامل H Mدر زیرمجموعه .٧.٣.١ قضیه

در�این�صورت هیلبرتHباشد. فضای در یͺ͓ه متعامد مجموعه�ی ͷی {να}α∈I فرضکنیم [1, 34.2] .٨.٣.١ قضیه

هم�ارزند: زیر احͺام

است؛ H برای یͺ͓ه متعامد پایه�ی ͷی {να}α∈I دنباله�ی (الف)

x؛ =
∑

α∈I⟨x, να⟩να ،x ∈ H به�ازای�هر (ب)

,x⟩؛ y⟩ =
∑

α∈I⟨x, να⟩⟨να, y⟩ ،x ∈ H به�ازای�هر (ج)

است؛ معروف پارسوال٩ اتحاد به تساوی این ،∥x∥٢ =
∑

α∈I |⟨x, να⟩|
٢ ،x ∈ H به�ازای�هر (د)

span{να}α∈I؛ = H (ه)

.x = ٠ آن�گاه ،⟨x, να⟩ = ٠ باشیم داشته α ∈ I به�ازای�هر اگر و x ∈ H اگر (و)

ارزند: هم زیر احͺام H در {eα}α∈I یͺ͓ه�ی متعامد زیرمجموعه�ی برای [15, 13.4] .٩.٣.١ قضیه

است؛ کامل {eα}α∈I (الف)

است برقرار ١٠ پلانچرل فرمول x ∈ H هر برای (ب)

∥ x ∥٢=
∑
α∈I

| ⟨x, eα⟩ |٢;

٨Bessel

٩Parseval

١٠Plancherel
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داریم x ∈ H هر ازای به (ج)

x =
∑
α∈I

⟨x, eα⟩eα.

({eα}α∈I یͺ͓ه�ی متعامد پایه�ی به (نسبت x ١١ ضرایبفوریه را {⟨x, eα⟩}α∈I حالتضرایبمنحصربه�فرد دراین

مͬ�نامیم.

دنباله�ی به�ازای�هر هرگاه مͬ�نامیم ریتس١٢ پایه�ی H هیلبرت فضای در را {xn}n∈Z کامل دنباله�ی تعریف١٠.٣.١.

باشیم داشته به�طوری�که باشد داشته وجود ٠ < B,A اعداد اسͺالرها از {cn}n∈Z متناهͬ

A
∑
n∈Z

|cn|٢ 6 ∥
∑
n∈Z

cnxn∥٢ 6 B
∑
n∈Z

|cn|٢.

ریتسمͬ�نامیم. �یͷدنباله را آن� باشد span{xn} برای ریتس پایه�ی {xn}n∈Z ⊆ H صورتͬ�که در

بالای کران ماکسیمم، با است برابر ریتس پایه�ی ثابت و مͬ�نامیم ریتس پایه�ی پایینͬ و بالایی کران�های را B و A

یعنͬ ریتس؛ پایه�ی پایین کران عکس و ریتس پایه�ی

ریتس پایه�ی =ثابت max{B,
١
A
}.

در�این�صورت .x ∈ H کنیم فرض [14, 2.3.4] .١١.٣.١ قضیه

∥x∥ = sup{|⟨x, y⟩| ; y ∈ H , ∥y∥ = ١}.

عملͽرها ۴.١

خطͬ عملͽر ͷی� را T : X −→ Y نگاشت باشند. مختلط برداری فضای دو Y و X کنیم فرض تعریف١.۴.١.

.T (αx + y) = αT (x) + T (y) ،α ∈ C اسͺالر هر و x, y ∈ X به�ازای�هر هرگاه مͬ�نامیم

∥ T ∥ یا ∥T∥op با را T خطͬ عملͽر در�این�صورتنرم باشند. نرم�دار فضای دو Y و X کنید فرض تعریف١.۴.٢.

مͬ��کنیم تعریف زیر �صورت به و مͬ�دهیم نمایش

∥T∥op = sup{∥Tx∥ : x ∈ X, ∥x∥ 6 ١} = sup{∥Tx∥ : x ∈ X, ∥x∥ = ١}

= sup{∥Tx∥
∥x∥

: x ∈ X,x ̸= ٠}

= inf{M > ٠ : ∥Tx∥ 6 M∥x∥, ∀x ∈ X}.

١١Fourier

١٢Riesz
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مͬ�نامیم. بی�کران خطͬ عملͽر را آن� غیر�این�صورت در و ،∥T∥ < ∞ درصورتͬ�که نامیم کران�دار را T خطͬ عملͽر

عملͽری را T ،X = Y اگر مͬ�دهیم. نمایش B(X,Y ) با را Y به X از کران�دار خطͬ تبدیلات تمام مجموعه�ی

مͬ�دهیم. نشان B(X) با را B(X,X) و مͬ�نامیم X روی

باناخ فضای Y اگر مͬ�دهد. تشͺیل نرم�دار فضای ͷی� عملͽر نرم با B(X,Y ) مجموعه�ی [33, 4.1] .٣.۴.١ قضیه

است. باناخ فضای ͷی نیز B(X,Y ) آن�گاه باشد،

H٢ به H١ از کران�دار خطͬ تبدیلات تمام مجموعه�ی B(H١,H٢) و هیلبرت فضاهای H٢ و H١ اگر .۴.۴.١ تذکر

،H = H١ = H٢ اگر است. باناخ فضای ͷی ∥ T ∥op= sup∥x∥H١6١
∥ Tx ∥H٢ نرم با مجموعه این آن�گاه باشد،

مͬ�دهیم. نمایش B(H) با را B(H١,H٢) فضای آن�گاه

X∗ با را X روی کران�دار و خطͬ تابعک�های تمام مجموعه�ی مͬ�گوییم. خطͬ تابعک را T آن�گاه ،Y = C اگر

است ممͺن را x ∈ X دلخواه عضو بر x∗ ∈ X∗ دلخواه عضو ͷی اثر مͬ�نامیم. X دوگان فضای و مͬ�دهیم نشان

دهیم. نشان ⟨x, x∗⟩به�صورت

به�ترتیب را RT = {y ∈ Y : T (x) = y xای ∈ X به�ازای } و NT = {x ∈ X : T (x) = ٠} زیرفضاهای

مͬ�نامیم. T برد فضای و پوچ فضای

برقرارند: زیر احͺام در�این�صورت باشند. هیلبرت فضای سه H٣ و H٢ ،H١ کنیم فرض [15, 2.1.2] .۵.۴.١ قضیه

.∥ S + T ∥6∥ S ∥ + ∥ T ∥ و S + T ∈ B(H١,H٢) آن�گاه ،S, T ∈ B(H١,H٢) اگر (الف)

.∥ λT ∥=| λ |∥ T ∥ و λT ∈ B(H١,H٢) داریم T ∈ B(H١,H٢) هر و λ ∈ F به�ازای�هر (ب)

داشت خواهیم همچنین و ST ∈ B(H١,H٣) آن�گاه ،S ∈ B(H٢,H٣) و T ∈ B(H١,H٢) اگر (ج)

∥ ST ∥6∥ S ∥∥ T ∥ .

�یͺتای عملͽر آن�گاه ،T ∈ B(X,Y ) اگر باشند. نرم�دار فضای دو Y و X کنیم فرض [33, 4.10] .۶.۴.١ قضیه

.⟨Tx, y∗⟩ = ⟨x, T ∗y∗⟩ ،y∗ ∈ Y ∗ هر و x ∈ X به�ازای�هر به�طوری�که دارد وجود T ∗ ∈ B(Y ∗, X∗)

مͬ�نامیم. T عملͽر الحاقͬ را T ∗ عملͽر و ∥T∥ = ∥T ∗∥ همچنین

.∥ T ∥= sup{| ⟨Th, h⟩ |: ∥ h ∥= ١} آن�گاه ،T = T ∗ اگر [15, 2.1.3] .٧.۴.١ گزاره

هرگاه نامیم وارون�پذیر را T ∈ B(X) عملͽر در�این�صورت باشد. X بر همانͬ عملͽر I فرضکنیم تعریف١.۴.٨.

.S = T−١ مͬ�نویسیم و ST؛ = I = TS به�طوری�که باشد موجود S ∈ B(X) عملͽر
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با هستند کران�دار وارون دارای که را H٢ به H١ از کران�دار خطͬ عملͽرهای همه�ی مجموعه�ی .٩.۴.١ تعریف

نمایش GL(H) با را GL(H١,H٢) مجموعه�ی آن�گاه ،H = H١ = H٢ اگر مͬ�دهیم. نمایش GL(H١,H٢)

مͬ�دهیم.

.T−١ ∈ GL(H) آن�گاه ،T ∈ GL(H) اگر ١٠.۴.١.(الف) نتیجه

.ST ∈ GL(H) آن�گاه ،S, T ∈ GL(H) اگر (ب)

باشد Y به�روی X از کران�دار خطͬ تبدیل ͷی T و باناخ فضای دو Y و X کنیم فرض [34, 5.10] .١١.۴.١ قضیه

به�عبارت�دیͽر ∥؛ Tx ∥> δ ∥ x ∥ به�طوری�که دارد وجود ٠ < δ مانند عددی دراین�صورت هست. نیز ͷبه�ی�ͷی که

است. X به Y از کران�دار خطͬ تبدیل ͷی T−١

و U, T ∈ B(X,Y ) ، α ∈ C ، باشند نرم�دار فضاهای Z و Y ، X کنیم فرض [34, 12.9] .١٢.۴.١ قضیه

برقرارند: زیر احͺام در�این�صورت .S ∈ B(Y, Z)

.(αT + U)∗ = αT ∗ + U∗ (الف)

.(ST )∗ = T ∗S∗ (ب)

.(T ∗)−١ = (T−١)∗ و است وارون�پذیر نیز T ∗ آن�گاه باشد، T−١ وارون با وارون�پذیر T اگر (ج)

و باشد T ∈ B(X) و نرم�دار برداری فضای ͷی X اگر (١٣ نویمان ,14](قضیه 2.2.3] .١٣.۴.١ قضیه

داریم و است وارون�پذیر T آن�گاه است، همانͬ نگاشت I آن در که ∥I− T∥ < ١

T−١ =
∞∑
k=٠

(I− T )k.

در�این�صورت .T ∈ B(H) کنیم فرض تعریف١.١۴.۴.

باشیم داشته ،x, y ∈ H به�ازای�هر هرگاه دیͽر عبارت به T؛� = T ∗ هرگاه گوییم خودالحاق را T عملͽر (الف)

.⟨Tx, y⟩ = ⟨x, Ty⟩

.٠ ≤ T مͬ�نویسیم و ٠ ≤ ⟨Tx, x⟩ ،x ∈ H به�ازای�هر هرگاه مثبتگوییم را T عملͽر (ب)

برقرار زیر شرط x ∈ H به�ازای�هر هرگاه گوییم (λn)∞n=١ قطر با (en)∞n=١ پایه�ی به نسبت قطری را T عملͽر (ج)

باشد:

x =

∞∑
n=١

αnen =⇒ T (x) =

∞∑
n=١

λnαnen

١٣Neumann


