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خدا نام به

روی دوم نوع فردهلم انتگرال حلعددیمعادلات

کران هایبی بازه

دانشجو:
عبدالهͬ فرزانه

پایان�نامه

اخذ برای لازم تحصیلͬ فعالیت�های از بخشͬ عنوان به دانشͽاه تکمیلͬ تحصیلات به شده ارائه

ارشد کارشناسͬ درجه

رشته در

عددی) آنالیز (گرایش كاربردى ریاضͬ

سمنان دانشͽاه از

داوری کمیته سوی از اعطاشده درجه درجه: با پایان�نامه کمیته توسط شده تأیید و ارزیابی

راهنما) (استاد سمنان دانشͽاه استادیار كرامتͭ باقر دکتر

مشاور) (استاد سمنان دانشͽاه استادیار صافͬ دکترمحمدرضا

اول) (داور . . . دانشͽاه استادیار . . . دکتر

دوم) (داور . . . دانشͽاه دانشیار . . . دکتر

تکمیلͬ) تحصیلات سمنان(نماینده دانشͽاه استادیار ... دکتر

١٣٩٠ اسفند
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ণپاسࢂචاری
وجودم ذره ذره نیست، شͺر توان بی�کرانت نعمات بر مرا وجود، بخش هستͬ ای پروردگارا!

تکبر فزونͬ برای نردبانͬ نه اندکم، دانش تا کن مدد مرا الهͬ مͬ�تپد. تو به شدن ͷنزدی و تو برای

از تجلیل برای باشد گامͬ بلͺه تجارت، برای مایه�ای دست نه و اسارت برای حلقه�ای نه غرور، و

دیͽران. و خود زندگͬ ساختن متعالͬ و تو

از مͬ�دانم لازم گشته�ام تحصیل از مقطع این اتمام به موفق بزرگ پروردگار لطف به که اکنون

نمایم. تشͺر نموده�اند، راهنمایی مرا مسیر این در که کسانͬ

و فرزانه استاد خدمت به را خود قلبی عمیق قدردانͬ و سپاس مراتب مͬ�دانم واجب خود بر

چشمه از پایان�نامه ارائه و تحصیل دوران طول در که کرامتͬ باقر دکتر آقای جناب گرانقدرم

نمایم. ابراز گشته�ام مند بهره خویش محدود ظرفیت قدر به والایشان اخلاق و دانش جوشان

داشتند عهده بر را پایان�نامه این مشاوره که صافͬ محمدرضا دکتر آقای جناب ارجمندم استاد از

دارم. را تشͺر کمال

زحمت داور مقام در که نوری دکتر آقای جناب و دمیرچͬ دکتر آقای جناب بزرگوار اساتید از

مͬ�نمایم. قدرنمایی داشتند عهده بر را پایان�نامه مطالعه

سپاسͽزارم. مͬ�دانم، آن�ها دیروز زحمات مدیون را امروزم سربلندی که عزیزم خانواده زحمات از



چͺیده

بیان دار) کران - کران بی های بازه (روی دوم نوع فردهلم انتگرال معادلات حل عددی های روش برخͬ �نامه�،� پايان �اين در

همͽرا و پایدار ها روش این باشند. مͬ گسسته های نسخه و تصویری های روش شامل پیشنهادی های روش نماییم. مͬ

وضع خوش خطͬ دستگاه این حل با که است، شده البعد متناهͬ معادله با متناظر خطͬ دستگاه به ای ویژه توجه هستند.

خوش و ها روش صحت تایید منظور به را عددى مثال�هاى آوریم. مͬ بدست را واقعͬ جواب به همͽرا تقریبی جواب

نماییم. مͬ ارائه خطͬ دستگاه وضعͬ

: كليدى واژه�هاى

لاگرانژ درونیابی ، تصویری های روش شرطͬ، عدد دوم، نوع فردهلم انتگرال معادلات

د



فهرستمطالب

١ مطالب فهرست

٣ جداول فهرست

۴ اشͺال فهرست

٢ مقدماتͬ مفاهیم ١

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه تعاریف ١-١

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال معادلات تاریخچه ١-٢

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال معادلات بندی دسته و تعریف ١-٣

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خاص های هسته ۴-١

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Lتوابع٢ ۵-١

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درونیابی ۶-١

٣٠ دار کران های بازه روی دوم نوع فردهلم انتگرال معادلات دستگاههای عددی رفتار ٢

٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیستروم روش و تصویری روش ٢-١

٣٠

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه مفاهیم ٢-٢

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال معادلات های دستگاه برای عددی روشͬ ٢-٣

۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همͽرایی و پایداری آنالیز ۴-٢

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال ۵-٢

۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فصل خلاصه ۶-٢

١



روی دوم نوع فردهلم انتگرال معادلات رفتار ٣

۶٧ کران بی های بازه

۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه نتایج و نمادها ٣-١

٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی های روش ٣-٢

٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حقیقͬ محور نیم روی فردهلم معادله ٣-٣

٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی های مثال ۴-٣

٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ۵-٣

٩٨ مراجع

١٠١ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه

٢



فهرستجداول

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x = ٠٫ ۵ برای Cv × Cv روش وزنͬ خطاهای ٢-١

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x = ٠٫ ٩ برای Cv × Cv روش وزنͬ خطاهای ٢-٢

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x = ٠٫ ۵ برای Lp
u × Lp

u روش وزنͬ خطاهای ٢-٣

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x = ٠٫ ٩ برای Lp
u × Lp

u روش وزنͬ خطاهای ۴-٢

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٢٩.٢) دستگاه طیفͬ نرم شرطͬ عدد ۵-٢

۶٣ . . . . . . . . . . . . x = ٠٫ ۴ برای Cγ,δ
v × Cγ,δ

v فضای در وزنͬ تقریبی های جواب ۶-٢

۶٣ . . . . . . . . . . . . x = ٠٫ ٨ برای Cγ,δ
v × Cγ,δ

v فضای در وزنͬ تقریبی های جواب ٢-٧

۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٢١.٢) دستگاه یͺنواخت نرم شرطͬ عدد ٢-٨

۶۴ . . . . . . . . . . . x = ٠٫ ۴ برای L٢
v
ρ,θ × L٢

v
ρ,θ فضای در وزنͬ تقریبی های جواب ٢-٩

۶۴ . . . . . . . . . . . x = ٠٫ ٨ برای L٢
v
ρ,θ × L٢

v
ρ,θ فضای در وزنͬ تقریبی های ٢-١٠جواب

۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٢٩.٢) دستگاه یͺنواخت نرم شرطͬ ٢-١١عدد

٩٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . θ = ٠٫ ۵ برای خطͬ دستگاه شرطͬ عدد ٣-١

٩٢ . . . . . . . . . . . . . . مختلف نقاط در θ = ٠٫ ۵ fm(x)
√
w(x) تابع مقدار محاسبه ٣-٢

٩٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . θ = ٠٫ ۶ برای خطͬ دستگاه شرطͬ عدد ٣-٣

٩٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلف نقاط در θ = ٠٫ ۶ fm(x)
√
w(x)مقدار ۴-٣

٩۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . θ = ٠٫ ٧ برای خطͬ دستگاه شرطͬ عدد ۵-٣

٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلف نقاط در θ = ٠٫ ٧ fm(x)
√
w(x) مقدار ۶-٣

٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . θ = ١
۴ برای خطͬ دستگاه شرطͬ عدد ٣-٧

٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلف نقاط در θ = ١
۴ fm(x)

√
w(x) مقدار ٣-٨

٣



فهرستاشكال

۶۵ . . . . . . . . L٢
v
ρ,θ × L٢

v
ρ,θ و Cγ,δ

v × Cγ,δ
v فضاهای در وزنͬ خطاهای رفتار نمودار ٢-١

٩٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . θ = ٠٫ ۵ برای f٢۵۶(x)
√
w(x) تابع نمودار ٣-١

٩٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . θ = ٠٫ ۶ برای f٢۵۶(x)
√
w(x) تابع نمودار ٣-٢

٩۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . θ = ٠٫ ٧ برای f٢۵۶(x)
√
w(x) تابع نمودار ٣-٣

٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . θ = ١
۴ برای f٢۵۶(x)

√
w(x) تابع نمودار ۴-٣

۴



پیشگفتار

زمینه از بسیاری در انتگرالͬ معادلات است. کاربردی ریاضیات در مهمͬ مبحث انتگرال معادلات وکاربرد نظریه

دیفرانسیل معادلات جواب عنوان به معادلات این چنین هم شوند. مͬ ظاهر ریاضͬ و ͷانیͺم ،ͷفیزی های

صورت به توانند مͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات زمینه در مسائل از بسیاری واقع، در شوند. مͬ گرفته درنظر

بسیاری چنین هم و کرده صدق اولیه مرزی شرایط درآن نیز انتگرالͬ معادله جواب هر که بیان انتگرالͬ معادلات

براین علاوه گردند. مͬ حاصل انتگرالͬ معادلات متناظر نتایج از مسائل این جواب یͺتایی و وجودی نتایج از

جایی آن از باشند. مͬ تصادفͬ فرآیندهای و تابعͬ آنالیز های شاخه در ابزار مفیدترین از ͬͺی انتگرالͬ معادلات

حل برای هایی روش دنبال به محققان و دانشمندان همواره بوده وسیع بسیار انتگرال معادلات کاربرد دامنه که

هم های روش تربیع، های روش قبیل از معادلات نوع این حل برای گوناگونͬ عددی های روش هستند. آنها

مͬ فصل سه بر مشتمل نامه پایان این دارد. و...وجود متغیر تبدیل و متوالͬ تقریب های روش گالرکین، و محلͬ

باشد.

شود. مͬ پرداخته مقدماتͬ مفاهیم و انتگرالͬ معادلات بندی ودسته تعاریف به اول فصل در

مورد دار کران های بازه روی دوم نوع فردهلم انتگرال معادلات جواب تقریب عددی های روش دوم فصل در

است. شده اثبات ها روش این وهمͽرایی پایداری و گرفته قرار بررسͬ

این وهمͽرایی پایداری و کران بی ی ها بازه روی دوم نوع فردهلم انتگرال معادلات عددی حل به سوم فصل در

است. شده پرداخته ها روش

١



١ فصل

مقدماتی مفاهیم

اولیه تعاریف ١-١

.١.١.١ تعریف

كند�، صدق زير خواص در كه d : X ×X −→ R حقيقͭ تابع باشد�. ناتهͭ مجموعه Xيك كنيد فرض

مͭ�شود�. ناميده فاصله يا متر

،�X از y و x هر ازاى به (١

d(x, y) ≥ ٠ , d(x, y) = ٠ ⇐⇒ x = y

،X از y و x هر ازاى به (٢

d(x, y) = d(y, x)

،X از z و y و x هر ازاى به (٣

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z) ( مثلثͭ (نامساوى

مͭ�دهند�. نشان (X, d) با و متریͷگويند يكفضاى ،�d متر با Xرا مجموعه

.٢.١.١ تعریف

وجود زیر خاصیت با x ∈ X مانند ای نقطه هرگاه نامند، همͽرا١ را (X, d)ͷمتری فضای در {xn} دنباله

باشد: داشته

طوریͺه به باشد، داشته وجود N مانند طبیعͬ عدد ،ε > ٠ هر ازای به

∀n > N =⇒ d(xn, x) < ε

١Converge

٢



.٣.١.١ تعریف

هرگاه: نامند کش٢ͬ یͷدنباله را (X, d)ͷمتری فضای {xn}در دنباله

آنگاه ،n,m >M اگر طوریͺه به باشد داشته Mوجود مانند صحیحͬ عدد ،ε > ٠ هر ازای به

d(xn, xm) < ε

.۴.١.١ تعریف

باشد. Xهمͽرا در کشͬ دنباله هر هرگاه گویند، کامل را (X, d)ͷمتری فضای

.۵.١.١ تعریف

عمل گاه هر نامیم مͬ F روی خطͬ فضای ͷی را X مجموعه باشد. C یا R میدان F کنید فرض

داشته F از β ، α Xو از z ، y ، x هر ازای به که قسمͬ به باشد موجود X Xبه ×X از . يا و + دوتایی

باشیم:

x+ y = y + x (١

(x+ y) + z = x+ (y + z) (٢

نامیم. مͬ خطͬ فضای صفر را عضو این ،X + ٠ = X که قسمͬ به باشد Xموجود از ٠ مانند عضوی (٣

طوریͺه به باشد داشته وجود −x ∈ X فرد منحصربه عضو ،x ∈ X عضو هر برای (۴

.x+ (−x) = (−x) + x = ٠

α · (x+ y) = α · x+ α · y (۵

(α+ β)x = α · x+ β · x (۶

α · (β · x) = (α · β) · x (٧

١ · x = x,٠ · x = ٠ (٨

نامیم. مͬ ضرب را . عمل و جمع را + عمل

.۶.١.١ تعریف

نامیم. مͬ مختلط خطͬ فضای Xرا ،F = C اگر و حقیقͬ خطͬ فضای Xرا ،F = R اگر

٢Cauchy Sequence

٣



.٧.١.١ تعریف

هرگاه: گویند نرم یͷشبه را p : X → R تابع Fباشد، میدان بر خطͬ فضای ͷیX کنید فرض

،�X از x هر ازاى به (١

p(٠) = ٠ , p(x) ≥ ٠

،F از α هر Xو از x هر ازاى به (٢

p(αx) = |α|p(x)

،X از y و x هر ازاى به (٣

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y)

.٨.١.١ تعریف

در �دهد، نتيجه را x = ٠ ،�p(x) = ٠ �كه به�قسمͭ باشد X خطͭ فضاى روى نرم شبه يك p كنيد فرض

آن�گاه Xباشد�، بر نرم يك ∥.∥ اگر مͭ�دهيم. نشان ∥.∥ با آن�را و مͭ�خوانيم نرم يك را pاين�صورت

،X از x هر ازاى به (١

∥x∥ ≥ ٠ , ∥x∥ = ٠⇐⇒ x = ٠

،�F ميدان از α هر Xو از x هر ازاى به (٢

∥αx∥ = |α| ∥x∥

،X از y و x هر ازاى به (٣

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ مثلثͭ�) (�نامساوى

گويند�. نرم�دار خطͭ يكفضاى Xرا اين�صورت در

.٩.١.١ تعریف

نامیم. مͬ کامل Xرا دار نرم فضای باشد، کامل d(x, y) = ||x− y|| متر به Xنسبت هرگاه

.١٠.١.١ تعریف

گویند. باناخ٣ یͷفضاى را کامل دار نرم فضای هر

٣Banach Space

۴



.١١.١.١ تعریف

باشد. مͬ [a, b] روی پیوسته توابع تمام مجموعه ،C[a, b] فضای

.١٢.١.١ تعریف

که است شده تعریف U : I → R پیوسته توابع از ای مجموعه عنوان به ،m ∈ N با Cm(I) مجموعه

باشد. مͬ بازه در پیوسته پذیر مشتق mبار ،I در

.١٣.١.١ تعریف

x٢ و x١ اعضاى براى هرگاه نامند خط۴ͭ عملͽر يك را Y خطͭ فضاى در X خطͭ فضاى Kاز عملͽر

باشيم داشته (�C (يا R از β و α اسͺالرهاى Xو از

K(αx١ + βx٢) = αK(x١) + βK(x٢)

.١۴.١.١ تعریف

يك هرگاه مͭ�شود�، ناميده معكوس�پذير عملͽر Y خطͭ فضاى به X خطͭ فضاى از K خطͭ عملͽر

Y روى همانͭ KUتابعͭ Xو روى همانͭ تابعͭ UK طوريͺه به باشد موجود U : Y −→ X خطͭ عملͽر

اگر است Kمعكوس�پذير به�علاوه مͭ�شود�. داده ١−Kنشان با و يͺتا U تابع باشد�، Kمعكوس�پذير اگر باشد�.

اگر تنها و

(C (�يا R از α ، β اسͺالرهاى آن در كه ،α = β شود نتيجه Kα = Kβ از يعنͭ باشد�؛ ͷی به ͷی K (١

مͭ�باشند�.

باشد�. Y ( K(تمام� برد يعنͭ باشد�؛ Kپوشا (٢

.١۵.١.١ تعریف

M > ٠ هرگاه كراندار را K : X −→ Y خطͭ عملͽر باشند�. نرم�دار فضاى دو Y و X كنيد فرض

باشيم داشته x ∈ X هر ازاى به �طوريͺه به باشد داشته وجود

∥K∥ = sup{∥Kx∥;x ∈ X, ∥x∥ ≤ ١} ≤M

.١۶.١.١ تعریف

هرگاه گويند خط۵ͭ تابعك يك را F اسͺالر ميدان برد با Xو خطͭ فضاى دامنه با ϕ خطͭ عملͽر

∀x١, x٢ ∈ X , α, β ∈ F : ϕ(αx١ + βx٢) = αϕ(x١) + βϕ(x٢)

۴ Linear Operator
۵ Linear Functional

۵



.١٧.١.١ تعریف

خطͭ عملͽر (�يا فشرده۶ خطͭ عملͽر را K : X −→ Y باشند�، نرم�دار فضاى دو Y و X كنيد فرض

K(M) تصوير ،X Mاز كراندار زير�مجموعه هر براى و باشد Kخطͭ اگر مͭ�ناميم پيوسته�) كامل به�طور

{K(M) | ||M ||X ≤ ١}

باشد. فشرده بستار Yدارای در

.١٨.١.١ تعریف

P : X −→ U خطͭ عملͽر Xباشد�. زير�فضاى U ̸= ∅ و نرم�دار خطͭ Xفضاى مͭ�كنيم فرض

خاصيت با

∀u ∈ U , Pu = u

مͭ�نامند�. U Xبه�روى از تصوير٧ عملͽر را

.١٩.١.١ تعریف

مانند نگاشتͬ V روی داخلͬ یͷضرب از منظور باشد. C روی برداری فضای ͷی V کنید فرض

باشیم داشته α ∈ C و x ، y ،z ∈ V هر ازای به که باشد مͬ (·, ·) : V × V → C

(x, x) > ٠ ، x ̸= ٠ هرگاه (١

x = ٠ اگر وفقط اگر (x, x) = ٠ (٢

(αx, y) = α(x, y) (٣

(x+ y, z) = (x, z) + (y, z) (۴

(x, y) = (y, x) (۵

.٢٠.١.١ تعریف

مͭ�گردد تعريف زير شͺل به (f, g) تابع دو داخلͭ صورتضرب این در f ، g ∈ C[a, b] كنيد فرض

(f, g) =

∫ b

a
f(x)g(x)dx

شود مͬ تعریف زير شͺل به f از p نرم

∥f∥p =
{∫ b

a
|f(x)|pdx

}١/p

۶ Compact Linear Operator
٧ Projection Operator

۶



خاص�: حالات

p = ١ ∥f∥١ =
{∫ b

a
|f(x)|dx

}
p = ٢ ∥f∥٢ =

{∫ b

a
|f(x)|٢dx

}١/٢

p =∞ ∥f∥∞ = max
a≤x≤b

|f(x)|

.٢١.١.١ تعریف

صورت به شده تعریف نرم با طوریͺه به باشد داخلͬ ضرب فضای ͷیH اگر

||f || = (f , f)
١
٢

شود. مͬ نامیده هیلبرت٨ Hیͷفضای آنگاه باشد، کامل

انتگرال معادلات تاریخچه ١-٢

تابع كه شد اطلاق معادلاتͭ به و تعريف ١٨٨٨ سال در ٩ ريماند بويس توسط بار اولين براى انتگرال معادله

١٧٨٢ سال در اسم اين از استفاده بدون ١٠ لاپلاس هر�چند�،� باشد�.� مجهول آن در انتگرال علامت تحت ϕ(x)

انتگرالͭ تبديل

f(x) =

∫ ∞

٠
e−xsϕ(s)ds (١.١)

گرفت�. به�كار ديفرانسيل معادلات و خطͭ تفاضلات معادلات حل براى را

معكوس فرمول�هاى ١٨٢٢ سال در ١١ فوريه گرما�، انتقال مسائل حل براى مثلثاتͭ سرى بͺارگيرى خصوص در

f(x) =

√
٢
π

∫ ∞

٠
sin(xs)ϕ(s)ds , (٢.١)

ϕ(s) =

√
٢
π

∫ ∞

٠
sin(xs)f(x)dx (٣.١)

و

f(x) =

√
٢
π

∫ ∞

٠
cos(xs)ϕ(s)ds , (۴.١)

٨ Hilbert Space
٩Bois.Reymond
١٠Laplace
١١Fourier

٧



ϕ(s) =

√
٢
π

∫ ∞

٠
cos(xs)f(x)dx (۵.١)

انتگرال معادلات از ϕ(s) جواب�هاى به�ترتيب (۵.١) كسينوسͭ و سينوسͭ(٣.١) فوريه تبديل آن در كه يافت را

مͭ�كنند�. فراهم f(x) مجهول تابع بر�حسب را (۴.١) و (٢.١)

نظير معادله�اى به گرما انتقال مانند ͭͺفيزي مسائل مطالعه�ى ضمن ١٢ آبل ١٨٢۶ سال در

f(x) =

∫ ∞

a
(x− s)−αϕ(s)ds (۶.١)

مͭ�باشد�. ،٠ < α < ١ ، f(a) = ٠ در صادق پيوسته تابع يك f(x) آن در كه يافت دست

مانند معادله�اى به مغناطيس نظريه�ى مطالعه ضمن ١٣ پواسن ١٨٢۶ سال در

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

٠
k(x− s)ϕ(s)ds (٧.١)

با رابطه در را انتگرالͭ معادله ١۴ پوآنكاره ١٨٩۶ سال در مͭ�باشد�. مجهول تابعͭ ϕ(s) آن در كه نمود برخورد

نظريه�ى بار اولين براى ١۵ ولترا به�نام ايتاليايى دانشمند سال همان در نمود�. مطرح جزئͭ ديفرانسيل معادله يك

مͭ�باشد: زير به�صورت ولترا معادله كلͭ شͺل نمود�. مطرح را انتگرال معادله عمومͭ

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a
k(x, t)ϕ(t)dt . (٨.١)

به�صورت خطͭ انتگرال معادلات از ديͽرى دسته ١۶ فردهلم به�نام سوئدى رياضيدان �١٩٠٣-�١٩٠٠ سال�هاى در

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a
k(x, t)ϕ(t)dt (٩.١)

نمود�. مطرح خود مشهور و جالب قضاياى همراه به را

زمينه اين در مقالاتͭ و شد انتگرال معادلات حل براى عددى و كلاسيك روش�هاى استخراج در فراوانͭ تلاش

اشاره ديͽران و تيخانوف فيليپس�، مشهور مقالات به مͭ�توان بین آن از كه شد ارائه ١٩۶�١٩٨٧-�٣ سال�هاى بين

نظريه�ى نيز و ... ارتباطات�، مͺانيك�، فيزيك�، نظير مختلفͭ علوم در مͭ�توان را انتگرالͭ معادلات كاربرد كرد�.

رياضيات در مهم موضوعͭ انتگرال�، معادلات كاربرد و نظريه كرد�. مشاهده جزئͭ و معمولͭ ديفرانسيل معادلات

هم�چنين و ͭͺفيزي های پدیده از بسيارى براى رياضͭ مدل�هاى به�عنوان انتگرال�، معادلات مͭ�باشد�. كاربردى

مͬ انتگرال معادلات تاریخچه بیشتر مطالعه برای مͭ�گيرند�. قرار استفاده مورد رياضͭ مسائل فرمول�بندى براى

کنید. مراجعه [٢ ،١٣ ،٢٨] به توانید

١٢Abel
١٣Poisson
١۴Poincare
١۵Volterra
١۶Fredholm

٨



انتگرال معادلات بندی دسته و تعریف ١-٣

.١.٣.١ تعریف

از ای نمونه باشد. انتگرال علامت تحت u(x) مجهول تابع آن در که است ای معادله انتگرال، یͷمعادله

باشد: مͬ زیر بصورت است، مجهولͬ تابع u(x) آن در که ل انتگرا معادله ͷی

u(x) = f(x) + λ

∫
k(x, t) u(t)dt (١٠.١)

حقیقͬ عدد λ ̸= ٠ و معادله هسته را باشد مͬ t و x متغیر دو از تابعͬ ,k(xکه t) معلوم، f(x)تابع آن در که

باشد. مͬ مختلط یا

.٢.٣.١ تعریف

صورتخطͬ به انتگرال علامت تحت مجهول تابع که شوند مͬ اطلاق معادلاتͬ به خطͬ انتگرال معادلات

باشد: مͬ زیر صورت به معادلات از نوع این کلͬ شͺل شود. مͬ ظاهر

ϕ(x)u(x) = f(x) + λ

∫
k(x, t) u(t)dt.

.٣.٣.١ مثال

باشند: مͬ خطͬ معادله از مثالͬ زیر انتگرال معادلات

u(x) = x٣ + λ

∫ ١

٠
xtu(x)dt

u(x) = ex + λ

∫ x

a
sin(xt)u(t)dt

.۴.٣.١ تعریف

صورت به انتگرال علامت تحت مجهول تابع که شوند مͬ اطلاق معادلاتͬ به خطͬ غیر انتگرال معادلات

باشد: مͬ زیر صورت به معادلات از نوع این کلͬ شͺل شود. مͬ ظاهر خطͬ غیر

ϕ(x)u(x) = f(x) + λ

∫
k(x, t, u(t))dt.

.۵.٣.١ مثال

باشند مͬ خطͬ غیر انتگرال معادله از مثالͬ زیر معادلات

u(x) = sin(x) + λ

∫ ١

٠
xteu(t)dt

u(x) = lnx+ λ

∫ x

a
xtu٢(t)dt

٩



گیرند مͬ نظر در زیر بصورت را (١٠.١) معادله اوقات گاهͬ

u = f + λKu,

دهند مͬ نمایش زیر بصورت و نامند مͬ انتگرال عملͽر را K که

K =

∫ b

a
k(x, t)(.)dt,

Kf(t) =
∫ b

a
k(x, t)f(t)dt.

شود مͬ تعریف زیر بصورت ،X Xبه از ،I همانͬ عملͽر ،X باناخ فضای هر برای

x ∈ X,

Ix = x.

نماید مͬ برقرار زیر شͺل به را بودن خطͬ خاصیت انتگرال عملͽر معادله، بودن خطͬ صورت در

K[λ١ϕ١(t) + λ٢ϕ٢(t)] = λ١K[ϕ١(t)] + λ٢K[ϕ٢(t)],

آن در که

K[ϕ(t)] =
∫ b

a
k(x, t)ϕ(t)dt.

اکنون نمایند. مͬ بندی دسته ولترا انتگرال معادلات و فردهلم انتگرال معادلات گروه دو به را انتگرال معادلات

کنیم. مͬ بررسͬ را نوع هر عمده وخواص تعاریف

فردهلم انتگرال معادلات ١-٣-١

تعریف زیر صورت به حالتخطͬ در هستند b ، aثابت مقادیر انتگرال حدود آن در که انتگرال معادله کلͬ شͺل

گردد: مͬ

ϕ(x)u(x) = f(x) + λ

∫ b

a
k(x, t)u(t)dt, a ≤ x, t ≤ b,

باشد. مͬ معلوم پارامتر ͷی λ و مشخص قبل از k(x, t) هسته و f(x) تابع آن در که

تبدیل زیر معادله به بالا معادله ،ϕ(x) = ٠ اگر (١

f(x) + λ

∫ b

a
k(x, t)u(t)dt = ٠,

نامند. مͬ اول نوع فردهلم انتگرال معادله را آن و

١٠


