
چ΋یده

Έی روی شده تعریف مقدار برداری کراندار توابع برای ضعیف متناوب تقریباً توابع مفهوم نامه پایان این در

توابع برای میانگین Έارگودی قضایای و شود ͳم ͳبررس محدب موضعاً فضای Έی در مقادیر با گروه نیم

کار از گرفتن انگیزه با همچنین م�ͳکنیم. اثبات و بیان را ابرلین مفهوم به برداری ضعیف متناوب تقریباً

براین و شود ͳم ͳبررس پیوستگ�ͳشان هم و نگاشت�ها از گروه�هایی نیم بودن متناوب تقریباً بین رابطه فرشه،

قضیه همچنین م�ͳکنیم. ͳبررس را نگاشت�ها از پیوسته هم گروه�های نیم برای میانگین Έارگودی قضیه اساس

م�ͳکنیم. مطالعه خاص حالت�های در باناخ فضاهای در گروه�هایی نیم چنین برای را میانگین Έارگودی

تقریباً نیم�گروه�های ضعیف، متناوب تقریباً توابع متناوب، تقریباً توابع میانگین�پذیری، کلیدی: واژهای

میانگین. Έارگودی قضایای متناوب،
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پیشΎفتار

Έی در مقادیر با گروه نیم Έی روی ضعیف متناوب تقریباً توابع به را متناوب تقریباً توابع مفهوم ابرلین١

تعاریف این دنبال به و آمد وجود به ضعیف متناوب تقریباً گروه�های نیم مفهوم و داد توسعه برداری فضای

شدند. ͳبررس ها گروه نیم و توابع نوع این برای Έارگودی قضایای

روی شده تعریف مقدار برداری کراندار توابع برای ضعیف متناوب تقریباً توابع مفهوم نامه پایان این در

برای میانگین Έارگودی قضایای و م�ͳکنیم ͳبررس را محدب موضعاً فضای Έی در مقادیر با گروه نیم Έی

م�ͳکنیم. اثبات و بیان را ابرلین مفهوم به برداری ضعیف متناوب تقریباً توابع

و نگاشت�ها از گروه�هایی نیم بودن متناوب تقریباً بین رابطه فرشه٢، کار از گرفتن انگیزه با همچنین

م�ͳکنیم. ͳبررس نگاشت�ها از پیوسته هم گروه�های نیم برای میانگین Έارگودی قضیه در را پیوستگ�ͳشان هم

خاصمطالعه حالت�های در باناخ فضاهای در گروه�هایی نیم چنین برای را ارگودیΈمیانگین قضیه ͳهمچنین

م�ͳکنیم.

است: شده تقسیم بخش�هایی به فصل هر و است فصل سه بر مشتمل نامه پایان این

م�ͳگیرند قرار استفاده مورد سه و دو فصل�های در که ͳتابع آنالیز از قضایایی و تعاریف اول: فصل

خودداری فصل این قضیه�های اثبات از ͳبعض آوردن از مطالب اصل از نشدن دور خاطر به است. شده بیان

اشاره مراج΄ به قضایا اثبات مشاهده و مباحث این در بیشتر اطلاعات کسب برای م�ͳتواند خواننده کرده�ایم.

کند. مراجعه قسمت هر در شده

شده آورده فصل این در نیازند، مورد سه فصل ͳاصل قضیه�های برای که قضیه�هایی و تعاریف دو: فصل

است. شده گنجانیده مبحث در مثال�هایی و گردیده�اند اثبات قضیه�ها موضوع، با کامل آشنایی جهت است.

است، شده بیان موضوع از تاریخچه�ای است، شده آشنا مبحث با خواننده که فصل این در سه: فصل

و ضعیف متناوب تقریباً توابع برای میانگین Έارگودی قضایای ͳیعن نامه، پایان ͳاصل قضایای نهایت در

است. شده بیان و مطالعه متناوب تقریباً گروه�های نیم برای میانگین Έارگودی قضایای

م�ͳشوند. فرض ͳحقیق ͳΎهم برداری فضاهای نامه، پایان این در

Eberliein١
Frechet٢

١



١ فصل

نیازها پیش و اولیه تعاریف

م�ͳکنیم، استفاده ها آن از بعد فصل�های در که ͳتابع آنالیز از ͳاساس قضایای و تعاریف بیان به فصل این در

م�ͳپردازیم.

اولیه مفاهیم ١.١

نامه پایان در که تعریف چند تنها آشناست، Έمتری و توپولوژک فضاهای مفهوم با خواننده که فرض این با

م�ͳکنیم. یادآوری را است شده استفاده ها آن از

برای یΈپایه را B ⊂ Z گردایه�ی باشد، Έتوپولوژی فضای Έی (X, Z) کنیم فرض تعریف١.١.١.

باشد. B اعضای از ͳاجتماع Z عضو هر گاه هر گوییم Z

.B = Z قرارداد م�ͳتوان واق΄ در دارد، پایه Έی توپولوژی هر که است ΀واض

از ͳΎهمسایΈی G آنگاه باز، مجموعه Έی G و باشد Έتوپولوژی فضای Έی X اگر تعریف٢.١.١.

.x۰ ∈ G اگر م�ͳشود، نامیده x۰ ∈ X نقطه

x۰ ∈ X همسای�ͳΎهای از U مجموعه آنگاه باشد Έتوپولوژی فضای Έی (X, Z) اگر تعریف٣.١.١.

U از عضوی شامل x۰ از ͳΎهمسای هر اگر م�ͳشود گفته x۰ نقطه در ͳموضع پایه یا ͳΎهمسای یΈپایه

باشد.

گاه: هر م�ͳشود گفته فیلتر یΈپایه X زیرمجموعه�های از B مجموعه تعریف١.١.۴.

B؛ ≠ ϕ و ϕ ̸∈ B [١]

٢



.B۳ ⊂ B۱ ∩ B۲ که باشد داشته وجود چنان B۳ ∈ B آنگاه ،B۲ ∈ B و B۱ ∈ B اگر [٢]

گفته کراندار تماماً X از C زیرمجموعه است، Έمتری فضای Έی X کنیم فرض .۵.١.١ تعریف

که باشند داشته وجود چنان X در xn, . . . , x۱ اعضای از ͳمتناه تعداد ،ϵ > ۰ هر برای اگر م�ͳشود

م�ͳشود. نامیده ͳمتناه ϵ-تور Έی {x۱, . . . , xn} مجموعه .C ⊆ ∪n
i=۱Bϵ(xi)

برقرارند: زیر گزاره�های آنگاه باشد، X Έمتری فضای از زیرمجموعه Έی C اگر .۶.١.١ قضیه

باشد. کراندار تماماً و بسته C اگر تنها و اگر است فشرده C [١]

باشد. کراندار تماماً C اگر تنها و اگر است فشرده C [٢]

.[١] مرج΄ به شود رجوع اثبات.

نیست. فشرده اما است کراندار تماماً ͳمعمول متر با (۰,۱) .٧.١.١ مثال

نیست. فشرده بنابراین نیست، کراندار تماماً اما است کامل ͳمعمول متر با R

فضاها ٢.١

باشد ∥ · ∥ : E −→ R نگاشت هرگاه م�ͳنامیم نرمدار یΈفضای را E برداری فضای تعریف١.٢.١.

که طوری به

x = ۰ ↔ ∥x∥ = ۰, ∥x∥ ≥ ۰ ∀x ∈ E

∥αx∥ = |α|∥x∥ ∀α ∈ R,∀x ∈ E

∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥ ∀x, y ∈ E

م�ͳنامیم. باناخ یΈفضای را E باشد، کامل d(x, y) = ∥x − y∥Έمتری با E هرگاه و

و (x, y) 7→ x + y که X × X −→ X توابع آنگاه باشد، نرمدار فضای Έی X اگر .٢.٢.١ گزاره

هستند. پیوسته (α, x) 7→ αx که R × X −→ X

.[٨] مرج΄ به شود رجوع اثبات.

٣



م�ͳنامیم تصویر را P : E −→ E ͳخط نگاشت باشد. باناخ فضای Έی E کنیم فرض تعریف٣.٢.١.

.P (Px) = Px داریم: x ∈ E هر ازای به که این ͳیعن ،P ۲ = P هرگاه

م�ͳکنیم تعریف باشد. نرمدار فضای Έی X کنیم فرض .۴.٢.١ مثال

Cb(X) = {f : X −→ R : است پیوسته و {fکراندار

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به Cb(X) در را اس΋الر ضرب و جم΄

(f + g)(x) = f(x) + g(x) ∀f, g ∈ Cb(X)

(αf)(x) = αf(x) ∀α ∈ R,∀f ∈ Cb(X)

Cb(X) ،∥f∥ = supx∈X |f(x)| سوپریمم نرم با و م�ͳکند تبدیل برداری فضای Έی به را Cb(X) که

دارد وجود ϵ > ۰ برای بΎیریم، نظر در را Cb(X) در {fn} ͳکش دنباله اگر زیرا م�ͳشود. باناخ فضای Έی

که: N ∈ N

∀n,m ≥ N ∥fn − fm∥ <
ϵ

۲
.

داریم: x ∈ X برای

|fn(x) − fm(x)| ≤ ∥fn − fm∥

RهمΎراست. از نقطه�ی به fn(x)پس است، Rکامل چون Rاست. در ͳکش یΈدنباله {fn(x)} نتیجه در

داریم: limn−→∞ fn(x) = f(x) x ∈ X هر برای ͳیعن

|fn(x) − f(x)| ≤ |fn(x) − fm(x)| + |fm(x) − f(x)|

≤ ∥fn − fm∥ + |fm(x) − f(x)| <
ϵ

۲
+ |fm(x) − fn(x)|

است. کراندار و پیوسته نیز f لذا و است ی΋نواخت طور به همΎرایی پس

که م�ͳکنیم تعریف .۱ ≤ p < ∞ و ͳناته و دلخواه مجموعه�ای I کنید فرض .۵.٢.١ مثال

lp = {f : I −→ R :
∑
i∈I

|f(i)|p < ∞}

۴



I = N اگر است. باناخ فضای Έی lp(I) آنگاه .∥f∥p = (
∑

i∈I |f(i)|p)
۱
p م�ͳکنیم تعریف همچنین

.lp(N) = lp آنگاه

آن روی را sup نرم و م�ͳدهیم نشان l∞(I) با را است کراندار f که f : I −→ R توابع تمام مجموعه

م�ͳکنیم تعریف

∥f∥∞ = sup
i∈I

|f(i)|

است. باناخ فضای Έی نیز l∞(I) آنگاه

که است توپولوژی Έی با همراه X برداری فضای (TVS)Έتوپولوژی برداری فضای تعریف٢.١.۶.

نگاشت�های:

,x)؛ y) 7→ x + y که X × X −→ X (١

.(α, x) −→ αx که R × X (٢

باشند. پیوسته X روی توپولوژی به نسبت

است. TVS Έی نرمدار فضای هر ،٢.٢.١ گزاره بنابر .٧.٢.١ مثال

م�ͳشود گفته محدب موضعاً توپولوژی Έی X توپولوژی΋ال برداری فضای توپولوژی .٨.٢.١ تعریف

صورت این در باشد. صفر از (١.٧.١ (تعریف محدب ͳΎهمسای Έی شامل صفر از ͳΎهمسای هر هرگاه

م�ͳشود. گفته (L. C. S) محدب موضعاً فضای Έی X

است. هاوسدورف محدب موضعاً فضای هر .٩.٢.١ گزاره

.[٨] مرج΄ به شود رجوع اثبات.

Έی حداقل X نقطه هر گاه هر م�ͳنامیم فشرده موضعاً را X Έتوپولوژی فضای .١٠.٢.١ تعریف

باشد. داشته فشرده بست با ͳΎهمسای

فشرده Rn ͳاقلیدس فضای است. فشرده موضعاً وضوح به فشرده Έتوپولوژی فضای هر .١١.٢.١ مثال

است. فشرده موضعاً اما نیست

۵



و باشد نرمدار فضایی Y و باناخ فضای X اگر .((PUB) ی΋نواخت کرانداری (اصل ١٢.٢.١ قضیه

کراندار {Ax : A ∈ A} مجموعه x ∈ X هر برای اگر تنها و اگر است Aکراندار Aآنگاه ⊆ B(X,Y )

باشد.

.[٨] مرج΄ به شود رجوع اثبات.

ͳخط عملΎر Έی T و باشند باناخ فضاهای F و E کنیم فرض بسته). نمودار (قضیه ١٣.٢.١ قضیه

بسته E × F در م�ͳدهیم نمایش G(T ) با که T نمودار کنیم فرض باشد. F به E از (١.٣.١ (تعریف

است. پیوسته T صورت این در باشد.

.[٣۶] منبع به شود رجوع اثبات.

زیرفضای گاه هر Xباشد، Έتوپولوژی برداری فضای از بسته فضایی Mزیر فرضکنیم تعریف٢.١.١۴.

که باشد X از N مانند بسته�ای

X = M + N, M ∩ N = {۰}

نماد از و است N و M مستقیم مجموع X گوییم حالت این در م�ͳشود. متمم X در M گوییم آنگاه

م�ͳکنیم. استفاده X = M ⊕ N

است. پیوسته B پوچ فضای و A برد با p تصویر آنگاه ،X = A ⊕ B هرگاه .١۵.٢.١ قضیه

xn −→ x کنیم فرض باشد. قضیه مفروضات مانند B پوچ فضای و A برد با تصویر p کنیم فرض اثبات.

xn − pxn ∈ B چون y = py نتیجه در و y ∈ A داریم است، بسته A و pxn ∈ A چون .pxn −→ y و

پیوسته p بسته، نمودار قضیه طبق لذا y = px پس py = px نتیجه در x− y ∈ B داریم است، بسته B و

م�ͳباشد.

پیوسته نگاشت�های مجموعه C(X)) F ⊆ C(X) و باشد باناخ فضای Έی X اگر تعریف٢.١.١۶.

x۰ از U ͳΎهمسای x۰ ∈ X هر برای و ϵ > ۰ هر برای اگر است پیوسته هم F آنگاه است)، X به X از

fها. ∈ F تمام و xها ∈ U تمام برای |f(x) − f(x۰)| < ϵ که طوری به باشد داشته وجود

۶



دوگان فضاهای ٣.١

م�ͳنامیم ͳخط را T : X −→ Y عملΎر باشند، برداری فضای دو Y و X کنیم فرض تعریف١.٣.١.

باشیم: داشته α ∈ R هر و x, y ∈ X هر ازای به گاه هر

T (αx + y) = αT (x) + T (y)

ترتیب به را Y و X از R(T ) = {T (x) : x ∈ X} و N(T ) = {x ∈ X : T (x) = ۰} فضاهای زیر

م�ͳنامیم. T برد فضای و پوچ فضای

آنگاه باشد، ͳخط عملΎری T : X −→ Y و باشند نرمدار فضای دو Y و X کنیم فرض تعریف٢.٣.١.

م�ͳکنیم: تعریف زیر صورت به و م�ͳدهیم نشان ∥T∥ با را T عملΎر نرم

∥T∥ = sup{∥Tx∥
∥x∥

: x ∈ X, x ̸= ۰}

.∥T∥ = ∞ گاه هر م�ͳنامیم بی΋ران را آن و ∥T∥ < ∞ گاه هر م�ͳنامیم کراندار را T عملΎر

م�ͳدهیم. نشان L(X) با X = Y اگر و L(X, Y ) با را Y به X از کراندار و ͳخط عملΎرهای تمام فضای

م�ͳنامیم. کراندار ͳتابعکخطΈی را T هر ،Y = R یا C اگر خاص حالت در همچنین

م�ͳدهیم. نشان E′ با را E نرمدار برداری فضای روی کراندار ͳخط تابع�ͳهای تمام فضای تعریف٣.٣.١.

صورت این در م�ͳدهیم. نشان < x,x′ > یا x′(x) با را E از x روی x′ اثر م�ͳگیریم. نظر در را x′ ∈ E ′

دوگان فضای را آن که است باناخ فضای Έی E ′ فضای ،∥x′∥ = sup∥x∥≤۱ | < x, x′ > | تعریف با

م�ͳنامیم. E

م�ͳدهیم. نشان x′′ با Eرا ′′ اعضای Eم�ͳنامیم. دوگاندوم را آن و م�ͳدهیم ′′Eنشان با Eرا ′ دوگان فضای

در y′ ∈ Y ′ و x ∈ X هر برای که را A′ : Y ′ −→ X ′ نگاشت ،A ∈ L(X, Y ) اگر تعریف٣.١.۴.

م�ͳنامیم. A از ͳالحاق نگاشت کند صدق < A(x), y′ >=< x, A′(y′) > رابطه

Έتوپولوژی برداری فضای Έی X و بوده Q اندازه فضای بر اندازه Έی µ کنیم فرض .۵.٣.١ تعریف

انتگرال µ به نسبت x′f هر ازای به X اس΋الر توابع که طوری به باشد X توی به Q از تابع Έی f و باشد
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هر است. شده تعریف (q ∈ Q) (x′f)(q) = x′(f(q)) وسیله به x′ ∈ X ′ هر ازای به x′f که باشند پذیر

،x′ ∈ X ′ هر ازای به که باشد موجود چنان y ∈ X مانند برداری گاه

x′(y) =

∫
Q

(x′f)dµ

م�ͳکنیم: تعریف زیر صورت به را مقدار برداری توابع انتگرال آنگاه

∫
Q

fdµ = y.

دنباله صورت این در باشد. lp بر پیوسته ͳخط ͳتابع Έی f و ۱ ≤ p < ∞ کنیم فرض .۶.٣.١ قضیه

به هست (q = ∞, p = ۱ برای نیز و ۱
p

+ ۱
q

= ۱ آن در (که y = (y۱, y۲, . . .) ∈ lq مانند ی΋تایی

x = (x۱, x۲, . . .) ∈ lp هر ازای به که طوری

f(x) =
∞∑

n=۱

xnyn.

جاهای در و Έی با برابر nام مختص در آن مقدار که باشد دنباله�ای en کنیم فرض ،n هر ازای به اثبات.

آنگاه ،x = (x۱, x۲, . . .) ∈ lp اگر که است روشن است. صفر با برابر دیΎر

lim
n−→∞

∥x −
n∑

i=۱

xiei∥P = ۰

م�ͳدهیم نشان yn = f(en) کنیم فرض ،n هر ازای به .f(x) =
∑∞

i=۱ xnf(en) سان، بدین

y = (y۱, y۲, . . .) ∈ lq

قرار ۱ < p < ∞ اگر .y ∈ l∞ رو این از و |yn| = ∥f(en)∥ ≤ ∥f∥ صورت این در ،p = ۱ اگر

م�ͳدهیم

an =

{
yn.|yn|q−۲ yn ̸= ۰
۰ yn = ۰

٨



این: بر علاوه .|an|p = |yn|q = anyn داریم n هر ازای به صورت این در

n∑
i=۱

|yi|p =
n∑

i=۱

aiyi =
n∑

i=۱

aif(ei)

= f(
n∑

i=۱

aiei) ≤ ∥f∥∥
n∑

i=۱

aiei∥p

= ∥f∥(
n∑

i=۱

|ai|p)
۱
p

= ∥f∥(
n∑

i=۱

|yi|q)
۱
p

،n هر ازای به پس

(
n∑

i=۱

|yi|q)۱−
۱
p = (

n∑
i=۱

|yi|q)
۱
q ≤ ∥f∥ < ∞

.f(x) =
∑∞

n=۱ xnyn و دارد تعلق lq به y = (y۱, y۲, . . .) که م�ͳدهد نشان این

گرفت. ͳ΋ی l∞ با را l۱ دوگان فضای م�ͳتوان قضیه این به توجه با

هان-باناخ قضایای ۴.١

کنید. مطالعه [٣۶] منبع در م�ͳتوانید را بخش این اثبات�های کلیه

P : اگر باشد. R روی برداری فضای Έی E کنیم فرض .(ͳتحلیل ش΋ل (هان-باناخ١، ١.۴.١ قضیه

باشد: زیر خواص با نگاشت Έی E −→ R

a)P (λx) = λP (x), ∀x ∈ E, ∀λ ≥ ۰

b)P (x + y) ≤ P (x) + P (y), ∀x, y ∈ E

که: طوری به باشد ͳخط نگاشت Έی g : G −→ R و برداری فضای زیر Έی G ⊆ E و

g(x) ≤ P (x) ∀x ∈ G

:ͳیعن م�ͳدهد. توسیع را g که است موجود E روی شده تعریف f ͳخط تابعک Έی صورت این در

g(x) = f(x) ∀x ∈ G

Hann-Banach١
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که طوری به

f(x) ≤ P (x) x ∈ E.

g : G −→ R و E برداری فضای زیر Έی G و است نرمدار فضای Έی E کنیم فرض .٢.۴.١ نتیجه

صورت این در باشند. ∥x∥ ≤ ۱ و x ∈ G که ∥g∥
G′ = sup g(x) نرم با پیوسته و ͳخط نگاشت Έی

.∥f∥E′ = ∥g∥G′ و دهد توسیع را g که طوری به است موجود f ∈ E ′

به کرد پیدا را f۰ ∈ E ′ م�ͳتوان x۰ ∈ E هر برای است. نرمدار فضای Έی E کنیم فرض .٣.۴.١ نتیجه

.< x۰, f۰ >= ∥x۰∥۲ و ∥f۰∥ = ∥x۰∥ که طوری

داریم: x ∈ E هر برای .۴.۴.١ نتیجه

∥x∥ = sup
f∈E′

∥f∥≤۱

∥ < x, f > ∥ = max
f∈E′

∥f∥≤۱

| < x, f > |

:f ∈ E ′ برای دیدیم، ٢.٣.١ تعریف در چنانچه .۵.۴.١ توضیح

∥f∥E′ = sup
x∈E
∥x∥≤۱

|f(x)| = sup
x∈E
∥x∥≤۱

f(x) (a)

اتخاذ ͳیعن نیست ماکسیمم Έی سوپریمم فوق تعریف در ͳکل طور به دارد. تفاوت قبل نتیجه فرمول با که

و م�ͳگردد اتخاذ سوپریمم این باشد (١.٧.١ (تعریف ͳانعکاس باناخ فضای Έی E اگر اما نم�ͳشود.

این در شود، اتخاذ (a) در sup ،f ∈ E ′ هر برای که طوری به باشد باناخ فضای Έی E اگر برعکس،

جیمز١) (قضیه است. ͳانعکاس E صورت

صفر غیر ͳخط نگاشت Έی f که H = {x ∈ E, f(x) = α} ش΋ل به مجموعه�ای .۶.۴.١ تعریف

م�ͳدهیم. نشان [f = α] یا H با و گوییم صفحه ابر را α ∈ R و E برداری فضای روی

باشد. پیوسته f اگر تنها و اگر است بسته [f = α] ابرصفحه E باناخ فضای در .٧.۴.١ لم

اگر م�ͳکند جدا ی΋دیΎر از را B و A ،[f = α] صفحه ابر ،A,B ⊂ E کنیم فرض .٨.۴.١ تعریف

عددی اگر م�ͳکند جدا یΈدیΎر از اکیداً را B و A و f(x) ≥ α (∀x ∈ B) و f(x) ≤ α (∀x ∈ A)

James١
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که باشد موجود ϵ > ۰ مانند

f(x) ≥ α + ϵ (∀x ∈ B) f(x) ≤ α − ϵ (∀x ∈ A).

با ͳناته محدب، مجموعه دو A,B ⊂ E کنیم فرض .(ͳهندس اول ش΋ل (هان-باناخ، ٩.۴.١ قضیه

از را B و A که است موجود صفحه ابر Έی صورت این در باشد. باز A کنیم فرض باشند، ͳته اشتراک

م�ͳکند. جدا ی΋دیΎر

دو A,B ⊂ E و است باناخ فضای Έی E کنیم فرض .(ͳهندس دوم ش΋ل (هان-باناخ، ١٠.۴.١ قضیه

فشرده B و بسته A و باشد باناخ فضای Έی E کنیم فرض باشند. ͳته اشتراک با و ͳناته محدب، مجموعه

م�ͳکند. جدا هم از اکیداً را B و A که است موجود بسته صفحه ابر Έی صورت این در باشد،

صورت این در F ̸= E که طوری به باشد برداری فضای زیر Έی F ⊂ E کنیم فرض .١١.۴.١ نتیجه

.f(x) = ۰ (∀x ∈ F ) و f ̸= ۰ که دارد وجود f ∈ E ′

استفاده F ⊂ E برداری زیرفضای Έی بودن چΎال اثبات برای فوق نتیجه از عموماً .١٢.۴.١ توضیح

f = ۰ باشیم داشته F روی که طوری به م�ͳگیریم نظر در E روی f پیوسته و ͳخط تابعک Έی م�ͳکنیم.

است. صفر با برابر E روی جا همه f که م�ͳکنیم ثابت و

قطبی دو قضیه مجموعه�هایمحدبو ۵.١

۰ < α < ۱ هر ازای به گاه هر م�ͳشود Eمحدبنامیده برداری فضای از C مجموعه زیر تعریف١.۵.١.

باشیم داشته x, y ∈ C هر و

αx + (۱ − α)y ∈ C.

از محدب ترکیبات تمام اگر تنها و اگر است محدب E برداری فضای از C مجموعه زیر .٢.۵.١ گزاره

و
∑n

i=۱ ti = ۱ که t۱, . . . , tn ∈ [۰,۱] و x۱, . . . , xn ∈ A هر برای ͳیعن باشد C داخل C اعضای

.
∑n

i=۱ tixi ∈ A باشیم داشته n ∈ N

.[٨] مرج΄ به شود رجوع اثبات.
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است. محدب مجموعه�ای نرمدار فضای در بسته یا باز گوی هر .٣.۵.١ مثال

A شامل محدب زیرمجموعه کوچ΋ترین باشد، E برداری فضای از زیرمجموعه�ای A اگر تعریف١.۴.۵.

A شامل محدب مجموعه�های تمام اشتراک Co A م�ͳدهیم. نشان CoA با و گوییم A محدب غلاف را

است. A نقاط از محدب ترکیبیات تمام مجموعه Co A ͳیعن است،

م�ͳدهیم. نشان CoA با را A غلافمحدب بستار باشد، TVS Έی E اگر

.CoA = Co A آنگاه باشد، E Έتوپولوژی برداری فضای از زیرمجموعه�ای A اگر .۵.۵.١ گزاره

.[٨] مرج΄ به شود رجوع اثبات.

زیر مجموعه�ی که است A قطب A۰ نماد باشد، E TVS از زیرمجموعه Έی A اگر .۶.۵.١ تعریف

م�ͳباشد.

A۰ = {x′ ∈ E ′ : | < x, x′ > | ≤ ۱, ∀x ∈ A}

م�ͳکنیم: تعریف زیر صورت به را ۰A۰ همچنین و

۰A۰ = {x ∈ E : | < x, x′ > | ≤ ۱,∀x′ ∈ A۰}

برای گاه هر م�ͳشود گفته متعادل A باشد، E TVS از محدب زیرمجموعه Έی A اگر تعریف١.۵.٧.

.αx ∈ A باشیم: داشته |α| ≤ ۱ که α ∈ R و x ∈ A هر

محدب غلاف ۰A۰ آنگاه ،A ⊆ E و باشد محدب موضعاً فضای Έی E اگر قطبی). (دو ٨.۵.١ قضیه

است. A از بسته متعادل

.[٨] به کنید رجوع اثبات.

ضعیفستاره توپولوژیضعیفو ۶.١

نگاشت صورت این در f ∈ E ′ اگر باشد. آن Eدوگان ′ و باناخ EیΈفضای فرضکنیم تعریف١.۶.١.

م�ͳکنیم: تعریف چنین را φf : E −→ R

φf (x) : f(x) =< x, f >

١٢



است E روی توپولوژی کوچ΋ترین م�ͳدهیم نشان σ(E,E ′) نماد با را آن که E ضعیفروی توپولوژی

م�ͳسازد. پیوسته را (φf )f∈E′ نگاشت�های تمام که

ضعیف توپولوژی برای x سمت به xn همΎرایی باشد، E در دنباله�ای {xn} اگر .٢.۶.١ گذاری نماد

م�ͳدهیم. نشان xn ⇀ x با را σ(E, E ′)

آنگاه: باشد. E نرمدار فضای در دنباله�ای {xn} کنیم فرض .٣.۶.١ گزاره

.< xn, f >−→< x, f > f∀؛ ∈ E ′ اگر تنها و اگر xn ⇀ x (a

.xn ⇀ x آنگاه xn −→ x اگر (b

و است کراندار ∥xn∥ آنگاه xn ⇀ x اگر (c

∥x∥ ≤ lim inf
n−→∞

∥xn∥.

آنگاه (ͳمعمول توپولوژی با E ′ در (همΎرایی fn −→ f و xn ⇀ x اگر (d

< xn, fn >−→< x, f > .

دنباله Έی ویژه به منطبق�اند. هم بر ͳمعمول توپولوژی و ضعیف توپولوژی باشد، ͳمتناه E بعد گاه هر (e

باشد. همΎرا قوی طور به اگر تنها و اگر همΎراست ضعیف

.[٣۶] مرج΄ به شود رجوع اثبات.

گاه هر هستند، (بسته) باز ͳمعمول توپولوژی برای ضعیف توپولوژی (بسته�های) بازهای .۴.۶.١ توضیح

(بسته�هایی) بازهایی ͳیعن است، ͳمعمول توپولوژی از کوچ΋تر اکیداً توپولوژیضعیف باشد ͳمتناه Xنا بعد

وجود دنباله�های همچنین نیستند (بسته) باز ضعیف توپولوژی برای که دارد وجود ͳمعمول توپولوژی برای

نیستند. همΎرا قوی طور به ͳول هستند همΎرا ضعیف طور به که دارند

توپولوژی برای هیچΎاه S = {x ∈ X : ∥x∥ = ۱} مجموعه باشد، ͳنامتناه X بعد اگر .۵.۶.١ مثال

است. بسته ͳمعمول توپولوژی در حالی΋ه در نیست بسته ضعیف

شرایط با x۰ ∈ E هر ازای به م�ͳدهیم نشان

١٣



x۰ ∈ S
σ(E,E′)

, ∥x۰∥ < ۱

ضعیف توپولوژی در V ͳΎهمسای هر ازای به منظور این برای (Sσ(E,E′)

= {x ∈ E : ∥x∥ ≤ ۱} ͳیعن)

م�ͳکنیم: فرض .V ∩ S ̸= ∅ م�ͳدهیم نشان x۰ از

V = {x : | < fi, x − x۰ > | < ϵ; i = ۱, . . . , n}

وجود y۰ای اگر چون (∀i = ۱, . . . , n) < fi, y۰ >= ۰ که کرد انتخاب طوری را ۰ ̸= y۰ ∈ E م�ͳتوان

هسته دارای ͳریخت΋ی z −→ (f۱(z), . . . , fn(z)) ضابطه با f : X −→ Rn نگاشت باشد. نداشته

ضابطه با g : [۰,∞) −→ [۰,∞) م�ͳکنیم تعریف است. تناقض که dim E ≤ n نتیجه در است صفر

قضیه طبق است پیوسته g چون g(۰) = ∥x۰∥ < ۱ و limt−→∞ g(t) = +∞ که t −→ ∥x۰ + ty۰∥

fi((x۰ + ty۰) − x۰) = ۰ < ϵ وضوح به .∥x۰ + ty۰∥ = ۱ که طوری به t۰ Έی دارد وجود ͳمیان مقدار

.x۰ + ty۰ ∈ V ∩ S ̸= پس∅ ∥x۰ + ty۰∥ = ۱ و x۰ + ty۰ ∈ V۰ نتیجه در

توپولوژی برای هیچΎاه U = {x ∈ X : ∥x∥ < ۱} مجموعه و باشد ͳنامتناه X بعد اگر .۶.۶.١ مثال

است. باز ͳمعمول توپولوژی در که ͳحال در نیست باز ضعیف

σ(E, E ′) برای C صورت این در محدب، C ⊂ E و باشد باناخ EیΈفضای فرضکنیم .٧.۶.١ قضیه

ضعیف همΎرای {xn} دنباله اگر نتیجه در باشد. بسته قوی طور به اگر تنها و اگر است بسته ضعیف طور به

همΎراست. x به قوی طور به که دارد وجود xnها محدب ترکیبات از دنباله Έی آنگاه باشد x به

.[٣۶] مرج΄ به شود رجوع اثبات.

باشد. F به E از پیوسته ͳخط عملΎر Έی T و باشند باناخ فضای دو F و E کنیم فرض .٨.۶.١ قضیه

و است پیوسته σ(F, F ′) ضعیف توپولوژی با F به σ(E,E ′) ضعیف توپولوژی با E از T صورت این در

برعکس.

به σ(E, E ′) ضعیف E از x 7→< Tx, f > نگاشت f ∈ E ′ هر برای دهیم نشان است ͳکاف اثبات.

برای بنابراین است، E روی پیوسته و ͳخط تابع Έی x −→< Tx, f > نگاشت ͳول است. پیوسته R

است. پیوسته نیز σ(E, E ′) ضعیف توپولوژی

١۴



G(T ) صورت این در باشد. پیوسته و ͳخط ضعیف F به ضعیف E از T کنیم فرض عکس بر

E × F در G(T ) همچنین و است بسته σ(E × F, E ′ × F ′) توپولوژی برای E × F در (١٣.٢.١)

است. پیوسته (قوی) F به (قوی) E از T که م�ͳگیریم نتیجه بنابراین است. بسته قوی توپولوژی برای

این در باشد، پیوسته و ͳخط ضعیف F به (قوی) E از T اگر که م�ͳشود داده نشان استدلال همان با

است. پیوسته (قوی) F به (قوی) E از T صورت

به را φx : E ′ −→ R نگاشت x ∈ E هر برای باشد. E ′ دوگان E ′′ م�ͳکنیم فرض .٩.۶.١ تعریف

نگاشت�های خانواده�ی Έی کند، تغییر E در x اگر م�ͳگیریم. نظر در را φx(f) =< x, f > ضابطه�ی

نشان σ(E ′, E) نماد با آنرا که E ′ روی ستاره ضعیف توپولوژی م�ͳآید. بدست R به E ′ از (φx)x∈X

م�ͳسازد. پیوسته را (φx)x∈X نگاشت�های تمام که است E ′ روی توپولوژی کوچ΋ترین م�ͳدهیم

به است. کوچ΋تر σ(E ′, E ′′) توپولوژی از σ(E ′, E) توپولوژی که است ΀واض E ⊆ E ′′ چون

است. σ(E ′, E ′′) توپولوژی از کمتری (بسته) باز مجموعه�های دارای σ(E ′, E) توپولوژی دیΎر عبارت

این و است بیشتری فشرده�های دارای باشد، کمتری بازهای دارای توپولوژی Έی اگر که م�ͳکنیم توجه

توپولوژی�هاست. کردن ضعیف برای تلاش عامل موضوع

را σ(E ′, E) ستاره ضعیف توپولوژی برای f سمت به fn دنباله همΎرایی باشد، E ′ در دنباله�ای {fn} اگر

م�ͳدهیم. نشان fn
w∗
−→ f یا و fn

∗−→ f با

داریم: باشد. E ′ در دنباله�ای {fn} کنیم فرض .١٠.۶.١ قضیه

x ∈ E هر ازای به اگر تنها و اگر σ(E ′, E) برای fn
∗−→ f (a

< x, fn >−→< x, f > .

برای fn −→ f اگر σ(E ′, E ′′) برای fn −→ f صورت این در قوی، طور به fn −→ f اگر (b

.σ(E ′, E) برای fn
∗
⇀ f صورت این در σ(E ′, E ′′)

.∥f∥ ≤ lim inf ∥fn∥ و است کراندار ∥fn∥ صورت این در σ(E ′, E) برای fn
∗
⇀ f اگر (c

.< xn, fn >−→< x, f > صورت این در قوی، طور به xn −→ x اگر و fn
∗−→ f اگر (d

منطبق�اند. برهم ضعیف توپولوژی و ستاره ضعیف توپولوژی باشد، ͳمتناه E بعد گاه هر (e

١۵



هستند. L. C. S ستاره ضعیف و ضعیف توپولوژی�های فضای .١١.۶.١ قضیه

.[٣۶] مرج΄ به شود رجوع اثبات.

BE′′ در (١.٧.١ (تعریف n(BE) صورت این در باشد. باناخ یΈفضای E کنیم فرض .١٢.۶.١ قضیه

است. چΎال σ(E ′′, E ′) توپولوژی با

.[٣۶] مرج΄ به شود رجوع اثبات.

ضعیف توپولوژی برای BE′ = {f ∈ E ′ : ∥f∥ ≤ ۱} مجموعه (باناخ-آلااقلو١). ١٣.۶.١ قضیه

است. فشرده σ(E ′, E) ستاره

.[٣۶] مرج΄ به شود رجوع اثبات.

است. کراندار C آنگاه باشد، X باناخ فضای از ضعیف فشرده زیرمجموعه�ای C اگر .١۴.۶.١ قضیه

.[٣۶] مرج΄ به شود رجوع اثبات.

ی΋نواختمحدب طور به و اکید محدب ،ͳانعکاس فضاهای ٧.١

آن و م�ͳگیریم نظر در < x′, nx >=< x, x′ > تعریف با را n : E −→ E ′′ نگاشت تعریف١.٧.١.

صورت این در م�ͳنامیم. ͳنگاشتطبیع را

| < x′, nx > | = | < x, x′ > | ≤ ∥x∥∥x′∥ = ∥nx∥ ≤ ∥x∥

∥nx∥ = ∥x∥ پس ،< x, x′ >= ∥x∥ که دارد وجود x′ ∈ E ′ ،x ̸= ۰ ازای به ۴.۴.١ نتیجه بنابر

را E فضای باشد هم پوشا n اگر کرد. ͳتلق E ′′ از زیرمجموعه�ای م�ͳتوان را E لذا است ایزومتری Έی

گوییم. ͳانعکاس

است. ͳانعکاس lp ،۱ < p < ∞ برای .٢.٧.١ مثال

Banach-Alaoglu١

١۶



اگر است ͳانعکاس E صورت این در باشد. باناخ فضای Έی E کنیم فرض .(٢ͳکاکوتان) ٣.٧.١ قضیه

اگر تنها و

BE = {x ∈ E : ∥x∥ ≤ ۱}

باشد. فشرده σ(E, E ′) توپولوژی برای

.[٣۶] مرج΄ به شود رجوع اثبات.

آن از بسته برداری زیرفضای Έی M ⊂ E و ͳانعکاس باناخ فضای Έی E کنیم فرض .۴.٧.١ گزاره

است. ͳانعکاس E توسط شده القا نرم با M صورت این در باشد.

.[٣۶] مرج΄ به شود رجوع اثبات.

E ′ اگر تنها و اگر است ͳانعکاس E صورت این در باشد. باناخ فضای Έی E کنیم فرض .۵.٧.١ گزاره

باشد. ͳانعکاس

.[٣۶] مرج΄ به شود رجوع اثبات.

هرگاه م�ͳشود گفته اکید محدب X باناخ فضای تعریف٧.١.۶.

x, y ∈ BX , x ̸= y ⇒ ∥(۱ − λ)x + λy∥ < ۱ ∀λ ∈ (۰,۱)

ندارند، قرار BX در X از BX واحد گوی از y و x مجزای نقاط از (x+y)
۲ وسط نقطه که این ͳیعن این و

اگر دیΎر عبارت به

∥x∥ = ∥y∥ = ∥(x + y)

۲
∥

.x = y آنگاه

زیر: تعریف با ∥x∥۲ نرم با n ≥ ۲ که X = Rn کنیم فرض .٧.٧.١ مثال

∥x∥۲ = (
n∑

i=۱

x۲
i )

۱
۲ , x = (x۱, x۲, . . . , xn) ∈ Rn

است. اکید محدب X آنگاه

Kakutani٢

١٧


