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آراست. عقل زیور را ͳآدم خود، بی�کران لطف با که را حیم خداوندگار سپاس
بیاض دکتر آقای جناب خود، راهنمای اساتید بی�دریغ زحمات از م�ͳدانم خود وظیفه� آغاز در
به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم ͳقدردان و تشر صمیمانه دارابی
تقبل را نامه پایان این مطالعه زحمت که زاده نجف شهرام دکتر آقای جناب از و نم�ͳرسید، انجام
از همچنین و دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به و فرمودند

دارم. را ͳقدردان و تشر کمال ͳرحیم اصغر دکتر آقای جناب خود، مشاور استاد
. عزیزم مادر و پدر ،ͳمهربان و مهر خداوندگاران دستان بر م�ͳزنم بوسه پایان، در

ͳقدیم فاطمه
١٣٩٠ ماه مرداد ଘمقدৎ

৮دروماෙय़భباৣم
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کلماتکلیدی:

سوگینو انتگرال فازی، اندازه ، یکنوا هم توابع ، مینکوفسکی نامساوی

چکیده

کلاسیک نامساوی است. مینکوفسکی نامساوی ریاضی، مشهور های نامساوی از یکی
ریاضی نظر نقطه از نامساوی این شد. منتشر ١٩١٠ سال در مینکوفسکی توسط مینکوفسکی
کاربردها برای قوی ابزار یک تواند می انتگرالی نامساوی هر کل در است. مهم بسیار کابردی و
آنگاه کنیم، می فکر محمولی ابزار یک عنوان به انتگرالی عملگر یک به وقتی ویژه به باشد.
مهم تواند می کاربردی فرایندهایی چنین سازی بعد و گیری اندازه در انتگرالی نامساوی یک
های انتگرال برای را مینکوفسکی های نامساوی از تعمیمی داریم قصد نامه پایان این در باشد.

دهیم. ارائه مجرد فضاهای روی سوگینو



آ� مطالب فهرست

فهرستمطالب

صفحه عنوان

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی انتگرال و اندازه ١

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ها مجموعه نظریه از نیاز مورد زمینه ١-١

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Έکلاسی اندازه از ͳمفاهیم ١-٢

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی های اندازه ١-٣

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیر اندازه توابع ۴-١

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی انتگرال ۵-١

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی انتگرال های ͳویژگ ۶-١

٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . t-همنرم و نرم t-زیر ١-٧

٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی انتگرال بالای های کران ٢

٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اکید ینوای توابع فازی انتگرال ٢-١

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ینوا توابع فازی انتگرال ٢-٢

۴١ . . . . . . . . . . . . . . فازی انتگرال برای شف بی ͳچ های نامساوی ٢-٣

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳمینکوفس نامساوی تعمیم ٣

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳمینکوفس Έکلاسی نامساوی ٣-١

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی انتگرال برای ͳمینکوفس نامساوی ٣-٢

۵٣ . . . . . . . . . . . . . . فازی انتگرال برای ͳمینکوفس نامساوی تعمیم ٣-٣

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ۴-٣

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مآخذ و منابع

۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳانگلیس به ͳفارس واژه�نامه



ب مطالب فهرست

۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳفارس به ͳانگلیس واژه�نامه



پیشگفتار

ارائه برکلی در کالیفرنیا دانشگاه از زاده٢ لطفی پروفسور توسط ١٩٦٥ سال در فازی١ منطق

مفاهیم ارائه با را زاده نظرات توکیو تکنولوژی انستیتو از سوگینو٣ میشیو ١٩٧٢ سال در شد.

اندازه سوگینو کرد. تعقیب سوگینو) انتگرال به معروف (همچنین فازی انتگرال و فازی اندازه

در جمعی۴ غیر کمیت کردن ارزیابی هدف با یکنوا و پیوسته ای مجموعه توابع مانند را فازی
گمان۵ های اندازه مانند زیادی متفاوت فازی های اندازه کرد. معرفی مهندسی های دستگاه

زیادی انواع ریاضی متفاوت های شاخه در ویژه به موجودند. ... و امکان۶ فازی های اندازه و

دارد. وجود جمعی غیر ای مجموعه توابع از

مورد قطعی غیر محیط در مسائل بندی مدل برای توانند می فازی های انتگرال و ها اندازه

از زیادی جالب های ویژگی سوگینو های انتگرال یا فازی های انتگرال شوند. واقع استفاده

دارند. ریاضی نظر نقطه

بحث مورد بسیاری توسط مفاهیم این سوگینو، توسط فازی وانتگرال اندازه معرفی از بعد

داده تعمیم [۰, ∞] به [۰, ۱] از را فازی های اندازه برد آدامز٨ و رالسکو٧ گرفت. قرار بررسی و
کلیر١١ و وانگ١٠ پاپ،٩ که حالی در دادند. ارائه فازی های انتگرال از معادل تعریف چندین و

های جنبه دیگران و رومن-فلورس١٢ دادند. ارائه فازی های اندازه نظریه از اجمالی نظر یک

١Fuzzy Logic
٢Lotfi A. Zadeh
٣M. Sugeno
۴Non-additive
۵Belief
۶Possibility
٧D. Ralescu
٨G. adams
٩E. Pap

١٠Wang
١١Klir
١٢Román-Flores



محققان از دیگر برخی کردند. بررسی را فازی های انتگرال H-پیوستگی و سطح-پیوستگی

(سوپریمم) ∨ ویژه عملگر جای به دیگر عملگرهای برخی از استفاده با را سوگینو انتگرال نیز

فازی های انتگرال از خانواده دو ژیل١۴ و سوآرز١٣ ترتیب این به و دادند. تعمیم (اینفیمم) ∧ و

کردند. معرفی را هستند، فازی همنرم نیم های انتگرال و فازی نرم نیم های انتگرال به معروف

هر کل در هستند. تئوریکال و کاربردی های زمینه در مفیدی نتایج انتگرال های نامساوی

انتگرال برای ها نامساوی مطالعه باشد. کاربردها برای قوی، ابزاری تواند می انتگرالی نامساوی

محققان از بسیاری توسط سپس و شد چالکو-کانو١۵شروع و فلورس رومن- توسط سوگینو

سوگینوی انتگرال برای را اپتیمال بالای کرانهای برخی دیگران و رومن-فلورس یافت. ادامه

همچنین آوردند. بدست سوگینو انتگرال برای را یانگ نامساوی و دادند. ارائه یکنوا توابع

و شف١٨ بی چی نامساوی یک پیچشی١٧، نامساوی یک ینسن١۶، نامساوی نوع یک ادامه در

نوع یک [٣] در آوردند. بدست ها انتگرال نوع این برای را استولارسکی١٩ نامساوی نوع یک

در[٦] مسیار٢١ و اویانگ٢٠ توسط که آمده، بدست ویژه حالت یک برای شف بی چی� نامساوی

[٢] یعقوبی و آگاهی توسط سوگینو انتگرال برای مینکوفسکی نامساوی بررسی یافت. تعمیم

را نامه) پایان این اصلی (هدف مینکوفسکی، نامساوی از تعمیمی آگاهی سپس و شد. شروع

شبه عملگر یک برای و دلخواه فازی اندازه یک به نسبت همنوا، توابع سوگینوی انتگرال برای

آورد. بدست مجرد فازی اندازه فضای یک روی گونه جمع

انتگرال و اندازه مفهوم اول فصل در ابتدا که گردیده، ارائه ترتیب این به نامه پایان این

تعمیم نامساوی و سوگینو انتگرال بالای های کران دوم فصل در کنیم. می معرفی را فازی

١٣Suárez
١۴Gil
١۵Y. Chalco-Cano
١۶Jensen
١٧Convolution
١٨Chebyshev
١٩Stolorsky
٢٠Y. Oyang
٢١R. Mesiar



است، پایان�نامه اصلی فصل واقع در که سوم فصل در کنیم. می بیان را شف بی چی یافته

کنیم. می بررسی سوگینو انتگرال برای را مینکوفسکی نامساوی



نمادها و نشانه�ها فهرست

لبگ اندازه m

فازی اندازه µ

فازی انتگرال −
∫

X های مجموعه زیر از σ-جبری F

X روی شده تعریف نامنفی پذیر اندازه توابع مجموعه F+(X)

سوپریمم
∨

اینفیمم
∧

{x ∈ X|f(x) ≥ α} مجموعه Fα

{x ∈ X|f(x) > α} مجموعه Fᾱ

شبه-جمع
⊕

E مجموعه مشخصه تابع χ
E

حلقه نیم S

X توانی مجموعه P(X)

برل میدان B

تهی مجموعه ∅

فازی پذیر اندازه فضای (X,F )

فازی اندازه فضای (X,F , µ)

f توسط شده تولید σ-جبر F (f)



١ فصل

فازی انتگرال و اندازه

ها مجموعه نظریه از نیاز مورد زمینه ١-١

X از هایی مجموعه زیر را بررسی مورد های مجموعه همه باشد. مجموعه١ یک X کنیم فرض

متناهی، تعداد شامل است ممکن X شوند. می نامیده آن نقاط X عناصر کرد. خواهیم فرض

ای نقطه هیچ شامل که را ای مجموعه باشد. نقاط از نامتناهی ناشمارای یا نامتناهی شمارای

. x /∈ ∅ و x ∈ X داریم X از x نقطه هر برای بنابراین دهیم. می نشان ∅ با نباشد

کلاس یک φ و مجموعه یک E اگر شود. می نامیده کلاس یک ها مجموعه از ای مجموعه

است. φ کلاس به متعلق E مجموعه که است معنی این به E ∈ φ آنگاه باشد

عبارت x ∈ X همه برای ،E مجموعه مشخصه تابع باشد مجموعه Έی E اگر تعریف١-١-١.

از: است

χ
E

(x) =

 ۱ x ∈ E

۰ x /∈ E

مشخصه تابع های ͳویژگ از ͳبرخ .١-١-٢ تذکر

ͳیعن است Έی به Έی شان مشخصه توابع و ها مجموعه بین تناظر

E = F ⇔ χ
E

(x) = χ
F

(x) ∀x ∈ X

مرج΄ ١مجموعه



٢ فازی انتگرال و اندازه .١

طور همین و

E ⊂ F ⇔ χ
E

(x) ≤ χ
F

(x) ∀x ∈ X

و

χ
X
≡ ۱, χ

∅
≡ ۰, χ

E∪F
= max(χ

E
, χ

F
), χ

E∩F
= min(χ

E
, χ

F
)

ها مجموعه روی های عملΎر تعریف١-١-٣.

به متعلق که X از ͳنقاط همه مجموعه باشد. X های مجموعه زیر از کلاس Έی φ کنیم فرض •∪
φ با را آن و شود ͳم نامیده φ های مجموعه اتحاد باشد، φ کلاس از مجموعه Έی کم دست

دهیم. ͳم نشان

φ های مجموعه اشتراک باشد، φ کلاس از مجموعه هر به متعلق که X از ͳنقاط همه مجموعه •

دهیم. ͳم نشان
∩

φ با را آن و شود ͳم نامیده

مجزا φ کلاس ترتیب همین به باشد. E ∩F = ∅ اگر شوند ͳم نامیده مجزا F و E مجموعه دو •

باشد. مجزا φ جدای مجموعه دو هر اگر شود، ͳم نامیده

،En به متعلق که X از ͳنقاط همه مجموعه باشد ها مجموعه از ای دنباله {En} کنیم فرض •

یا lim
n

supEn با را آن و شود ͳم نامیده {En} بالایی حد باشد، n مقادیر از ͳنامتناه تعداد برای

دهیم. ͳم نشان lim
n
En

حد باشد، n مقادیر از ͳمتناه تعداد جزء همه، برای ،En به متعلق که X از ͳنقاط همه مجموعه •

دهیم. ͳم نشان lim
n
En یا lim

n
infEn با را آن و شود ͳم نامیده {En} ͳپایین

.۴-١-١ گزاره

lim
n

sup En =
∞∩
n=۱

∞∪
i=n

Ei

lim
n

inf En =
∞∪
n=۱

∞∩
i=n

Ei

.۵-١-١ گزاره

lim
n

inf En ⊆ lim
n

sup En .

اگر و

lim
n

inf En = lim
n

sup En



٣ ها مجموعه نظریه از نیاز مورد زمینه .١-١

دهیم. ͳم نشان lim
n

En با را آن و است موجود {En}دنباله حد گوییم آنگاه

داریم نیاز ها مجموعه از ای دنباله حد مفهوم به فازی اندازه تعریف برای

ها) مجموعه از ینوا ای دنباله (حد .۶-١-١ نکته تعریفو

داریم و شود ͳم نامیده صعودی {En} دنباله آنگاه ،E۱ ⊆ ... ⊆ En ⊆ En+۱ ⊆ ... اگر

lim
n→∞

En =
∞∪
n=۱

En

داریم و شود ͳم نامیده ͳنزول {En} دنباله آنگاه ، E۱ ⊇ ... ⊇ En ⊇ En+۱ ⊇ ... اگر و

lim
n→∞

En =
∞∩
n=۱

En

شوند. ͳم نامیده ینوا ،ͳنزول و صعودی های دنباله

ها) مجموعه از هایی (کلاس تعریف١-١-٧.

ͳم نشان P(X) با را آن که شود ͳم نامیده X ͳتوان مجموعه ،X های مجموعه زیر همه کلاس •

دهیم.

باشیم داشته E,F ∈ R هر ازای به اگر شود ͳم نامیده حلقه R ͳناته کلاس •

E ∪ F ∈ R , E − F ∈ R

باشیم داشته E,F ∈ R هر ازای به اگر شود ͳم نامیده جبر R ͳناته کلاس •

E ∪ F ∈ R , Ē ∈ R

به باشد. بسته گیریها ممل و اتحادها تحت که است ͳناته ͳکلاس جبر، Έی دیΎر، عبارت به

شود. جایΎزین “ ∩ ” توسط تواند ͳم “ ∪ تعریف” این در وضوح

باشیم، داشته E,F ∈ S هر ازای به اگر شود ͳم نامیده حلقه نیم Έی S ͳناته کلاس •

E ∩ F ∈ S (١

است موجود S در ها مجموعه از {C۰, C۱, ..., Cn} ͳمتناه کلاس آنگاه باشد E ⊂ F اگر (٢

طوریه،

E = C۰ ⊂ C۱ ⊂ ... ⊂ Cn = F

باشد. Di = Ci − Ci−۱ ∈ S ، i = ۱, ۲, ..., n هر برای که

است. حلقه نیم هر به متعلق ∅ مجموعه و است حلقه نیم Έی حلقه، هر



۴ فازی انتگرال و اندازه .١

اگر، شود ͳم نامیده σ-حلقه Έی F ͳناته کلاس •

باشد E − F ∈ F ، E,F ∈ F هر ازای به (١

داریم ، i = ۱, ۲, ... که Ei ∈ F هر ازای به (٢
∞∪
i=۱

Ei ∈ F

باشد. بسته شمارا های اتحاد تحت که است ای حلقه -حلقه، σ Έی

آنگاه ،{En} ∈ F و -حلقه σ Έی F اگر و است بسته شمارا های اشتراک تحت -حلقه σ Έی

lim
n

sup En ∈ F , lim
n

inf En ∈ F

σ-جبر Έی F اگر بنابراین باشد. X شامل که است ای σ-حلقه σ-میدان)، (یا σ-جبر Έی •

Ē = X − E ∈ F داشت خواهیم E ∈ F هر ازای به باشد،

است. σ-جبر Έی آنها متمم و شمارا های مجموعه همه کلاس مثال، برای

داشته {En} ⊂ M ینوای دنباله هر برای اگر شود ͳم نامیده ینوا کلاس M ͳناته مجموعه •

lim
n
En ∈ M باشیم

Έکلاسی اندازه از ͳمفاهیم ١-٢

باشد ͳناته مجموعه Έی X کنیم فرض تعریف١-٢-١.

زیر شرایط در اگر شود ͳم نامیده X روی توپولوژی Έی X های مجموعه زیر از τ گردایه .١

کند: صدق

، X ∈ τ و ∅ ∈ τ (آ)

،V۱ ∩ V۲ ∩ ... ∩ Vn ∈ τ آنگاه ،Vi ∈ τ ،i = ۱, ..., n ازای به گاه هر (ب)

ناپذیر) شمارش یا شمارشپذیر، ،ͳمتناه) τ اعضای از ͳدلخواه گردایه {Vα} گاه هر (پ)

. ∪
α
Vα ∈ τ آنگاه باشد،

τ اعضای ،Έتوپولوژی فضای Έی را (X, τ) آنگاه باشد، X در توپولوژی Έی τ گاه هر .٢

شوند. ͳم نامیده X ی بسته های مجموعه آنها متمم و X باز های مجموعه



۵ Έکلاسی اندازه از ͳمفاهیم .١-٢

گوییم آنگاه باشد، Y توی به X از ͳنگاشت f و بوده Έتوپولوژی فضای دو Y و X گاه هر .٣

باشد. X در باز ای مجموعه f−۱(V ) ،Y در V باز مجموعه هر ازای به اگر است پیوسته f

Έی F و مجموعه Έی X که است (X, F ) تایی دو پذیر اندازه فضای Έی تعریف١-٢-٢.

طوریه است X های مجموعه زیر از σ-جبر

X ∈ F .١

Ā ∈ F آنگاه A ∈ F اگر باشد. X از مجموعه زیر Έی A کنیم فرض .٢

.
∞∪
n=۱

An ∈ F آنگاه An ∈ F اگر .٣

شوند. ͳم نامیده پذیر اندازه های مجموعه F عناصر

X باز های مجموعه شامل که باشد σ-جبری ،F و باشد ͳحقیق اعداد مجموعه X اگر مثال برای

است. معروف برل σ-جبر همان ،F آنگاه است،

E توسط شده تولید -جبر σ ،P(X) ⊇ E شامل یتای σ-جبر کوچترین تعریف١-٢-٣.

دهیم. ͳم نشان F (E) با را آن و شود ͳم نامیده

تابع F روی مثبت اندازه Έی باشد پذیر اندازه یΈفضای (X,F ) فرضکنیم تعریف١-٢-۴.

کند: صدق زیر های ͳویژگ در که است µ : F −→ [۰,∞]

µ(∅) = ۰ (آ)

آنگاه باشد، ها مجموعه از مجزا ای دنباله {Ej}∞j=۱ ⊆ F اگر شمارا) ͳجمع) (ب)

µ(
∞∪
j=۱

Ej) =
∞∑
j=۱

µ(Ej)

است. F روی اندازه Έی µ که شود ͳم نامیده اندازه فضای Έی (X,F , µ) تایی سه

باشد. اندازه فضای Έی (X,F , µ) کنیم فرض تعریف١-٢-۵.

باشد. µ(X) < ∞ اگر شود ͳم نامیده ͳمتناه µ •

به ، µ(Ej) < ∞ با {Ej}∞j=۱ ⊆ F ͳبرخ برای X =
∞∪
j=۱

Ej اگر شود ͳم نامیده ͳمتناه- σ ، µ •

J ∈ N هر ازای



۶ فازی انتگرال و اندازه .١

های مجموعه ی دنباله همه برای ، µ(
∞∪
j=۱

Ej) =
∞∑
j=۱

µ(Ej) اگر شود ͳم نامیده ͳجمع-σ ،µ •

.{Ej}∞j=۱ ⊆ F مجزای

باشد. µ(X) = ۱ اگر شود ͳم نامیده احتمال اندازه ،µ •

باشد. اندازه فضای Έی (X,F , µ) کنیم فرض ها) اندازه ای پایه های ͳویژگ) .۶-١-٢ قضیه

است: زیر های ͳویژگ دارای µ آنگاه

.µ(E) ≤ µ(F ) آنکاه ،E ⊆ F و E,F ∈ F اگر (ینوایی) .١

.µ(
∞∪
j=۱

Ej) ≤
∞∑
j=۱

µ(Ej) آنگاه ،{Ej}∞j=۱ ⊆ F اگر شمارا) ͳجمع (زیر .٢

E۱،آنگاه ⊆ E۲ ⊆ ... که {Ej}∞j=۱ ⊆ F اگر پایین) ͳپیوستگ) .٣

µ(
∞∪
j=۱

Ej) = lim
j→∞

µ(Ej)

آنگاه µ(E۱) < ∞ و E۱ ⊇ E۲ ⊇ ... j=۱∞{Ej}که ⊆ F اگر بالا) ͳپیوستگ) .۴

µ(
∞∩
j=۱

Ej) = lim
j→∞

µ(Ej) .

فازی های اندازه ١-٣

مفاهیم مهمترین از یکی شده، داده اندازه یک به نسبت انتگرال، مفهوم همانند اندازه مفهوم

که همچنان پذیری جمع هستند. جمعی ویژگی دارای کلاسیک های اندازه است. ریاضیات

حدی تا دیگر برخی برای تواند می نیز باشد، مناسب و مؤثر کاربردها از برخی در تواند می

فرایندهای فازی، منطق تقریبی، های استدلال مانند هایی زمینه مثال برای باشد. کافی غیر

از تعمیمی فازی های اندازه دارند. جمعی غیر هایی اندازه تعریف به نیاز غیره و گیری تصمیم

غیر های اندازه به کل ودر دارند را یکنوایی ویژگی فقط که اند، ریاضی آنالیز در اندازه مفهوم

اندازه احتمال٣، های اندازه هستند. کلی خیلی فازی های اندازه بنابراین اند معروف جمعی٢

٢Nonadditive
٣Probability



٧ فازی های اندازه .١-٣

هستند. فازی های اندازه از خاصی های حالت ... و شافر٧ گمان۶ توابع و زاده۵، امکان۴ های

مجموعه زیر از برخی روی شده تعریف تابع یک ،X مانند ای مجموعه روی فازی اندازه یک

یکنوایی مفهوم (همان یکنوا خانواده یک تواند می فازی های اندازه دامنه کل در است. X های

های دنباله گیری حد تحت و است X و ∅ شامل که باشد X های مجموعه زیر از کلاسیک)

جبر، حلقه، حلقه، نیم یکنوا، کلاس یک معمولاً است. بسته X های مجموعه زیر از یکنوا

نظر در فازی اندازه تعریف دامنه عنوان به توان می را توانی مجموعه یا و σ-جبر σ-حلقه،

گرفت.

کرد معرفی ١٩٧٤ سال در بار اولین برای سوگینو٨ که فازی اندازه مفاهیم ارائه با را بخش این

[١٨] کنیم. می آغاز

مجموعه زیر ،X روی برل میدان Έی باشد. ͳناته مجموعه Έی X کنیم فرض تعریف١-٣-١.

کند: ͳم صدق زیر شرایط در که است P(X) از B مانند ای

∅ ∈ B .١

X − E ∈ B آنگاه E ∈ B اگر .٢

∞∪
n=۱

En ∈ B آنگاه ،۱ ≤ n < ∞ برای En ∈ B اگر .٣

است. X از P(X) توانی مجموعه ،X ناتهی مجموعه یک روی برل میدان برای مثال یک

(X,B) آنگاه باشد، X روی برل میدان Έی B و ͳناته مجموعه Έی X اگر تعریف١-٣-٢.

شود. ͳم نامیده پذیر اندازه فضای Έی

ای مجموعه تابع باشد پذیر اندازه فضای Έی(X,B) کنیم فرض تعریف١-٣-٣.

۴Possibility
۵Zadeh
۶Belief
٧Shafer
٨Sugeno



٨ فازی انتگرال و اندازه .١

صدق زیر شرایط در اگر شود ͳم نامیده (X,B) روی ٩ͳکل فازی اندازه Έی µ : B −→ [۰, ۱]

کند:

µ(X) = ۱ ،µ(∅) = ۰ مرزی) (شرایط .١

µ(E) ≤ µ(F ) آنگاه E ⊆ F و E,F ∈ B اگر (ینوایی) .٢

آنگاه باشد ینوا {En} و ۱ ≤ n < ∞ برای En ∈ B اگر (ͳپیوستگ) .٣

µ( lim
n→∞

En) = lim
n→∞

µ(En) .

نیست برقرار فازی های اندازه همه برای ͳپیوستگ شرایط .۴-١-٣ تذکر

معادل تعریف Έی و داده گسترش [۰, ∞] به [۰, ۱] از را فازی های اندازه برد آدامز١١ و رالسو١٠

[١۴] دادند. ارائه را فازی های اندازه از

فازی اندازه Έی µ : F −→ [۰,+∞] ای مجموعه تابع .( فازی (اندازه ۵-١-٣ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در اگر شود ͳم نامیده

. µ(∅) = ۰ .١

. µ(E) ≤ µ(F ) آنگاه E ⊆ F و E,F ∈ F اگر (ینوایی) .٢

آنگاه E۱ ⊆ E۲ ⊆ ... و {En}∞n=۱ ⊂ F اگر پایین) ͳپیوستگ) .٣

lim
n→∞

µ(En) = µ(
∞∪
n=۱

En) .

آنگاه µ(E۱) < و∞ E۱ ⊇ E۲ ⊇ ... و {En}∞n=۱ ⊂ F اگر بالا) ͳپیوستگ) .۴

lim
n→∞

µ(En) = µ(
∞∩
n=۱

En) .

٩General fuzzy measure
١٠D. Ralescu
١١G. Adams



٩ فازی های اندازه .١-٣

ͳم نامیده (X,F ) روی فازی بالا) (یا پایین پیوسته نیم اندازه Έی µ .۶-١-٣ نکته تعریفو

به اختصار برای کند. صدق ((۴) و (٢) ،(١) (یاشرایط (٣) و (٢) ،(١) شرایط در اگر شود

گوییم. فازی پیوسته نیم های اندازه فازی، بالای و پایین پیوسته نیم های اندازه

باشد. µ(X) = ۱ اگر شود ͳم نامیده منظم١٢ فازی پیوسته نیم اندازه یا فازی اندازه

ونیم فازی های اندازه برای ... و بودن ͳمتناه-σ بودن، ͳمتناه به راج΄ ͳسانی اصطلاحات

رود. کار به Έکلاسی های اندازه مانند تواند ͳم فازی پیوسته

Έی (X,F , µ) تایی سه آنگاه باشد فازی) پیوسته نیم اندازه Έی (یا فازی اندازه Έی µ اگر

شود. ͳم نامیده فازی) پیوسته نیم اندازه فضای Έی (یا فازی اندازه فضای

.١-٣-٧ مثال

،E ∈ F هر برای ،ͳیعن باشد، (X, F ) روی دیراک١٣ اندازه µ کنیم فرض .١

µ(E) =

{
۱ x۰ ∈ E

۰ x۰ /∈ E

است. احتمال اندازه Έی ،µ ای مجموعه تابع این است. X از ثابت نقطه Έی x۰ که

باشد. ͳم نیز منظم فازی اندازه Έی µ همچنین

تعریف E ∈ P(X) هر برای F = P(X) و X = X۰ ×X۰ ،X۰ = {۱, ۲, ...} کنیم فرض .٢

کنیم: ͳم

µ(E) = |Proj E|

که،

Proj E = {x| (x, y) ∈ E}

(٣) و (٢) ،(١) های شرط در زیرا است فازی پایین پیوسته نیم اندازه Έی µ مجموعه تابع

آنگاه ،En = {۱} × {n, n + ۱, ...} اگر واق΄، در نیست. بالا پیوسته µ اما کند ͳم صدق

.µ(
∞∩
n=۱

En) = ۰ و ،
∞∩
n=۱

En = ∅ اما n = ۱, ۲, ... هر برای ،µ(En) = ۱ و ،E۱ ⊃ E۲ ⊃ ...

١٢Regular
١٣Dirac Measure



١٠ فازی انتگرال و اندازه .١

کنیم فرض باشد. پذیر اندازه فضای Έی (X, P(X)) و X = (−∞, ∞) کنیم فرض .٣

که ،µ ای مجموعه تابع آنگاه ، inf
x∈X

f(x) = ۰ که شود تعریف ای گونه به f : X → [۰, ۱]

رابطه با

µ(E) = inf
x/∈E

f(x) ∀E ∈ P(X)

است. بالا پیوسته نیم و منظم فازی اندازه Έی شود ͳم تعریف

پذیر اندازه توابع ۴-١

اندازه (یا فازی اندازه یک µ : F −→ [۰,+∞] پذیر، اندازه فضای یک (X,F ) کنیم فرض

یک روی پذیر اندازه تابع تعریف باشد. (−∞,+∞) روی برل میدان B و فازی) پیوسته نیم

کلاسیک اندازه نظریه در پذیر اندازه تابع یک تعریف همانند (X,F , µ) فازی اندازه فضای

ندارد. µ ای مجموعه تابع با ارتباطی و است

،X روی f : X −→ (−∞,+∞) مقدار ͳحقیق تابع .( پذیر اندازه (تابع تعریف١-۴-١

داشته B ∈ B برل مجموعه هر برای اگر شود، ͳم نامیده پذیر) اندازه (اختصاراً پذیر F-اندازه

باشیم: باشته

f−۱(B) = {x|f(x) ∈ B} ∈ F .

زیر عبارات آنگاه باشد، مقدار ͳحقیق ͳتابع f : X −→ (−∞,+∞) اگر .٢-۴-١ قضیه

معادلند.

است. پذیر اندازه f .١

. {x|f(x) ≥ α} ∈ F ،α ∈ (−∞,+∞) هر برای .٢

. {x|f(x) > α} ∈ F ، α ∈ (−∞,+∞) هر برای .٣

. {x|f(x) ≤ α} ∈ F ، α ∈ (−∞,+∞) هر برای .۴

. {x|f(x) < α} ∈ F ، α ∈ (−∞,+∞) هر برای .۵


