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೯دایا...١
گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم حسرت است،

مͬ�داری. دوست تو که آن�چنان اما کنم، انتخاب خود
بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای به
هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست رهایͬ
را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که
در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن از من، نͽاه
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در فداکاری بͬ�پاداش،
در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ، گستاخͬ بͬ�نمود، خوبͬ بͬ�ریا، ایمان

کن. روزی بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن دوست و جمعیت انبوه

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴ୓وم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

حبیب دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه حریزاوی،

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه
و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که پیمان منیره دکتر خانم سرکار از
امتنان کمال دادند، قرار راهنمایͬ مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی آماده در

دارم. را
از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه همچنین
بͬ�دریغ یاری و مساعدت از دارم چه هر زیرا مͬ�کنم، ستایش را مقدسشان وجود خدا،
در که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه عزیزم همسر از مͬ�دانم لازم همچنین دارم. ایشان
فرنوش مهربانم فرزندان از پایان در و دادند قرار خود حمایت مورد مرا تحصیل طول تمامͬ
بخشیدند. برکت و گرمͬ من زندگͬ به پاکشان وجود با که مͬ�کنم سپاس�گزاری محمد و

඼ෙय़ماهسال඼່۱۳۹۲زاඵ෉୏ଡزان
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پیشͽفتار

داده مجموعه�های از جدید مجموعه�ی ͷی ساختن برای راه ͷی مجموعه�ها، تئوری در

وجود مقدماتͬ عمل سه مختلف اعمال بین در مͬ�باشد. عمل�ها برخͬ از استفاده شده،

سه گرفتن نظر در با “− ” یͺانͬ عمل و “ · ” و “+ ” دوتایͬ عمل�های از: عبارتند که دارد

سپس نمود. معرفͬ را MV−جبر نام به سیستمͬ مͬ�توان آن�ها خواص شناخت و فوق عمل

داده توسیع ناجابجایͬ حالت به را MV−جبرها ،٣ بلیوس و ٢ نولا دای مانند ریاضیدانانͬ

از مهمͬ نتایج ریاضیدانان این همچنین کردند. معرفͬ را موضعͬ MV−جبرهای شبه و

که کردند منتشر را تام MV−جبرهای شبه از زیرکتͽوری با ℓ−گروه�ها از کتͽوری ارزی هم

شدند. معرفͬ منفرد MV−جبرهای شبه و تام MV−جبرهای شبه نتایج، این واسطه�ی به

٢Di-Nola
٣Belluce

١



١ فصل

MV−جبرها و کاتͽوری

مقدمه

بیان به MV−جبرها و کاتͽوری موضوع با بعدی مباحث ارتباط دلیل به فصل، این در

برخͬ و کاتͽوری تعریف با این�جا در مͬ�پردازیم. MV−جبرها و کاتͽوری از مفاهیمͬ

یͺریختͬ بیان به ادامه در و زیرکاتͽوری مانند مفاهیمͬ به سپس و مͬ�شویم آشنا آن مثال�های

را ارزشͬ چند جبرهای همان یا MV−جبرها همچنین مͬ�پردازیم. کاتͽوری در ارزی هم و

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ و بحث مورد

٢



٣ کاتͽوری .١.١

کاتͽوری ١.١

که اشیا از C کلاس از است عبارت کاتͽوری ͷی .١.١.١ تعریف

(که MorC(X, Y ) مجموعه�ی ،C کلاس از Y و X مانند اشیا از جفت هر ازای به (١

MorC(X, Y ) که باشد داشته وجود مͬ�شود) نامیده Y توی به X از مورفیسم�های مجموعه

Y؛ = Y ′ و X = X ′ که این مͽر هستند مجزا MorC(X
′, Y ′) و

نͽاشت C از Z و Y ،X شͬ سه هر برای (٢

MorC(X,Y )×MorC(Y, Z) → MorC(X,Z)

است: زیر ویژگͬ�های دارای که باشد داشته وجود (g, f) → f ◦ g ضابطه�ی با

تحت راست همانͬ ͷی که دارد وجود idx ∈ Mor(X,X) مورفیسم ،X شͬ هر برای (α)

MorC(X, Y ) اعضای تمام برای چپ همانͬ ͷی و MorC(X,Y ) اعضای تمام برای “o”

است.

در و باشند شده تعریف (h ◦ g) ◦ f و h ◦ (g ◦ f) که حالتͬ در است شرکت�پذیر “o” (β)

.h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f صورت این

مجموعه�ی است، شده رفته کار به “o” نماد ،١.١.١ تعریف در که این علیرغم .٢.١.١ نͺته

عناصر وجود، این با باشد. توابع از مجموعه�ای ندارد لزومͬ MorC(X, Y ) مورفیسم�های

پیͺان را مورفیسم�ها دلیل، این به مͬ�دهیم، نمایش f : X → Y شͺل به را MorC(X,Y )

مͬ�نامیم.

با پس مͬ�گوییم. X شͬ روی همانͬ مورفیسم را idx : X → X مورفیسم .٣.١.١ تعریف

چپ همانͬ (idx)
′ و راست همانͬ (idx) است، فرد به منحصر idx ،(α) خاصیت به توجه

.(idx)′ = (idx)
′ ◦ (idx) = idx یعنͬ، هستند؛



۴ MV−جبرها و کاتͽوری .١

صورت به را کاتͽوری ͷی مͬ�توان که مͬ�گیریم نتیجه ،٣.١.١ تعریف از .۴.١.١ نتیجه

کرد: تعریف چیز سه تعیین با اساسͬ

اشیا؛ کلاس (١

مورفیسم؛ مجموعه�های (٢

مورفیسم�ها. ترکیب ͬͽونͽچ (٣

مجموعه�ها تمام شامل اشیا کلاس این�جا در مجموعه�ها). از Set (کاتͽوری ۵.١.١ مثال

توابع معمولͬ ترکیب “o” و هستند مجموعه�ها بین معمولͬ نͽاشت�های مورفیسم�ها است،

.i(x) = x که i : X → X معمولͬ همانͬ تابع از است عبارت همانͬ مورفیسم مͬ�باشد.

دهیم. تشͺیل مͬ�توانیم را متناهͬ مجموعه�های از FSet کاتͽوری صورت همین به

مورفیسم�ها، است، گروه�ها تمام شامل کلاساشیا گروه�ها). از Grp (کاتͽوری ۶.١.١ مثال

مͬ�توان صورت همین به مͬ�باشند. توابع معمولͬ ترکیب “o” و گروه همومورفیسم�های

داد. تشͺیل را متناهͬ گروه�های از FGrp کاتͽوری

ترتیب که هستند مجموعه�هایͬ اشیا مرتب). مجموعه�های از Ord (کاتͽوری ٧.١.١ مثال

و پادتقارنͬ بازتابͬ، خواص دارای رابطه دیͽر، عبارت (به دارد وجود آن�ها روی “≤”

یعنͬ، هستند؛ f : A → B ترتیب) (حافظ همنوا نͽاشت�های مورفیسم�ها، باشد). تعدی

است. برقرار B در f(x) ≤ f(y) آن�گاه باشد، برقرار A در x ≤ y اگر

هرگاه مͬ�شود، نامیده B کاتͽوری از زیرکاتͽوری ،A کاتͽوری .٨.١.١ تعریف

باشد؛ B شͬ ͷی ،A شͬ هر (١

MorA(X,Y؛ ) ⊆ MorB(X, Y ) ،A از Y و X اشیا تمام ازای به (٢

باشد؛ B در آن�ها ترکیب همان ،A در مورفیسم دو ترکیب (٣

A در که است مورفیسمͬ همان ،B در idA همانͬ مورفیسم A از A اشیا تمام ازای به (۴



۵ کاتͽوری .١.١

است.

را A آن�گاه ،MorA(X,Y ) = MorB(X,Y ) ،A از Y و X هر ازای به اگر علاوه، به

گوییم. B تام زیرکاتͽوری

است. Set تام زیرکاتͽوری ͷی FSet کاتͽوری .٩.١.١ مثال

هرگاه مͬ�شود، گفته دافع) کلͬ طور (به آغازی شͬ ،C کاتͽوری از U شͬ تعریف١٠.١.١.

طور (به انتهایͬ شͬ U و باشد عضوی ͷت MorC(U,X) مجموعه�ی ،C از X شͬ هر برای

ͷت MorC(X,U) مجموعه�ی ،C از X شͬ هر ازای به هرگاه مͬ�شود، نامیده جاذب) کلͬ

باشد. عضوی

آغازی یا که مͬ�بریم کار به شͬ�ای معنای به را عمومͬ شͬ عبارت معمولا˟ .١١.١.١ تذکر

باشد. انتهایͬ یا

MorC(X,Yشامل ) هرگاه مͬ�نامیم، یͺریخت را C کاتͽوری از Y و X اشیا .١٢.١.١ تذکر

.X ≃ Y مͬ�نویسیم حالت این در معمولا˟ باشد. یͺریختͬ ͷی

هستند. یͺریخت هم�نوع، عمومͬ اشیا .١٣.١.١ گزاره

MorC(U١, U٢) آن�گاه باشند، یͷنوع از عمومͬ اشیا U٢ و U١ اگر که دهیم نشان باید برهان.

آغازی، U٢ و U١ حالت برهان است. ایزومورفیسم ͷی از) شده تشͺیل حقیقت (در شامل

و MorC(U١, U٢) = {α} کنیم فرض مͬ�باشد. انتهایͬ U٢ و U١ حالت برهان همانند

و α ◦ β ∈ idU١ داریم مشابه طور به .α ◦ β ∈ idU٢ صورت این در .MorC(U٢, U١) = {β}

است. ایزومورفیسم β = α−١ با α که مͬ�کند دلالت این

انتهایͬ عضوی) ͷت مجموعه�ی هر واقع (در {∅} و است آغازی Set در ∅ .١۴.١.١ مثال

است.

است. انتهایͬ و آغازی Grp در {١} .١۵.١.١ مثال



۶ MV−جبرها و کاتͽوری .١

عملͽر ٢.١

برای مͬ�کنیم. آغاز را دیͽری“ به کاتͽوری ͷی از ”همومورفیسم ایده�ی قسمت، این در

مͬ�دهیم. نمایش ١X نماد با IX جای به را همانͬ مورفیسم سادگͬ

هر به که دستورالعمل ͷی از است عبارت D به C از کوواریانت عملͽر .١.٢.١ تعریف

Fα : FA → FB مورفیسم ،C از α : A → B مورفیسم هر به و D از FA ͷی ،C از A شͬ

که مͬ�دهد تخصیص D از

F١A؛ = ١FA (١

.F (β◦α) = Fβ◦Fα و Dتعریفشده در Fβ◦Fα آن�گاه باشد، تعریفشده C در β◦α اگر (٢

Dd به C از کوواریانت عملͽر ͷی D به C از واریانت کنترا عملͽر .٢.٢.١ تعریف

حالت این در که است این ،١.٢.١ تعریف در تغییر تنها عملͽری چنین برای است.

.F (β ◦ α) = Fα ◦ Fβ داریم

F : C → D با را آن و است کوواریانت عملͽر منظور، مͬ�کنیم عملͽر از صحبت وقتͬ

مͬ�دهیم. نمایش

به شده معین ١C : C → C تخصیص با مفروض کاتͽوری ͷی C اگر .٣.٢.١ مثال

مورفیسم هر ازای به ،١Cf = f و C از X شͬ هر ازای به ،١C(X) = X دادن قرار وسیله�ی

مͬ�کند: تعریف C روی همانͬ عملͽر ͷی این آن�گاه باشد، C از

F١A = ١A , A = FA = ١FA′ , F (β ◦ α) = β ◦ α = Fβ ◦ Fα.

قرار با شده تعیین I : C → D تخصیص باشد، D از زیرکاتͽوری ͷی C اگر .۴.٢.١ مثال

به عملͽر ͷی ،C مورفیسم هر ازای به ،If = f و X ∈ C هر ازای به ،IX = X دادن

چه بدانیم که است مهم جبری ساختمان هر مطالعه�ی در مͬ�کند. تعریف شمول عملͽر نام
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بین طبیعͬ یͺریختͬ از طبیعͬ تعریف این�جا در پس هستند. یͺریخت ساختمان دو هنͽام

مͬ�کنیم. بیان را کاتͽوری�ها

هرگاه ،C ≃ D مͬ�نویسیم و گوییم یͺریخت را D و C کاتͽوری�های .۵.٢.١ تعریف

.G ◦ F = ١C و F ◦G = ١D که باشند موجود G : D → C و F : C → D عملͽرهای

اولیه نتایج برخͬ و MV−جبرها موضوعه�ی اصول ٣.١

ناتهͬ مجموعه�ی A که است (A,+, ·,−,٠,١) یͷسیستم MV−جبر، ͷی تعریف١.٣.١.

اعضای روی دوتایͬ عمل�های “·” و “+” هستند. Aمجزای عناصر ١ و ٠ مͬ�باشد، عناصر از

مͬ�کنند پیروی زیر موضوعه�ی اصول از که مͬ�باشند A عناصر روی یͺتایͬ عمل “−” و A

است): بسته “−” و “·” ،“+” عمل�های تحت A که مͬ�کنیم فرض این�جا در (البته

Ax · ١− x+ y = y + x Ax · ١′ − x · y = y · x;

Ax · ٢− x+ (y + z) = (x+ y) + z Ax · ٢′ − x · (y · z) = (x · y) · z;

Ax · ٣− x+ x̄ = ١ Ax · ٣′ − x · x̄ = ٠;

Ax · ۴− x+ ١ = ١ Ax · ۴′ − x · ٠ = ٠;

Ax · ۵− x+ ٠ = x Ax · ۵′ − x · ١ = x;

Ax · ۶− [x+ y]− = x̄ · ȳ Ax · ۶′ − [x · y]− = x̄+ ȳ;

Ax · ٧− x = [x−]− Ax · ٨− ٠̄ = ١;

x ∨ y = (x · ȳ) + y x ∧ y = (x+ ȳ) · y;

Ax · ٩− x ∨ y = y ∨ x Ax · ٩′ − x ∧ y = y ∧ x;

Ax · ١٠− x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z Ax · ١٠′ − x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z;
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Ax·١١− x+(y∧z) = (x+y)∧(x+z) Ax·١١′− x·(y∨z) = (x·y)∨(x·z).

برقرارند: زیر شرایط x, y ∈ A هر برای ،A MV−جبر هر در .٢.٣.١ گزاره

i) x ∨ ٠ = x = x ∧ ١ , x ∧ ٠ = ٠ , x ∨ ١ = ١;

ii) x ∨ x = x = x ∧ x

iii) [x ∨ y]− = x̄ ∧ ȳ , [x ∧ y]− = x̄ ∨ ȳ;

iv) x ∧ (x ∨ y) = x = x ∨ (x ∧ y);

v) x+ y = ٠⇒ x = y = ٠;

vi) x · y = ١⇒ x = y = ١;

vii) x ∨ y = ٠⇒ x = y = ٠;

viii) x ∧ y = ١⇒ x = y = ١.

اثبات برای هستند. بدیهͬ موضوعه، اصول به توجه با (iii) تا (i) قسمت�های برهان.

داریم: ،(iv) قسمت

x∧ (x∨y) = (y∨x)∧x = (y · x̄+x)∧x = (y · x̄+x+ x̄) ·x = (y · x̄+١) ·x = ١ ·x = x

مͬ�کند. پیروی دوگانͬ از (iv) قسمت دیͽر تساوی

٠ = x ∧ (x ∨ y) = (y + ٠) ∧ (x+ y) = x+ (٠ ∧ y) = x+ ٠ = x آن�گاه ،x+ y = ٠ اگر

مͬ�کند. ثابت را (v) قسمت این، که y = ٠ نتیجه در و

.(x+ȳ)+y = ٠ آن�گاه ،x∨y = ٠ اگر همچنین دستمͬ�آید. به (vi) ،(v)قسمت دوگان بر بنا

ثابت را (vii) قسمت این، که x = ٠ همچنین و y = ٠ ،(v) قسمت به توجه با بنابراین

مͬ�کند.

مͬ�آید. دست به (viii) دوگان بر بنا دوباره (viii) قسمت
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مͬ�کنیم. تعریف MV−جبر اعضای بین را “≤” رابطه�ی این�جا در

معنͬ به x < y علامت معمول، طور به .x ∨ y = y اگر تنها و اگر ،x ≤ y .٣.٣.١ تعریف

است. x ̸= y و x ≤ y

برقرارند: زیر شرایط x, y, z ∈ A هر برای ،A MV−جبر هر در .۴.٣.١ گزاره

i) ٠ ≤ x ≤ ١ ii) x < x;

iii) x ≤ y, y ≤ z ⇒ x ≤ z iv) x ≤ y, y ≤ x ⇒ x = y;

v) x < y ⇔ x ∧ y = x vi) x ≤ y ⇔ ȳ ≤ x̄.

٣.٣.١ تعریف ،٢.٣.١ گزاره�ی ،١.٣.١ تعریف به توجه با (iv) تا (i) قسمت�های برهان.

هستند. بدیهͬ موضوعه اصول و

دست به (v) مورد از (vi) قسمت و مͬ�شود نتیجه ،(iv) مورد ٢.٣.١ گزاره�ی از (v) قسمت

مͬ�آید.

،x ≤ y هرگاه ،x, y, z ∈ A هر برای ،A MV−جبر هر در .(∧ و ∨ (یͺنواختͬ ۵.٣.١ گزاره

.x ∧ z ≤ y ∧ z و x ∨ z ≤ y ∨ z آن�گاه

بنابراین .x ∧ y = x و x ∨ y = y آن�گاه ،x ≤ y اگر برهان.

(x ∨ z) ∨ (y ∨ z) = x ∨ y ∨ z ∨ z = y ∨ z , (x ∧ z) ∧ (y ∧ z) = x ∧ y ∧ z ∧ z = x ∧ z

.x ∧ z ≤ y ∧ z و x ∨ z ≤ y ∨ z مͬ�دهد نتیجه ،(v) قسمت

برقرار x ∧ y ≤ x ≤ x ∨ y رابطه�ی ،x, y ∈ A هر برای ،A MV−جبر هر در .۶.٣.١ گزاره

است.

،۵.٣.١ گزاره�ی و (i)قسمت ۴.٣.١ گزاره�ی ،(i)قسمت ٢.٣.١ گزاره�ی به توجه با برهان.

مͬ�آید. دست به حͺم
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آن�گاه ،x′ ≤ y′ و x ≤ y هرگاه ،x, y, x′, y′ ∈ A هر برای ،A MV−جبر هر در .٧.٣.١ گزاره

.x ∧ x′ ≤ y ∧ y′ و x ∨ x′ ≤ y ∨ y′

.x∧x′ ≤ x∧y′ ≤ y∧y′ مشابه طور به و x∨x′ ≤ x∨y′ ≤ y∨y′ که مͬ�دانیم برهان.

،x ≤ y هرگاه ،x, y, z ∈ A هر برای ،A MV−جبر هر در .(· و + (یͺنواختͬ ٨.٣.١ گزاره

.x · z ≤ y · z و x+ z ≤ y + z آن�گاه

،Ax · ١١ بر بنا .x ∨ y = y و x ∧ y = x آن�گاه ،x ≤ y اگر که مͬ�دهیم نشان برهان.

توجه با مشابه طور به .x+ z ≤ y + z بنابراین .(x+ z) ∧ (y + z) = (x ∧ y) + z = x+ z

.x · z ≤ y · z داریم ،Ax · ١١′ به

برقرار x · y ≤ x ≤ x + y رابطه�ی ،x, y ∈ A هر برای ،A MV−جبر هر در .٩.٣.١ گزاره

است.

به حͺم ،٨.٣.١ گزاره�ی و (i) قسمت ۴.٣.١ گزاره�ی ،Ax · ۵′ ،Ax · ۵ ͷکم با برهان.

مͬ�آید. دست

آن�گاه ،x′ ≤ y′ و x ≤ y اگر ،A MV−جبر از x, y, x′, y′ هر برای .١٠.٣.١ گزاره

.x · x′ ≤ y · y′ و x+ x′ ≤ y + y′

است. برقرار حͺم ،٨.٣.١ گزاره�ی به توجه با برهان.

x ∨ y عناصر است. A اعضای بین مرتب جزئاً رابطه�ی ͷی ،“≤” رابطه�ی .١١.٣.١ گزاره

به توجه با ،y و x عناصر از پایین کران بزرگترین و بالا کران کوچͺترین ترتیب به x ∧ y و

هستند. “≤” ترتیب

مͬ�شود. ثابت حͺم ،٧.٣.١ و ۶.٣.١ ،۴.٣.١ گزاره�های به توجه با برهان.
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داریم ،x, y ∈ A هر برای ،A MV−جبر هر در .١٢.٣.١ گزاره

x · y ≤ x ∧ y ≤ x ≤ x ∨ y ≤ x+ y.

است. بدیهͬ رابطه ،١١.٣.١ و ٩.٣.١ ،۶.٣.١ گزاره�های به توجه با برهان.

است. مفید بسیار زیر گزاره�ی

معادل�اند: هم با زیر احͺام ،x, y ∈ A هر برای ،A MV−جبر هر در .١٣.٣.١ گزاره

x؛ ≤ y (i

y؛ + x̄ = ١ (ii

.x · ȳ = ٠ (iii

x ∨ y = x · ȳ + y = ٠ + y = y ،١.٣.١ تعریف به توجه با آن�گاه ،x · ȳ = ٠ اگر برهان.

اما .١ = x + x̄ ≤ y + x̄ ،١٠.٣.١ گزاره�ی بر بنا آن�گاه ،x ≤ y اگر .x ≤ y بنابراین و

قسمت�های است. (iii)قسمت با معادل (i)قسمت پس .y+ x̄ = ١ نتیجه در و y+ x̄ ≤ ١

معادل�اند. یͺدیͽر با وضوح به نیز (iii) و (ii)

مͬ�دهیم. قرار توجه مورد را حذف قانون ادامه، در

و x ≤ z̄ ،x + z = y + z اگر ،x, y, z ∈ A هر برای ،A MV−جبر هر در .١۴.٣.١ گزاره

.x = y آن�گاه ،y ≤ z̄

داریم ،Ax · ٩′ به توجه با برهان.

x = x · ١ = x · (x̄+ z̄) = z̄ · (x+ z) = z̄ · (y + z) = y · (ȳ + z̄) = y · ١ = y.

معادل�اند: هم با زیر احͺام ،x, y ∈ A هر برای ،A MV−جبر هر در .١۵.٣.١ گزاره

+x؛ y = y (i
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x؛ · y = x (ii

y؛ ∨ x̄ = ١ (iii

.x ∧ ȳ = ٠ (iv

قسمت�های بودن معادل دهیم. نشان را (iii) و (ii)قسمت�های بودن معادل باید ابتدا برهان.

معادل�اند. هم با (iv) و (iii) قسمت�های وضوح به و مͬ�آید دست به دوگان، بر بنا ،(iv) و (i)

به توجه با آن�گاه ،x̄ ∨ y = ١ اگر .x̄ ∨ y = x̄+ (x · y) = x̄+ x = ١ آن�گاه ،x · y = x اگر

.x = x · ١ = x · (x̄ ∨ y) = x · x̄ ∨ x · y = ٠ ∨ x · y = x · y داریم ،Ax · ١١′

معادل�اند: زیر شرایط ،x ∈ A هر برای ،A MV−جبر هر در .١۶.٣.١ گزاره

i) x+ x = x ii) x · x = x iii) x̄+ x̄ = x̄

iv) x̄ · x̄ = x̄ v) x ∨ x̄ = ١ vi) x ∧ x̄ = ٠.

مͬ�آیند. دست به احͺام ،١۵.٣.١ گزاره�ی به توجه با برهان.

که B عناصر مجموعه�ی MV−جبر، ͷی در که مͬ�کنیم یادآوری را مطلب این یادآوری.

شمول عدم قانون در که هستند عناصری آن دقیقاً · و + اعمال به نسبت هستند، خودتوان

بحث ادامه�ی به منجر ١۶.٣.١ گزاره�ی بنابراین مͬ�کنند. صدق ∧ و ∨ اعمال به نسبت میانͬ

مͬ�شود. زیر در

اعمال تحت B آن�گاه ،x+x = x که باشد A از x عناصر مجموعه�ی B اگر .١٧.٣.١ گزاره

سیستم بنابراین .x, y ∈ B برای x · y = x ∧ y و x + y = x ∨ y که است بسته − و · ،+

که است A از زیرجبر بزرگترین بلͺه مͬ�باشد، A از زیرجبر ͷی تنها نه (B,+, ·,−,٠,١)

مͬ�باشد. − و · ،+ اعمال به نسبت بولͬ جبر ͷی هم�زمان
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مͬ�آید. دست به ١۶.٣.١ گزاره�ی از است بسته مذکور عمل سه تحت B که این برهان.

بولͬ جبر ͷی B کنیم ثابت که این برای حال مͬ�باشد. بسته ∧ و ∨ تحت B همچنین

،y ≤ x ∨ y ∈ B و x ≤ x ∨ y ∈ B چون آن�گاه ،x, y ∈ B اگر که مͬ�دهیم نشان است،

.x∨ y ≤ x+ y ،١٢.٣.١ گزاره�ی به توجه با اما .x+ y ≤ (x∨ y) + (x∨ y) = x∨ y داریم

Ax · ١١ ،B عناصر برای نتیجه در .x · y = x ∧ y مشابه طور به و x + y = x ∨ y بنابراین

جبر ͷی B پس مͬ�آیند. دست به · و + جای به ترتیب به ∧ و ∨ جایͽذاری با Ax · ١١′ و

باشد، − و · ،+ اعمال به نسبت بولͬ جبر ͷی نیز، A از زیرجبر ͷی C اگر مͬ�شود. بولͬ

ثابت گزاره و C ⊆ B لذا کند. صدق x + x = x معادله�ی در باید C از عضو هر آن�گاه

مͬ�شود.

قانون نداشتن بولͬ، جبر و (A,+, ·,−,٠,١) MV−جبر ͷی بین تمایز شرط .١٨.٣.١ تذکر

سیستم بین تفاوت ،− و ∧ ،∨ اعمال به نسبت که حالͬ در است. x + x = x خودتوانͬ

مͬ�باشد. x ∨ x̄ = ١ وسط“ شق ”طرد قانون نداشتن بولͬ، جبر ͷی و (A,∨,∧,−,٠,١)

شق طرد قانون که بولͬ جبر از مختلفͬ تعمیم�های که حالͬ در کنیم اشاره باید این�جا در

کمͬ خیلͬ تعداد شبͺه�ها)، انواع همه�ی (مانند هستند شده شناخته نمͬ�کند، صدق وسط

نیست. برقرار آن�ها روی خودتوانͬ قانون که دارند وجود بولͬ جبر تعمیم�های از

آوردن دست به برای را کلͬ دستورالعمل�های از برخͬ بخش، این به دادن پایان برای

مͬ�کنیم. معرفͬ شناخته�ایم، تاکنون که آن�هایͬ از جدید MV−جبرهای

است، A زیرجبر B گوییم است. شده داده (A,+, ·,−,٠,١) MV−جبر .١٩.٣.١ تعریف

(B,+, ·,−,٠,١) یͷسیستم باشد. بسته − و · ،+ اعمال تحت B و ٠,١ ∈ B ،B ⊆ A اگر

روی بر A از f نͽاشت هرگاه مͬ�باشد)، B به همریختͬ A (یا است A از همریختͬ تصویر

و کند حفظ را − و · ،+ عمل سه f و f(١) = ١ و f(٠) = ٠ که باشد داشته وجود B



١۴ MV−جبرها و کاتͽوری .١

B به A از یͺریختͬ ͷی f باشد، ͷی به ͷی f اگر است. B به A از همریختͬ ͷی f گوییم

یͺریخت (B,+, ·,−,٠,١) و (A,+, ·,−,٠,١) سیستم�های که گوییم حالت این در است.

هستند.

با را Ai مجموعه�های (مستقیم) دکارتͬ ضرب ،i ∈ I ،Ai MV−جبرهای از گردایه�ای برای

(Pi∈IA,+, ·,−,٠,١) با را i ∈ I ،Ai جبرهای (مستقیم) ضربدکارتͬ و مͬ�دهیم نشان Pi∈IA

تابع ١ عنصر ،f(i) = ٠ ،i ∈ I هر ازای به که است fای تابع ٠ عنصر که مͬ�دهیم نشان

که مͬ�باشد h تابع g و f تابع دو مجموع .f(i) = ١ ،i ∈ I هر برای که است fای

تعریف مشابه طور به f تابع معͺوس و ضرب .i ∈ I هر ازای به h(i) = f(i) + g(i)

مͬ�آید. دست به بعدی مطلب درستͬ ،Ax · ١١ تا Ax · ١ اصول به توجه با مͬ�شوند.

از همریخت تصویر مͬ�باشد. MV−جبر MV−جبرها، از زیرجبر ͷی .٢٠.٣.١ گزاره

مͬ�باشد. MV−جبر MV−جبرها، از مستقیم ضرب و است MV−جبر MV−جبرها،

شود. مراجعه [۶] مرجع به برهان.

شرایط در که باشد ١ و ٠ بین حقیقͬ اعداد از زیرمجموعه�ای S کنید فرض .٢١.٣.١ مثال

مͬ�کند: صدق زیر

i) ٠ ∈ S,١ ∈ S ii) x, y ∈ S ⇒ min(١, x+ y) ∈ S;

iii) x, y ∈ S ⇒ max(٠, x+ y − ١) ∈ S iv) x ∈ S ⇒ ١− x ∈ S.

کنیم تعریف x, y ∈ S اعضای برای اگر حال

x̄ = ١− xx · y = max(٠, x+ y − ١) , x+ y = min(١, x+ y)

داشت. نخواهیم است، MV−جبر ͷی (S,+, ·,−,٠,١) سیستم که این بررسͬ در مشͺلͬ

هستند: زیر صورت به S روی ∧ و ∨ اعمال

x ∨ y = max(x, y) , x ∧ y = min(x, y)


