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චاری... ণپاس໋�

، نریمانͬ قاسم دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این آن�ها، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه

کمال فرمودند، تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که نجاتͬ عباس دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان

توکلͬ نسرین

١٣٩١ تابستان
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نسرین نام: توکلͬ خانوادگͬ: نام

آبلͬ فشرده موضعا گروههای برای پایا انتقال فضاهای ی نظریه تعمیم پایان�نامه: عنوان

نریمانͬ قاسم دکتر راهنما: اساتید

نجاتͬ عباس دکتر مشاور: استاد

ریاضͬ آنالیز گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

ریاضͬ علوم دانشͺده: اردبیلͬ محقق دانشͽاه:

صفحه:۵١ تعداد ١٣٩١ تابستان فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

تارسازی. -۴ برد. تابع -٣ آبلͬ. فشرده موضعا گروههای -٢ پایا. انتقال فضاهای -١ کلیدواژه�ها:

چͺیده

دهیم. مͬ گسترش آبلͬ فشرده موضعا گروههای به را پایا انتقال فضاهای نظریه ما نامه پایان این در

G آبلͬ فشرده موضعا گروه از H پذیر شمارش ی گسسته گروه زیر برای را پایا -H فضاهای ابتدا

ی ادامه در هستند. معتبر زمینه این در تارسازی های ͷتکنی و برد تابع مفهوم که کنیم مͬ معرفͬ

گروه برای که گذشته نتایج گسترش با را فضاها این ریس های پایه و ها قاب ویژگͬ ما تعمیم این

کنیم. مͬ ثابت بودند، شده شناخته Zd گروه زیر و Rd

ب
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است. پایا صحیح اعداد انتقال تحت که است L٢(R) ی بسته فضای زیر (SIS) پایا انتقال فضای ͷی

پایا صحیح اعداد مدولاسیون تحت که است بسته فضای زیر ͷی پایا انتقال فضای ی فوریه تبدیل

است.

هر شوند. مͬ نامیده مضاعف پایای فضاهای هستند، پایا صحیح اعداد مدولاسیون تحت که فضاهای

طریق از پایا انتقال فضاهای در معادل ی نتیجه ͷی به تواند مͬ مضاعف پایای فضاهای روی نتیجه

[١۶ ،١٠] ٢ واسان سرینͬ و [٧] ١ هلسون توسط مضاعف پایای فضاهای شود. تبدیل فوریه، تبدیل

فضاهای است. گرفته قرار مطالعه مورد ͷهارمونی آنالیز به مرتبط عملͽرهای ی زمینه در ۶٠ ی دهه در

سال ٢٠ در نظریه این است. برخوردار فراوانͬ اهمیت از کاربردی های برنامه و مسائل در پایا انتقال

است. داشته فراوانͬ گسترش ها قاب و ها ͷموج گیری، نمونه سازی، تقریب نظریه بخصوصدر اخیر

روند. مͬ کار به تصویر و سیͽنال پردازش در مشͺلات از بسیاری در مدل عنوان به آنها

این پرداخت. برد تابع مفهوم معرفͬ به مضاعف پایای انتقال فضاهای ساختار درک منظور به هلسون

.[١۴ ،۴ ،٣ ،١] شد نظریه این مدرن ی توسعه در ضروری ابزار ͷی

ادبیات در که ها ͷتکنی از یͺسری و کنند، مͬ بندی طبقه کامل بطور را پایا انتقال فضاهای برد، توابع

دید ͷی تا دهند مͬ اجازه ما به ها ͷتکنی این کنند، مͬ فراهم را اند شده شناخته تارسازی عنوان به

تولید با پایا انتقال فضاهای در تارسازی های ͷتکنی باشیم. داشته فضاها این از عمیق و متفاوت

وسیله به توانند مͬ که است این فضا این اصلͬ های ویژگͬ از برخوردارند. بسزایی اهمیت از متناهͬ

شوند. تولید توابع متناهͬ تعداد از صحیح اعداد انتقال

١Helson
٢Srinivasan

�
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است متناهͬ تولید با پایا انتقال فضاهای روی که مشͺلاتͬ تا دهد مͬ اجازه ما به برد تابع از استفاده

تحت بدیهͬ طور به که متعددی متغییرهای به پایا انتقال فضاهای دهیم. انتقال جبرخطͬ مسائل به را

است. تعمیم قابل خوبی به هستند، تغییر قابل غیر Zd گروه

Rd جمعͬ گروه عملͽرهای براساس تئوری این که شود مͬ واضح نگریم مͬ نظریه این به دقت با وقتͬ

است. Zd زیرگروه عملͽرهای و

که است اهمیت دارای دلیل این به ابتدا است. مزیت چندین دارای آبلͬ فشرده موضعا گروه چهارچوب

مثل کاربردی مسائل در همچنین است. Zn و Td و Zd مانند ͷکلاسی گروههای برای معتبر نظریه ͷی

برخوردار زیادی اهمیت از ٣ کلووینک تئوری و آبلͬ فشرده موضعا گروههای روی فوریه تبدیل تعمیم

است.

جمع کلͬ چهارچوب ͷی درون را مختلف نتایج از تعدادی آبلͬ فشرده موضعا گروههای دیͽر سوی از

نظریه این مختلف های قسمت بین پنهان روابط تجسم به قادر مارا حقیقت این کنند. مͬ یͺپارچه و

کند. مͬ ͷکم ما به پایا انتقال فضاهای تر عمیق و بهتر فهم در که کند مͬ

تاکید دهیم، مͬ توسعه را آبلͬ فشرده موضعا گروههای در پایا انتقال فضاهای نظریه نامه پایان این در ما

[١] ۴ ͷبونی در بخصوص Rd در موضوعات است.نظم تارسازی های ͷتکنی و برد توابع روی بر ما

اند، داده انجام مطالعاتͬ آبلͬ فشرده موضعا گروههای زمینه در نویسندگان [١٢] در شود. مͬ دنبال

منحصر تابع ͷی وسیله به شده تولید پایا انتقال فضاهای که پایا انتقال فضاهای زمینه در بخصوص

شود. نمͬ داده توضیح تئوری کل چه اگر هستند. بفرد

است. شده سازماندهͬ زیر بصورت مقاله این

فشرده موضعا گروههای ی پیشینه به دوم فصل در پردازیم. مͬ مقدمات و تعاریف بیان به اول فصل در

تابع کاربرد و پایا -H فضای بررسͬ به سوم فصل در داریم. نیاز ی پایه علائم از ی مجموعه و آبلͬ

بیان پایا -H فضاهای روی را ریس های پایه و ها قاب خصوصیات چهارم فصل در پردازیم. مͬ برد

کنیم. مͬ

٣Kluvanek
۴Bownik

مقدمه
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مقدمات و تعاریف ١.١

، N با را طبیعͬ اعداد ی مجموعه ، R با را حقیقͬ اعداد ی مجموعه نامه پایان این در کلͬ بطور الف.

دهیم. مͬ نشان C با را مختلط اعداد ی مجموعه و Z با را صحیح اعداد ی مجموعه

فوریه: آنالیز ͷکلاسی گروههای ب.

طبیعͬ. توپولوژی با حقیقͬ اعداد از R جمعͬ گروه .١

صحیح. اعداد از Z جمعͬ گروه .٢

.T مستدیر گروه آن معادل یا ٢π ی پیمانه به حقیقͬ جمعͬ، گروه .٣

ͷی ∗ دوتایی عمل همراه به را G باشد، تهͬ غیر ی مجموعه ͷی G کنیم مͬ فرض .١.١.١ تعریف

کند. صدق زیر اصول در هرگاه نامیم مͬ گروه

باشد. بسته .١

.a ∗ b ∈ G ، a, b ∈ G ازای به یعنͬ

باشد. پذیر شرکت .٢

.(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) ، a, b, c ∈ G ازای به یعنͬ

١ فصل

ग़فاঘ࣓ماو૟ॻهوग़قدمات

١



٢ ग़فاঘ࣓ماو૟ॻهوग़قدمات .١ فصل

خنثͬ. عضو وجود .٣

.a ∗ e = e ∗ a = a بطوریͺه باشد، موجود e ∈ G مانند عنصری a ∈ G ازای به یعنͬ

قرینه. عضو وجود .۴

بطوریͺه باشد، موجود b ∈ G مانند فرد به منحصر عنصر ͷی a ∈ G هر ازای به یعنͬ

.a ∗ b = b ∗ a = e

سه از τ اگر گوییم X در توپولوژی ͷی را X مجموعه های، مجموعه زیر از τ گردایه .٢.١.١ تعریف

باشد. مند بهره زیر خاصیت

X ∈ τ , ∅ ∈ τ .١

V١ ∩ V٢ ∩ . . . . . . ∩ Vn ∈ τ آنگاه: i ∈ τ اگر ،i = ١, . . . , n ازای به .٢

باشد ناپذیر) شمارش یا پذیر، شمارش (متناهͬ، τ اعضای از دلخواهͬ ی گردایه {Vα} هرگاه .٣

مͬ�دهیم. نشان (X, τ) با را ͷتوپولوژی فضای .
∪

α Vα ∈ τ آنگاه

(X, τ) فضای باشد، آن در توپولوژی ͷی τ و بوده برداری فضای ͷی X کنید فرض .٣.١.١ تعریف

هرگاه: گویند ͷتوپولوژی برداری فضای را

باشد. بسته τ توپولوژی به نسبت {x} ،x ∈ X هر ازای به .١

باشند. پیوسته τ توپولوژی به نسبت اسͺالر ضرب و جمع عمل دو .٢

شرط با x, y ∈ X هر برای هرگاه است هاسدورف فضای ،(X, τ) ͷتوپولوژی فضای .۴.١.١ تعریف

.Ux ∩ Vy = ∅ که: قسمͬ به باشند موجود Ux, Vy های ͬͽهمسای x ̸= y

باز پوشش هر هرگاه است فشرده (X, τ) ͷتوپولوژی فضای ͷی از A ی مجموعه زیر .۵.١.١ تعریف

باشد. داشته متناهͬ پوششͬ زیر ،A برای

که باشد ͬͽهمسای ͷی دارای صفر هرگاه نامیم فشرده موضعا را X ͷتوپولوژی فضای .۶.١.١ تعریف

است. فشرده بستارش



٣ ग़فاঘ࣓ماو૟ॻهوग़قدمات .١ فصل

هرگاه: است ریختͬ هم ͷی ،Y و X ͬͺتوپولوژی فضای دو میان f نگاشت .٧.١.١ تعریف

باشد پوشا و ͷی به ͷی f .١

باشد پیوسته f .٢

باشد. پیوسته f−١ .٣

دارند. یͺسان ͬͺتوپولوژی خواص ریختͬ هم فضای دو

پوچساز باشد. V ی مجموعه زیر S و باشد F میدان روی برداری فضای V فرضکنید تعریف٨.١.١.

از است عبارت S

: f(α) = ٠ ،α ∈ V هر ازای به که V روی f خطͬ های تابعک

S◦ = {f |f(α) = ٠,∀α ∈ S}.

عنصرهایش که است X∗ برداری فضای ͷی ،ͷتوپولوژی فضای دوگان فضای .٩.١.١ تعریف

و هستند X بر پیوسته و خطͬ های تابع

X∗ = {Λ : X −→ F}

است. پیوسته و خطͬ Λ که

نامند خطͬ تبدیل ͷی را Y برداری فضای توی به X برداری فضای از T نگاشت .١٠.١.١ تعریف

:α اسͺالر هر و x, x١, x٢ ∈ X هر ازای به هرگاه

T (x١ + x٢) = T (x١) + T (x٢) .١

.T (αx) = αT (x) .٢

.Ē = X هرگاه نامند چͽال را E ⊆ X مجموعه .١١.١.١ تعریف



۴ ग़فاঘ࣓ماو૟ॻهوग़قدمات .١ فصل

m اگر نامیم X در -جبر σ ͷی را X ی مجموعه های مجموعه زیر از m ی گردایه .١٢.١.١ تعریف

باشد: مند بهره زیر خواص از

.X ∈ m .١

است. X در A متمم همان Ac آن در که Ac ∈ m آنگاه A ∈ m هرگاه .٢

.A ∈ m آنگاه An ∈ m ،n = ١,٢,٣, . . . ازای به و A =
∪∞

n=١An هرگاه .٣

هست X در β مانند -جبر σ کوچͺترین باشد ͷتوپولوژی فضای ͷی X کنیم فرض .١٣.١.١ تعریف

نامیم. X در بورل ی رامجموعه β اعضای است. β به متعلق X در باز ی مجموعه هر بطوریͺه

عنصرهایش که باشد ی مجموعه Jn کنیم فرضمͬ ،nمثبت و صحیح عدد هر ازای به تعریف١.١.١۴.

A انگاریم. مͬ مثبت صحیح اعداد تمام ی مجموعه را J همچنین اند. ١,٢,٣, . . . , n صحیح اعداد

است. متناهͬ نیز تهͬ ی مجموعه .A ∼ Jn ی، n ازای به هرگاه است متناهͬ

نباشد. متناهͬ هرگاه است نامتناهͬ A .١۵.١.١ تعریف

هرگاه: نامیم کراندار را E ⊆ X مجموعه .١۶.١.١ تعریف

∃M ∈ X, ∀x ∈ E =⇒ | x |≤ M.

بورل های مجموعه تمام -جبر σ ،m و فشرده موضعͬ بطور هاسدورف Xفضای اگر تعریف١٧.١.١.

نامیم. مͬ بورل ی اندازه ͷی را m بر شده تعریف ی اندازه صورت این در باشد.

گوییم. f ١ گاه تکیه را {x ∈ X | f(x) ̸= ٠}. بستار f ∈ F(X,P) کنیم فرضمͬ تعریف١٨.١.١.

با را فشرده گاه تکیه با f : x −→ C مانند پیوسته توابع تمام از متشͺل ی مجموعه .١٩.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان Cc(x)

١support



۵ ग़فاঘ࣓ماو૟ॻهوग़قدمات .١ فصل

ͷی G از H یͺنواخت شبͺه باشد، آبلͬ فشرده موضعا گروه ͷی G کنیم مͬ فرض .٢٠.١.١ تعریف

است. فشرده G/H قسمتͬ خارج گروه بطوریͺه است G گسسته گروه زیر

زیر ͷی که است قسمت خارج این های نماینده از مجموعه ͷی ،G/H مقطع ͷی .٢١.١.١ تعریف

است. همدسته هر از عنصر ͷی دقیقا شامل G از C مجموعه

و c ∈ C که است x = c + h شͺل به فرد به منحصر نمایش ͷی دارای x ∈ G عضو هر بنابراین

.h ∈ H

بطور باشد. شمارا پایه دارای توپولوژیش هرگاه شود مͬ نامیده دوم شمارای فضا ͷی تعریف٢٢.١.١.

های زیرمجموعه از u = {Ui}∞i=١ شمارای ی گردایه اگر است دوم شمارای T توپولوژی فضای واضح

u ی خانواده زیر اجتماع از عضوهایی بتوان را T باز ی مجموعه زیر هر بطوریͺه باشد. داشته وجود T

نوشت.

نامیم. مͬ ͬͺتوپولوژی فضای را (X, τ) آنگاه باشد، X بر توپولوژی ͷی τ اگر .٢٣.١.١ تعریف

نامیم. مͬ پذیر اندازه فضای ͷی را (X,m) آنگاه باشد، X بر -جبر σ ͷی m اگر .٢۴.١.١ تعریف

به هرگاه نامیم مͬ پذیر اندازه را f تابع باشد، f : X −→ Y و (Y, τ) و (X,m) اگر .٢۵.١.١ تعریف

دیͽر بعبارت یا باشد پذیر اندازه X در f−١(W ) ،W مانند Y در باز ی مجموعه هر ازای

∀ W ∈ τ ⇒ f−١(W ) ∈ m

.

تابع باشد، C یا R همان F و باناخ فضای B و اندازه فضای (X,
∑

) اگر .٢۶.١.١ تعریف

تابع g : B −→ F ی پیوسته و خطͬ تابع هر برای اگر شود مͬ گفته ضعیف ی اندازه f : X −→ B

باشد. F روی بورل -جبر σ و پذیر اندازه
∑

رابطه با gof : X −→ F : x −→ g(f(x))

نرم با H و باشد ⟨٠,٠⟩ داخلͬ ضرب با داخلͬ ضرب فضای ͷی H اگر .٢٧.١.١ تعریف

را H آنگاه باشد، همͽرا آن در کوشͬ ی دنباله هر یعنͬ گردد، کامل دار نرم فضای ∥ x ∥=
√

⟨x, x⟩

نامند. مͬ هیلبرت فضای



۶ ग़فاঘ࣓ماو૟ॻهوग़قدمات .١ فصل

اندیس ی مجموعه در α آن در که ،H هیلبرت فضای در Uα بردارهای از یͷمجموعه تعریف٢٨.١.١.

هرگاه: دارد نام یͺه متعامد کند، مͬ تغییر I مانند }گذاری
⟨Uα, Uβ⟩ = ١ α = β

⟨Uα, Uβ⟩ = ٠ α ̸= β

∥ Uα ∥= ١ ،α ∈ I هر ازای به و

نامیم. مͬ یͺه متعامد پایه اغلب را ماکزیمال ی یͺه متعامد های مجموعه

در یͺنواخت ی شبͺه ͷی L و باشد آبلͬ فشرده موضعا گروه ͷی G کنیم مͬ فرض .٢٩.١.١ تعریف

هرگاه شود مͬ نامیده پایا انتقال فضای V ⊆ L٢(G) ی بسته فضای زیر باشد، G

f ∈ V =⇒ Tkf ∈ V

است: زیر صورت به انتقال عملͽر Tk ،x ∈ G هر برای که k ∈ L هر برای

Tkf(x) = f(k−١x).

روی است. G گروه دوگان Γ و باشد آبلͬ فشرده موضعا گروه ͷی G کنیم فرضمͬ .٣٠.١.١ تعریف

داریم: γ ∈ Γ برای کنیم. مͬ تعریف زیر بصورت را فوریه تبدیل f ∈ L١(G) معین تابع

f̂(γ) =

∫
G

f(x)(x,−γ)dmG(x).

آن دوگان باشد، گسسته ،G آبلͬ ی فشرده موضعا گروه اگر ( ١.٢.۵ قضیه [١۵] ) .٣١.١.١ قضیه

است. گسسته ،Γ باشد، فشرده ،G اگر و است. فشرده ،Γ یعنͬ

است. Λ پوچساز H آنگاه باشد، H پوچساز Λ اگر ( ٢.١.٣ لم [١۵] ) .٣٢.١.١ لم

آنگاه باشد. پذیر شمارش A ⊂ L٢(Rn) کنیم مͬ فرض ( ٢.٣ قضیه [١] ) .٣٣.١.١ قضیه

تقریبا ازای به {T φ(x) : φ ∈ A} ⊂ l٢ اگر فقط و اگر است B و A ثابتهای با قاب ͷی E(A) .١

( اصلͬ ) ی پایه قاب ͷی E(A) علاوه به باشد. B و A های ثابت با قاب ͷی x ∈ Tn هر

ی پایه قاب ͷی x ∈ Tn هر تقریبا ازای به {T φ(x) : φ ∈ A} ⊂ l٢ اگر فقط و اگر است

باشد. ( اصلͬ )



٧ ग़فاঘ࣓ماو૟ॻهوग़قدمات .١ فصل

{T φ(x) : φ ∈ A} ⊂ l٢ اگر فقط و اگر است B و A های ثابت با ریس ی خانواده ͷی E(A) .٢

ͷی E(A) علاوه به باشد. B و A های ثابت با ریس ی خانواده ͷی x ∈ Tn هر تقریبا ازای به

x ∈ Tn هر تقریبا ازای به {T φ(x) : φ ∈ A} ⊂ l٢ اگر فقط و اگر است ریس ی پایه

باشد. l٢ ریس ی پایه ͷی

است. Tn = Rn/Zn. که داریم توجه

V آنگاه باشد. L٢(Rn) ی پایا انتقال فضای ͷی V کنیم فرضمͬ ( ٣.٣ قضیه [١] ) .٣۴.١.١ قضیه

گرفت. نظر در زیر متعامد مجموع عنوان به شده تجزیه توان مͬ را

V =
⊕
i∈N

S(φi),

i ∈ N برای علاوه به و σ(S(φi+١)) ⊂ σ(S(φi)). ،i ∈ N برای و است S(φi) متعامد مولد ͷی φi که

داریم x ∈ Tn هر تقریبا ازای به و

dimS(φi)(x) =∥ T φi(x) ∥ .

و

dimV (x) =
∑
i∈N

∥ T φi(x) ∥ .

اندازه ͷی µ و پذیر اندازه فضای (X,m) کنیم فرضمͬ تسلطͬ). همͽرایی ی (قضیه .٣۵.١.١ قضیه

fn −→ f و باشد X بر پذیر اندازه مختلط توابع از ی دنباله {fn} کنیم مͬ فرض و باشد. m بر مثبت

n −→ ∞ که وقتͬ

داریم: f ∈ L١(µ) برای و | fn |6 φ و n ∈ N هر ازای به φ ∈ L١(µ) اگر

lim

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ.

شرایط هرگاه شوند. مͬ نامیده جزئͬ تریب ͷی S خالͬ غیر مجموعه در نسبت(∽) .٣۶.١.١ تعریف

باشد: برقرار زیر



٨ ग़فاঘ࣓ماو૟ॻهوग़قدمات .١ فصل

∀a ∈ S, a ∼ a .١

∀a, b ∈ S, a ∼ b , b ∼ a =⇒ a = b .٢

∀a, b, c ∈ S, a ∼ b , b ∼ c =⇒ a ∼ c .٣

S عضو دو هر هرگاه شود مͬ نامیده کلͬ ترتیب S ی مجموعه در (∼) جزئͬ تریب .٣٧.١.١ تعریف

باشند. مقایسه قابل

∀a, b ∈ S , a ∼ b یا b ∼ a

هر اگر باشد، جزئͬ ی شده مرتب مجموعه ͷی (S,∼) کنیم مͬ فرض ٢ .( زرن لم ) .٣٨.١.١ لم

ͷی دارای S آنگاه باشد، بالا کران دارای است، S در کلͬ ی شده مرتب (∼) نسبت با که ،A ⊆ S

است. ماکسیمال عضو

( ∀x ∈ S , x 6 a هرگاه است S بالا کران a )

فضای X اگر که کند مͬ بیان تیتسه قضیه توپولوژی در ( ٣ تیتسه توسیع (قضیه .٣٩.١.١ قضیه

حقیقͬ اعداد توی به X از A ی زیرمجموعه برای پیوسته نگاشت f : A −→ R و نرمدار توپولوژی

با دارد وجود F : X −→ R پیوسته نگاشت آنگاه باشد

F (a) = f(a).

شود. مͬ نامیده f ی پیوسته توسیع F .a ∈ A ی همه برای

فرض و باشد فشرده فضای ͷی S کنیم مͬ فرض ( ۴ وایراشتراس استون (قضیه .۴٠.١.١ قضیه

باشد. P٢ و P١ مانند جداکننده نقاط با S روی مقدار حقیقͬ پیوسته توابع از جبر ͷی A کنیم مͬ

بطوریͺه: f ∈ A دارد وجود .P١ ̸= P٢ اگر

f(P١) ̸= f(P٢).

٢Zorn
٣Tietze
۴Stone-Weierstrass



٩ ग़فاঘ࣓ماو૟ॻهوग़قدمات .١ فصل

ͷی یا است. S روی مقدار حقیقͬ پیوسته توابع همه از eR(S) جبر ͷی ،A از Aنواختͺی بستار آنگاه

است. شود، مͬ صفر S در که P∞ تنهای ی نقطه ͷی به مقدار حقیقͬ توابع همه از جبر

است. حقیقͬ اعداد میدان روی جابجایی جبر ͷی eR(S)

باشد، فشرده G اگر ( وایراشتراس استون قضیه نتیجه ) .۴١.١.١ نکته

است. C(G) روی چͽال جبر زیر ͷی بصورت G روی مثلثاتͬ ی جمله چند

چͽال ١ 6 P 6 ∞ که LP (G) در مثلثاتͬ ی جمله چند باشد، فشرده G اگر دهد،که مͬ نتیجه این

است. G روی مقدار مختلط پیوسته توابع همه مجموعه C(G) که است.

L١ ی مجموعه زیر L٢ است، متناهͬ نا R١ ͹لب ی اندازه چون ( ۵ پلانشرل (قضیه .۴٢.١.١ قضیه

،f ∈ L١∩L٢ اگر اما باشد. نمͬ اعمال قابل f ∈ L٢ هر برای مستقیما فوریه تعریفتبدیل لذا و نیست.

پردازیم. مͬ قضیه بیان به حال .f ∈ L٢ که شود مͬ معلوم است. اعمال قابل تعریف،

باشند. برقرار زیر خواص که کرد مربوط طوری را f̂ ∈ L٢ تابع توان مͬ f ∈ L٢ هر به

است. f فوریه تبدیل f̂ آنگاه f ∈ L١ ∩ L٢ هرگاه .١

،f ∈ L٢ هر ازای به .٢

∥ f̂ ∥٢=∥ f ∥٢ .

است. L٢ روی به L٢ از هیلبرت فضاهای یͺریختͬ ͷی f −→ f̂ نگاشت .٣

دارد. وجود f̂ و f بین زیر متقارن ی رابطه .۴

ΨA =

∫ A

−A

f̂(t)eixtdm(t).

φA =

∫ A

−A

f(x)e−ixtdm(x).

داریم: A −→ ∞ وقتͬ

. ∥ φA − f̂ ∥٢−→ ٠ و . ∥ ΨA − f ∥٢−→ ٠
۵Plancherel



١٠ ग़فاঘ࣓ماو૟ॻهوग़قدمات .١ فصل

شود. مͬ نامیده L٢ انعکاس قضیه آخر، قسمت

و f̂ ∈ L١ و f ∈ L١ هرگاه انعکاس) (قضیه .۴٣.١.١ قضیه

g(x) =

∫ ∞

−∞
f̂(t)eixtdm(t).

است. برقرار جا همه تقریبا f(x) = g(x) و g ∈ C٠ آنگاه ،x ∈ R١ که

µ ی اندازه با X بر مختلط پذیر اندازه تابع ͷی f کنیم مͬ فرض ( ۶ لوسین (قضیه .۴۴.١.١ قضیه

هست g ∈ Cc(X) مانند تابعͬ صورت این در .ε > ٠ و x /∈ A اگر f(x) = ٠ .µ(A) < ∞ و باشد.

بطوریͺه

µ({x : f(x) ̸= g(x)}) < ε.

که داد ترتیب طوری توان مͬ بعلاوه

supx∈X | g(x) |≤ supx∈X | f(x) | .

۶Lusin



آبلͬ فشرده موضعا گروههای ی پیشینه ١.٢

که را آبلͬ فشرده موضعا گروههای ی نظریه برای شده شناخته ای پایه نتایج از برخͬ قسمت این در

کاربرد بعدی بخشهای در که را نتایجͬ ترتیب این به کنیم. مͬ بررسͬ داریم، نیاز آنها به مقاله این در

کنیم. مͬ مرتب دارند،

،[٨] مراجع به ها اثبات و جزئیات شرح برای اند. شده حذف مفاهیم بیشتر ضروری، مفاهیم از غیر به

شود. رجوع [١۵] و [٩]

آبلͬ فشرده موضعا گروههای معرفͬ ٢.٢

است. G گروه دوگان (Ĝ) یا Γ و است آبلͬ فشرده موضعا هاسدورف گروه G مقاله این سرتاسر در

بطوریͺه:

Γ = {γ : G −→ C ؛ است G روی پیوسته مشخصه ͷی γ}

بطوریͺه: است تابع ͷی خود مشخصه، این

. | γ(x) |= ١ ،x ∈ G هر ازای به .١

١١

٢ فصل

ඩणردهآبਚیوکارୀد୓یآن ඟ໋وখھایड़و઱عا



١٢ ඩणردهآبਚیوکارୀد୓یآن ඟ໋وখھایड़و઱عا .٢ فصل

.γ(x+ y) = γ(x) · γ(y) ،x, y ∈ G هر ازای به .٢

مͬ داده تعمیم G = (R,+) حالت در γt(y) = e٢πity نمایی توابع به ها مشخصه این بنابراین

ایزومورفیسم ͷی اگر دارند، وجود هم با جبری و ͬͺتوپولوژی ساختار دو هر زمینه این در چون شوند.

هستند ͬͺتوپولوژی یͺریختͬ ͷی G′ و G های گروه گوییم باشد، موجود G′ توی به G از ͬͺتوپولوژی

است. همومورفیسم ͷی جبری ایزومورفیسم این که G ≈ G′. نویسیم مͬ و

کند. مͬ بیان را آبلͬ فشرده موضعا گروههای ی درباره مهم حالات برخͬ زیر قضیه

آنگاه باشد. G گروه دوگان Γ و آبلͬ فشرده موضعا گروه ͷی G کنیم مͬ فرض .١.٢.٢ قضیه

است. آبلͬ فشرده موضعا گروه ͷی (γ + γ′)(x) = γ(x)γ′(x)عملیات با Γ دوگان گروه .١

ی شناسه با G به ͬͺتوپولوژی یͺریختͬ ͷی (Γ̂) یعنͬ Γ گروه دوگان .٢

ϕx(γ) := γ(x) که است. ، x ∈ G ↔ ϕx ∈ Γ̂

باشد. ( گسسته ) فشرده Γ اگر فقط و اگر است ( فشرده ) گسسته G .٣

شود. رجوع [١۵] مرجع به اثبات ی مشاهده برای برهان.

γ(x) مختلط عدد برای (x, γ) نماد از که است مناسب ١.٢.٢ قضیه بخش٢ از نتیجه ͷی عنوان به

است. γ به وابسته xبرعکس و x به وابسته γ که معناست بدان این نماییم. استفاده

کنیم. مͬ بیان است فوریه آنالیز به مربوط که بیشتری ی پایه مثالهای حال

دهیم. مͬ نشان T = {z ∈ C , | z |= ١} با را [١,٠) ی فاصله معمولا

ی شناسه با (Rd,+) هم Γ دوگان گروه است، G = (Rd,+) که حالتͬ در (١) .٢.٢.٢ مثال

.γx(y) = e٢πi⟨x,y⟩ که است، x ∈ Rd ↔ γx ∈ Γ

با ،k ∈ Z هر برای است. Z به ͬͺتوپولوژی یͺریختͬ ͷی دوگان، گروه ،G = T حالت برای (٢)

.γk(ω) = e٢πikω داریم γk ∈ Γ


