


و ابت΋ارات مطالعات، نتاي; بر مرتبط مادی حقوق كليه
پايان�نامه اين موضوع تحقيق از Ͷناش نوآوری�های

است. رازی دانشΎاه به متعلق



پایه علوم دانش΋ده
ͳریاض گروه

ارشد ͳکارشناس پایان�نامه
آنالیز گرایش محض ͳریاض رشته

: عنوان
آن�ها ثابتدر نقطه قضایای و ͳمخروطΈمتری فضاهای مطالعه

روشاس΋الر�سازی طریق از

راهنما: استاد
فرج�زاده ͳعل دکتر

نΎارش:
ͳشاه�عل مینا

٩٠ شهریور
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آنالیز گرایش محض ͳریاض رشته

دانشجو: نام
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: عنوان تحت
ثابتدر نقطه قضایای و ͳمخروطΈمتری فضاهای مطالعه�ی

روشاس΋الر�سازی طریق از آن�ها

رسيد. ͳنهاي تصويب به درجه با و ͳبررس زير داوران هيأت توسط ΁تاري در

امضاء: ͳعلم مرتبه�ی با فرج�زاده ͳعل دکتر پایان�نامه راهنمای استاد

امضاء: ͳعلم مرتبه�ی با قویدل مرضیه سیده دکتر گروه داخل داور استاد

امضاء: ͳعلم مرتبه�ی با ͳقهرمان هوگر دکتر گروه خارج داور استاد



೯دایا...
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای ب�ͳثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا ͳزیستن من به
آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بΎذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا ͳمˇردن و نخورم

م�ͳداری. دوست تو که
تو پای به بردن رن; و تو بخاطر کشیدن ͳزندان تو، بخاطر دیدن ش΋نجه که م�ͳدانند همه و ͳدان�ͳم تو
که توست ͳرهای امید از م�ͳخندم، دل در من که توست شادی از است، من ͳزندگ بزرگ لذت تنها
ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست ͳخوشبخت از و م�ͳدرخشد خسته�ام چشمان در امید برق
جمله�های و ساده کلمات زیر در که را ͳفتΎش نیروی بزنم. حرف خوب نم�ͳتوانم م�ͳکنم. احساس

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف
من، نΎاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از ͳزندگ که م�ͳدانند همه و ͳدان�ͳم تو

است. عاجز من، دل در ͳشعف موج برانΎیختن از
آموخت. خواهم خود را مردن چΎونه بیاموز، من به را زیستن چΎونه تو،

فداکاری ب�ͳپاداش، کار ب�ͳسلاح، جهاد ب�ͳهمراه، رفتن نومیدی، در صبر ش΋ست، تلاشدر توفیق من به
ب�ͳنمود، ͳخوب ب�ͳریا، ایمان ب�ͳنان، خدمت ب�ͳنام، عظمت ب�ͳعوام، مذهب ب�ͳدنیا، دین س΋وت، در
ب�ͳآن΋ه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در ͳتنهای ب�ͳهوس، عشق ب�ͳغرور، قناعت ،ͳخام�ͳب ͳگستاخ

کن. روزی بداند، دوست

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه



චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را ͳآدم خود، ب�ͳکران لطف با که را ح΋یم خداوندگار سپاس
فرج�زاده، ͳعل دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد ب�ͳدری΅ زحمات از م�ͳدانم خود وظیفه� آغاز در
انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمای�ͳهای بدون قطعاً که کنم ͳقدردان و تش΋ر صمیمانه
از بعد و عزیزم مادر و پدر ،ͳمهربان و مهر خداوندگاران دستان بر م�ͳزنم بوسه پایان، در نم�ͳرسید.
و سرشار عاطفه پاس به عزیزم خواهران از م�ͳکنم تش΋ر و را مقدس�شان وجود م�ͳکنم ستایش خدا،

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای
زحمت قبول ͳداخل داور عنوان به که قویدل مرضیه سیده دکتر خانم سرکار گرانقدر استاد از همچنین
شده�اند، متقبل را رساله این ͳخارج داوری زحمت که ͳقهرمان هوگر دکتر آقای جناب و فرمودند

م�ͳنمایم. ͳقدردان و تش΋ر صمیمانه

ͳشاه�عل مینا
١٣٩٠ شهریور

ଘم৤قدৎ
৮دروما඼ෙय़భباৣم



چ΋یده

شده ͳمعرف بیستم قرن در که م�ͳباشد ͳمعمول Έمتری فضای از ͳتعمیم ͳمخروط Έمتری فضای
،ͳمخروط Έمتری فضا�های در متعددی مشترک ثابت نقطه و ثابت نقطه قضایای تا�کنون، است.
فضای جای به Έتوپولوژی برداری فضای کردن جایΎزین با پایان�نامه این در است. شده ارائه و اثبات
م�ͳکنیم بیان را ͳمخروط Έمتری فضای از ͳتعمیم ،ͳمخروط متر مقدار مجموعه در ͳحقیق باناخ
Έی طریق از سپس است. گردیده ͳمعرف Έتوپولوژی برداری ͳمخروط Έمتری فضای عنوان با که
هاسدورف و محدب موضعاً Έتوپولوژی برداری فضای Έی روی که اس΋الر�ساز ͳغیر�خط Έتابع
که م�ͳدهیم نشان و داده انتقال ͳمعمول متر به را Έتوپولوژی برداری ͳمخروط متر است، شده تعریف
خواص دارای ͳ΋توپولوژی نظر از ͳمعمولΈمتری فضای توپولوژیΈو برداری ͳمخروطΈمتری فضای
از ͳمخروط و هاسدورف Έتوپولوژی برداری فضای Έی گرفتن در�نظر با هم�چنین م�ͳباشند. ی΋سان
جاذب و محدب مطلقاً مجموعه�ی Έی به متناظر ͳ΋وفس΋مین Έتابع است، ͳنا�ته درون دارای که آن
و Έتوپولوژی برداری ͳمخروط Έمتری فضای میان ،�Έتابع این از استفاده با و م�ͳکنیم ͳمعرف را
شبه نΎاشت�های برای ثابت نقطه قضایای از ͳبعض و م�ͳکنیم برقرار هم�ارزی ͳمعمول Έمتری فضای
نقطه نتای; از بسیاری ترتیب، این به م�ͳنماییم. اثبات و بیان را ͳمخروط Έمتری فضای در ͳانقباض
،ͳمخروط Έمتری فضای در ͳشبه�انقباض و ͳانقباض نΎاشت�های برای مشترک ثابت نقطه و ثابت
ͳمعمول متر به Έتوپولوژی برداری ͳمخروط متر انتقال ͳیعن) اس΋الر�سازی روش از استفاده با م�ͳتواند
برای تر ساده ͳروش کردن پیدا پایان�نامه این هدف آید. دست به اس΋الر�ساز) تاب΄ Έی از استفاده با

م�ͳباشد. ͳمخروط Έمتری فضا�های در ثابت نقطه قضایای اثبات

ثابت، نقطه ،Έتوپولوژی برداری ͳمخروط Έمتری فضای ،ͳمخروط Έمتری فضای کلماتکلیدی:
.ͳانقباض شبه نΎاشت



فهرستمطالب

صفحه عنوان

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳمقدمات قضایای تعاریفو ١

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Έتوپولوژی برداری فضاهای ١-١

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باناخ و نرمدار فضاهای ١-٢

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳ΋وفس΋مین تاب΄ و محدب مجموعه�های ١-٣

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب موضعاً فضاهای ۴-١

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳجزئ مرتب مجموعه�های ۵-١

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Έمتری فضاهای ۶-١

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳمخروط Έمتری فضاهای ١-٧

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . tvs ͳمخروطΈمتری فضاهای ٢

٢٠ . . اس΋الر�ساز ͳغیر�خط تاب΄�های طریق از ͳمعمول متر به tvs ͳمخروط متر انتقال ٢-١

٣٣ . . . . . . . . . . . tvs ͳمخروط Έمتری فضای برای باناخ ثابت نقطه قضیه� ٢-٢

فضا�های در ͳغیر�خط ͳانقباض شبه نΎاشت�های برای ثابت نقطه قضایای ͳبررس ٢-٣

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . tvs ͳمخروط Έمتری

ͳمعمولΈفضایمتری و tvsͳمخروطΈهم�ارزیبینفضایمتری کردنرابطه� برقرار ٣

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳ΋وفس΋مینΈتابع از استفاده با

۴٨ . . . . ͳ΋وفس΋مین� Έتابع از استفاده با ͳمعمول متر به tvs ͳمخروط متر انتقال ٣-١

متر از استفاده با tvs ͳمخروط Έمتری فضاهای در ثابت نقطه قضایای اثبات ٣-٢

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناظرشان ͳمعمول

٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳلیسΎان به ͳفارس واژه�نامه

٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مراج΄
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پیشΎفتار

فضای تعمیم�ها، این از مورد Έی است. داشته وجود Έمتری فضای از متعددی تعمیم�های تا�کنون

قرن در فضاها نوع این است. شده شناخته نیز Έمتری-k فضای عنوان به که م�ͳباشد ͳمخروطΈمتری

مجموعه�ی جای به مرتب باناخ فضای Έی کردن جایΎزین با ،ͳروس نویسنده چندین توسط بیستم

[۴] و [۴٧] ،[۴۴] ،[٣١] مقالات گردیدند. ͳمعرف متر، Έی مقادیر مجموعه عنوان به ͳحقیق اعداد

م�ͳباشند. مطلب این گویای

مثال عنوان به دارند. کاربردی ریاضیات در متعددی کاربرد�های مخروط�ها و مرتب نرم�دار فضاهای

.[١٨] بهینه�سازی نظریه�ی در و [٣٠-٢٧] نیوتن تقریب روش از استفاده در

نرمال، مخروط گرفتن نظر در با را ͳمخروط Έمتری فضاهای مجدداً ١ Ίژان و Ίهان ٢٠٠٧ سال در

قرار ͳبررس مورد مخروط ͳدرون نقاط شرایط در را دنباله�ها ͳرایΎهم و بودن ͳکوش و کردند ͳمعرف

در ͳانقباض نΎاشت�های برای را باناخ انقباض اصل جمله از ثابت نقطه قضایای از ͳبعض و دادند

ثابت نقطه قضایای دیΎری نویسندگان آن از پس کردند. اثبات و بیان نرمال ͳمخروط Έمتری فضای

رضاپور ،[٢٣] ٢ Ϳراکوسوی و Ϳایلی جمله، از دادند. قرار مطالعه مورد ͳمخروط Έمتری فضای در را

،[١٠] ۶ وترو و اعظم ارشد، ،[٣۵] ۵ راجا و واعظپور ،[٢] ۴ روادیز و عباس ،[٣٧] ٣ ͳهمبران و

نتای; ... و [۴۶] ٨ ͳ΋دولینس و Έپلبانی ،Έلودارسزی ،[٢٨] ٧ Ϳراکوسوی و Ϳرادنووی کادلبورگ،

و ͳخط معادلات حل در نتای; این رساندند. اثبات به را ͳمخروط Έمتری فضا�های برای ثابت نقطه

دارند. کاربرد انتΎرال و مشتق

ارشد، ،[۴۵] ٩ وترو توسط ͳمخروط Έمتری فضاهای برای مشترک ثابت نقطه قضایای چنین هم

١Huang, Zhang
٢Ilić, Rakočević
٣Rezapour, Hamlbarani
۴Abbas, Rhoades
۵Vaezpour, Raja
۶Arshad, Azam, Vetro
٧ Kadelburg, Radenović, Rakočević
٨Włodarczyk, Plebaniak, Dolinski
٩Vetro



این کاربرد�های گرفت. قرار ͳبررس مورد [١٢] و [١١] ٢ وترو و باری دی ،[٩] ١ Ίب و اعظم

چشم�گیر بردار�مقدار، ͳ΋دینامی سیستم�های ͳ΋توپولوژی نظریه�ی و انتΎرال معادلات نظریه�ی در نتای;

است. شده ͳبررس [۴۶] و [۴٣] ،[١٠] مراج΄ در که م�ͳباشد

نقطه قضیه�ی و کرد ͳمعرف را ͳشبه�انقباض نΎاشت مفهوم بار، اولین برای [١۵] ٣ Ϳچری ١٩٧۴ سال در

و Ϳرادنووی کادلبورگ، توسط Ϳچری نتای; سپس رساند. اثبات به را نΎاشت�ها قبیل این برای ثابت

همچنین شد. داده تعمیم ͳمخروطΈمتری فضای برای ،[٢٣] ۴ Ϳراکوسوی و Ϳایلی ،[٢٨] Ϳراکوسوی
٧ کیلیباردا و Ϳراجووی ،Ϳآراندلووی ،[١۶] ۶ دنس ،[٢۴] ۵ ایوانوو توسط Ϳچری ثابت نقطه قضیه�ی

شد. داده تعمیم Έمتری فضای در ͳغیر�خط ͳشبه�انقباض نΎاشت�های برای [٨]

باناخ فضای جای به Έتوپولوژی برداری فضای کردن جایΎزین با [١٩] ٨ دو ͳش وی ،٢٠١٠ سال در

ͳمخروط متر و ͳمعمول متر میان هم�ارزی Έی و کرد ͳمعرف را tvs ͳمخروط Έمتری فضای ،ͳحقیق

را tvs ͳمخروط Έمتری فضای در ثابت نقطه قضایای که داد نشان ترتیب این به و نمود برقرار tvs

نمود. اثبات متناظرش) ͳمعمول متر به ͳمخروط متر انتقال (با ساده�تر ͳروش با م�ͳتوان

Έمتری فضا�های مطالعه به [٧] و ،[٢٩] ،[٣] ،[١٩] ͳاصل ی مقاله چهار از اقتباس با نامه پایان این

م�ͳباشد. فصل سه شامل و م�ͳپردازد فضا�ها این در ثابت نقطه قضایای از ͳبعض ͳبررس و ͳمخروط

است. شده بیان ͳمقدمات قضایای و تعاریف اول فصل در

Έمتری فضای است، [١٩] مقاله�ی از برگرفته که اول بخش در است. بخش سه شامل دوم فصل

را tvs ͳمخروط متر اس΋الر�ساز، ͳغیر�خط تابع�Έهای وسیله�ی به و م�ͳکنیم ͳمعرف را tvs ͳمخروط

ثابت نقطه قضیه�ی است، شده گرفته [٣] مقاله�ی از که دوم بخش در م�ͳدهیم. انتقال ͳمعمول متر به

[٧] مقاله�ی از برگرفته که نیز سوم بخش در م�ͳدهیم. ارائه tvs ͳمخروط Έمتری فضای برای را باناخ

ͳمخروط Έمتری فضای روی که ͳغیر�خط ͳشبه�انقباض نΎاشت�های برای ثابت نقطه قضایای است،

م�ͳکنیم. اثبات را شده�اند تعریف tvs

،ͳ΋وفس΋مین Έتابع نام به ͳهای�Έتابع طریق از اول بخش در م�ͳباشد. بخش دو شامل سوم فصل

١Arshad, Azam, Beg
٢Di Bari, Vetro
٣Ćirić
۴Ilić, Rakočević
۵Ivanov
۶Danes
٧Aranđelović, Rajović, Kilibarda
٨Wei-Shih Du

پ



ثابت نقطه قضایای اثبات به دوم، بخش در سپس و م�ͳکنیم منتقل ͳمعمول متر به را tvs ͳمخروط متر

برگرفته فصل این مطالب م�ͳپردازیم. متناظرشان ͳمعمول متر از استفاده با ͳمخروط Έمتری فضای در

م�ͳباشد. [٢٩] مقاله�ی از

ت



١ فصل

ͳمقدمات قضایای تعاریفو

١



م�ͳکنیم. بیان را هستند نیاز مورد بعد فصل�های در که ͳقضایای و تعاریف فصل این در

پایان سراسر در دارد. ͳآشنای ͳعموم توپولوژی و آنالیز اولیه مفاهیم با خواننده که است این بر ما فرض

هستند. ͳطبیع اعداد مجموعه و ͳحقیق اعداد مجموعه نمایشΎر ترتیب به ،N و R نامه

Έتوپولوژی برداری فضاهای ١-١

پایان�نامه این (در باشد میدان Έی F و ͳآبل گروه Έی (X,+) ،ͳته غیر مجموعه Έی X کنیم فرض

م�ͳباشد). مختلط اعداد مجموعه یا و ͳحقیق اعداد مجموعه با برابر F

تعریف١-١-١.

به که ) عضوی x ∈ X هر و α ∈ F هر ازای به هرگاه است F روی برداری فضای Έی X گوییم

که: طوری به باشد داشته وجود X در ( م�ͳشود نوشته αx صورت

+α(x؛ y) = αx+ αy ،α ∈ F هر ازای به و x, y ∈ X هر ازای به (١)

α)؛ + β)x = αx+ βy ،α, β ∈ F هر ازای به و x ∈ X هر ازای به (٢)

α(βx)؛ = (αβ)x ،α, β ∈ F هر ازای به و x ∈ X هر ازای به (٣)

.۱ x = x ،x ∈ X هر ازای به (۴)

تعریف١-١-٢.

آنΎاه: باشد. تاب΄ Έی g : X → R و R روی برداری فضای Έی X کنیم فرض

x ∈ X هر برای و λ ≥ ۰ هر ازای به هرگاه گوییم، ١ همΎن مثبت طور به نΎاشت Έی را g (آ)

باشیم: داشته

g(λx) = λg(x) ;

باشیم: داشته ،x, y ∈ X هر برای هرگاه گوییم ٢ ͳزیر�جمع را g (ب)

g(x+ y) ≤ g(x) + g(y) .

.١-١-٣ مثال

است. ͳزیر�جمع و همΎن مثبت طور به تاب΄ Έی g(x) = |x| تاب΄

١Positively homogeneous
٢Subadditive

٢



تعریف١-١-۴.

.τ ⊆ P (X) ͳیعن Xباشد، زیرمجموعه�های از گردایه�ای τ و باشد ͳناته ی XیΈمجموعه فرضکنیم

هرگاه: گوییم X در توپولوژی Έی را τ

,X؛ ∅ ∈ τ (١)

از عضوی باز، مجموعه�های از دلخواه اجتماع ͳیعن) ∪α∈IGα ∈ τ آنΎاه {Gα}α∈I ⊆ τ اگر (٢)

است)؛ τ

باز، مجموعه�های از ͳمتناه اشتراک ͳیعن)
n
∩
i=۱

Gi ∈ τ آنΎاه {G۱, G۲, G۳, ..., Gn} ⊆ τ اگر (٣)

است). τ از عضوی

.۵-١-١ مثال

است. X در توپولوژی Έی τ صورت این در .τ = {∅, {a}, X} و X = {a, b} کنیم فرض

تعریف١-١-۶.

(X, τ) مرتب زوج صورت، این در باشد. X در توپولوژی Έی τ و دلخواه مجموعه�ای X کنیم فرض

گوییم. Έتوپولوژی فضای Έی را

تعریف١-١-٧.

و x مانند X از متمایز نقطه دو هر ازای به هرگاه م�ͳشود گفته هاسدورف (X, τ) Έتوپولوژی فضای

.U ∩ V = ∅ و y ∈ V ، x ∈ U طوری΋ه به باشند موجود X در V و U مانند بازی مجموعه�های y

[۴٢] تعریف١-١-٨.

Έی را (X, τ) صورت این در باشد. X در توپولوژی Έی τ و برداری فضای Έی X کنیم فرض

که: باشد گونه�ای به X روی τ توپولوژی هرگاه نامیم ١ (tvs) Έتوپولوژی برداری فضای

پیوسته X ×X روی ͳحاصلضرب توپولوژی به نسبت X به X ×X از (x, y) → x+ y نΎاشت (آ)

باشد؛

پیوسته R × X روی ͳحاصلضرب توپولوژی به نسبت X به R × X از (t, x) → tx نΎاشت (ب)

باشد.

١Topological vector spase

٣



برداری XیΈفضای م�ͳگوییم اختصار به اغلب ما باشد، Έتوپولوژی برداری یΈفضای (X, τ) اگر

است. Έتوپولوژی

[۴٢] .١-١-٩ مثال

تواب΄ از خانوادهای F و Έتوپولوژی برداری فضای Έی (Y, τ) برداری، فضای Έی X کنیم فرض

تواب΄ تمام که X بر توپولوژی ترین) (ضعیف ترین Έکوچ صورت این در باشد. Y به X از ͳخط

توسط شده تولید توپولوژی از است عبارت باشند، پیوسته آن به نسبت F به ∪متعلق
f∈F

{f−۱(W ) : W ∈ τY }.

باشیم داشته ،f ∈ F هر ازای به اگر فقط و اگر است همΎرا x ∈ X به X در {xα} ١ تور Έی

f(xα) → f(x).

است. Έتوپولوژی برداری فضای Έی توپولوژی، این تحت X گفت م�ͳتوان صورت این در

[۴٠] تعریف١-١-١٠.

از مجموعه�ای زیر x ∈ X نقطه ͳΎهمسای Έی باشد. Έتوپولوژی برداری فضای Έی X کنیم فرض

باشد. x حاوی بازی مجموعه�ی شامل که است X

[۴٢] تعریف١-١-١١.

مانند صفر ͳΎهمسای هر برای هرگاه گویند کراندار را X Έتوپولوژی برداری فضای از A مجموعه زیر

.A ⊆ λB طوری΋ه به باشد موجود R در λ > ۰ عدد ،X در B

[۴٢] تعریف١-١-١٢.

جذب را تΈعضوی�ها تمام هرگاه ٢ نامند جاذب را X Έتوپولوژی برداری فضای از S مجموعه زیر

داشته ،|t| ≤ ε که t ̸= ۰ هر ازای به که طوری به باشد موجود ε > ۰ ،x ∈ X هر ازای به ،ͳیعن کند.

باشیم

tx ∈ S.

،|t| ≥ t۰ که t هر ازای به که طوری به باشد موجود t۰ > ۰ ،x ∈ X هر ازای به اگر معادل، طور به یا )

(.x ∈ tS آنΎاه

.١-١-١٣ مثال

است. جاذب Έتوپولوژی برداری فضای Έی در صفر از ͳΎهمسای هر
١Net
٢Absorbing

۴



باناخ و نرمدار فضاهای ١-٢

باشد. θ صفر بردار با برداری فضای Έی X کنیم فرض

[۴٢] تعریف١-٢-١.

کند: صدق زیر شرایط در هرگاه است X بر ١ نیم�نرم Έی ∥ · ∥ : X → R تاب΄

∥x∥؛ ≥ ۰ ،x ∈ X هر ازای به (آ)

∥αx∥؛ = |α|∥x∥ باشد، اس΋الر α و x ∈ X اگر (ب)

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y ∥ ،X در y و xهر ازای به (پ)

کند: صدق نیز زیر شرط در هرگاه گوییم، ٢ نرم Έی را X بر نیم�نرم Έی

کند. ایجاب را x = θ تساوی ∥x∥ = ۰ (ت)

نیم�نرم Έی ∥ . ∥ هرگاه گوییم ( ۴ (نرمدار ٣ نیم�نرمدار ͳخط فضای Έی را (X, ∥ . ∥) مرتب زوج

نیم�نرمدار ͳخط فضای Έی را X اغلب آنΎاه باشد، شده شناخته (نرم) نیم�نرم اگر باشد. X بر (نرم)

گوییم. (نرمدار)

.١-٢-٢ توجه

است. Έتوپولوژی برداری فضای Έی نیم�نرم، از حاصل توپولوژی تحت نیم�نرمدار، ͳخط فضای هر

(پ) و (ب) خواص از ͳراحت به که کنیم تحقیق را اس΋الر ضرب و جم΄ بودن پیوسته است ͳکاف

م�ͳشوند. نتیجه نیم�نرم

تعریف١-٢-٣.

م�ͳباشد. کامل نرمش وسیله به شده تعریف متر با که است نرمدار ͳخط فضای Έی ۵ باناخ فضای هر

.۴-١-٢ مثال

است. باناخ فضای Έی از ساده�ای نمونه�ی ∥x∥ = |x| با همراه ͳحقیق اعداد مجموعه
١Seminorm
٢Norm
٣Seminorm linear space
۴Norm linear space
۵Banach space

۵



ͳ΋وفس΋مین تاب΄ و مجموعه�هایمحدب ١-٣

باشد. برداری فضای Έی X کنیم فرض

[۴٢] تعریف١-٣-١.

باشیم داشته ،λ > ۰ هر ازای به هرگاه گوییم مخروط را K ⊆ X

λK ⊆ K.

.١-٣-٢ مثال

م�ͳباشد. R در مخروط Έی K = [۰,+∞)

[۴٢] تعریف١-٣-٣.

باشیم داشته ،|t| ≤ ۱ که t ∈ R هر و x ∈ K هر ازای به هرگاه گوییم ١ متعادل را K ⊆ X

tx ∈ K.

.۴-١-٣ مثال

است. R از ͳمتعادل مجموعه زیر [−۱, ۱] بازه�

[۴٢] .۵-١-٣ گزاره

دارد. وجود صفر از متعادل ͳΎهمسای Έی صفر، از ͳΎهمسای هر در

[۴٢] تعریف١-٣-۶.

باشیم داشته ،۰ ≤ t ≤ ۱ هر و x, y ∈ K هر ازای به هرگاه است محدب K ⊆ X

tx+ (۱− t)y ∈ K.

باشد، X از Kزیر�مجموعه�ای اگر بنابراین است محدب محدب، اشتراکمجموعه�های که آنجا از

اشتراک که مجموعه این آورد. دست به را K عناصر شامل محدب مجموعه کوچ΋ترین م�ͳتوان آنΎاه

داده نشان coK با و نامیده K ٢ محدب غلاف است، K عناصر شامل محدب مجموعه�های تمام

م�ͳشود.

[۴٢] .١-١ گزاره

که طوری به
n∑
i=۱

tixi محدب ترکیبات تمام مجموعه�ی از است عبارت coK آنΎاه ،K ⊆ X اگر

.
n∑
i=۱

ti = ۱ و ti ≥ ۰ ،xi ∈ K

١balenced
٢covex hull

۶



[۴٢] تعریف١-٣-٧.

باشد. محدب و متعادل هرگاه است ١ محدب مطلقاً K ⊆ X

.١-٣-٨ مثال

و محدب زیر�مجموعه� Έی K صورت این در .K = {z ∈ R۲ : |z| ≤ ۱} و X = R۲ کنیم فرض

آنΎاه ،α ∈ [ ۰, ۱ ] و z۱, z۲ ∈ K اگر زیرا م�ͳباشد. X از متعادل

|αz۱ + (۱− α)z۲| ≤ |αz۱|+ |(۱− α)z۲|

≤ α + (۱− α) = ۱

داریم: |t| ≤ ۱ که t ∈ R هر برای آنΎاه ،z ∈ K اگر همچنین .αz۱ + (۱− α)z۲ ∈ K نتیجه در

|tz| = |t||z| ≤ ۱ .

محدب مطلقاً نتیجه در و محدب و متعادل مجموعه�ای K پس م�ͳباشد. K از عضوی tz بنابراین

است.

نیست. محدب مطلقاً که محدب مجموعه Έی از م�ͳآوریم ͳمثال حال

.١-٣-٩ مثال

ͳول (۲, ۲) ∈ K که این به توجه با اما است محدب R۲ از K = [۲, ۴] × [۲, ۴] مجموعه�ی زیر

نم�ͳباشد. محدب مطلقاً نتیجه در و نیست متعادل K پس ، ۱
۲
(۲, ۲) /∈ [۲, ۴]× [۲, ۴]

[۴٢] تعریف١-٣-١٠.

صورت به که را PK : X → R تاب΄ باشد. جاذب و محدب مجموعه Έی K ⊆ X کنیم فرض

PK(x) = inf{t > ۰ : x ∈ tK} , (x ∈ X)

م�ͳشود. نامیده K به متناظر ٢ ͳ΋وفس΋مین تاب΄ م�ͳشود، تعریف

.١-٣-١١ مثال

،x ∈ X هر ازای به آنΎاه باشد. K = {x ∈ X : ∥x∥ < r} و نیم�نرمدار فضای Έی X کنیم فرض

داریم:

PK(x) = inf{t > ۰ : x/t ∈ K} = inf{t > ۰ : ∥x/t∥ < r}

= inf{t > ۰ : ∥x∥/r < t} = ∥x∥/r.

١Absolutely convex
٢Minkowski function

٧



محدب موضعاً فضاهای ۴-١

[۴٢] تعریف١-۴-١.

اختصار به یا محدب موضعاً Έتوپولوژی برداری فضای Έی را (X, τ) Έتوپولوژی برداری فضای

باشد. داشته صفر در محدب همسای�ͳΎهای از پایه Έی τ هرگاه گوییم ١ محدب موضعاً

.٢-۴-١ مثال

مجموعه Έی نرم�دار فضای در باز گوی هر زیرا است. محدب موضعاً فضای Έی نرم�دار فضای هر

است. محدب

[۴١] .٣-۴-١ توجه

از خانواده Έی توسط فضا این توپولوژی باشد، محدب موضعاً فضای Έی X اگر ،ͳتحلیل بیان به

آن در که B = {B(x, ε) : x ∈ X, ε > ۰} مجموعه واق΄ در م�ͳشود. مشخص P مانند نیم�نرم�ها

م�ͳباشد. توپولوژی این برای پایه�ای ،B(x, ε) = {y ∈ X : p(y − x) < ε, p ∈ P}

ͳمرتبجزئ مجموعه�های ۵-١

تعریف١-۵-١.

باشد: برقرار زیر شرایط هرگاه گوییم ͳجزئ ترتیب رابطه�ی Έی را X مجموعه روی ⪯ رابطه�ی

؛ x ⪯ x ،x ∈ X هر ازای به (١)

؛ x = y آنΎاه y ⪯ x و x ⪯ y اگر ،x, y ∈ X هر ازای به (٢)

. x ⪯ z آنΎاه y ⪯ z و x ⪯ y اگر ،x, y, z ∈ X هر ازای به (٣)

ͳجزئ مرتب مجموعه�ی Έی را (X,⪯) مرتب زوج باشد، X روی ͳجزئ ترتیب رابطه�ی Έی ⪯ اگر

نامیم.

.٢-۵-١ مثال

م�ͳباشند. ͳجزئ مرتب مجموعه�ی (R,≤) و (N,≤)

١Locally convex

٨



Έمتری فضاهای ۶-١

تعریف١-۶-١.

هرگاه: گویند X روی متر Έی را d : X ×X → R تاب΄ باشد. ͳته غیر مجموعه� Έی X کنیم فرض

x؛ = y اگر فقط و اگر d(x, y) = ۰ و d(x, y) ≥ ۰ ،x, y ∈ X هر ازای به (١)

,d(x؛ y) = d(y, x) ،x, y ∈ X هر ازای به (٢)

.d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) ،x, y, z ∈ X هر ازای به (٣)

م�ͳنامیم. Έمتری فضای Έی را (X, d) آنΎاه باشد، X روی متر Έی d اگر

.٢-۶-١ مثال

تاب΄ ،x, y ∈ X هر برای صورت این در باشد. نرمدار ͳخط فضای Έی X کنیم فرض

نامند. نرم از ͳالقای متر را آن که است X روی متر Έی d(x, y) = ∥x− y∥

تعریف١-۶-٣.

به باشد موجود x ∈ X مانند عنصری هرگاه گوییم همΎرا را (X, d) Έمتری فضای در {xn} دنباله�

دهد نتیجه n ≥ N که گونه�ای به باشد موجود N مانند ͳطبیع عدد Έی ،ε > ۰ هر ازای به طوری΋ه

وسیله� به را ͳرایΎهم این و است x به همΎرا {xn} دنباله گوییم حالت این در ,d(xn؛ x) < ε که

م�ͳدهیم. نشان limn→∞xn = x یا و xn d→ x

نباشد. همΎرا هرگاه گوییم، واگرا (X, d) Έمتری فضای در را {xn} دنباله

.۴-۶-١ مثال

در ͳول است صفر به همΎرا (d(x, y) = |x− y|) ͳاقلیدس متر با ͳحقیق اعداد فضای در { ۱
n۲} دنباله

نیست. همΎرا ͳاقلیدس متر با X = (۰,∞) مثبت ͳحقیق اعداد فضای

تعریف١-۵-۶.

ͳطبیع عدد Έی ،ε > ۰ هر ازای به هرگاه گوییم، ١ ͳکوش را (X, d) Έمتری فضای در {xn} دنباله

باشیم داشته m,n ≥ N هر برای که طوری به باشد موجود N مانند

d(xn, xm) < ε.

١Cauchy

٩


