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ৎقد৤مଘروحپاک৮درم
ণپاس...و

سایه در تا ساخته نصیبم فداکار مادری و پدر کرم روی از که را سپاسخدای
سایه از و گیرم برگ و شاخ آنها اندیشه از و بیاسایم وجودشان بار پر درخت

نمایم. تلاش دانش و علم کسب راه در وجودشان

برسرم است افتخاری تاج بودنشان که ماభی
بودنم بر است دلیلͬ شان نام که ৮دری و

که چرا
رفتن راه و گرفتند را دستم اند؛ بوده ام هستͬ مایه پروردگار از پس وجود دو این

آموختند. نشیب و فراز از پر زندگͬ وادی این در را

کردند معنا را بودن انسان و بودن زندگͬ؛ برایم که آड़وزگارا਩ی
آنان... تقدیم درویش تحفه است سبزی برگ این حال



ৎقدୌوণپاسࢂචاری:
از است شایسته بسͬ « الخالق یشͺر لم المخلوق یشͺر لم «من مصداق به

آقای جناب راهنما، استاد

هایسخن صحیفه بلند، های گفته و دلاویز های نͺته با که عਚیৎࡷوی دکتر

پایان اکمال و اتمام در نͽارنده گشای راه و راهنما همواره و نمودند پرور علم را
نمایم. تشͺر و تقدیر بودند؛ نامه

آقای جناب از را تشͺر کمال همچنین
داشتند برعهده نامه پایان این در را بنده مشاوره که ণید୓دیඪฬری دکتر

دارم. را
رساندن انجام به در مرا نوعͬ به که کسانͬ همه خدمت خالصانه تشͺر با -و

اند. نموده یاری مهم این

൐ख़۱۳۹۰یدय़ھدیزادهآلاਠতی
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چͺیده

و قضایا و پردازد مͬ فازی نرمدار خطͬ فضاهای در فازی کراندار عملͽرهای مورد در بحث به نامه، پایان این

رساند. مͬ اثبات به زمینه این در را نتایجͬ

عملͽرهای به فازی کراندار عملͽرهای فازی، تعریفα-برشهای با فازی نرمدار خطͬ فضای در کلͬ، بطور

روی فازی ͬͽپیوست و فازی کرانداری بین روابط حالت، این در شود. مͬ تقسیم فازی ضعیف و قوی کراندار

گیرند. مͬ قرار بررسͬ مورد فازی باناخ فضای و فازی نرمدار خطͬ فضاهای

است فازی های محیط به کاربردی و تابعͬ آنالیز از آمده دست به نتایج انتقالͬ برای ای پایه کار این واقع در

خطͬ فضای روی خطͬ عملͽرهای فشردگͬ و عملͽر ͷی الحاق دوگان، فضای چون مفاهیمͬ ابتدا، در بطوریͺه

هر به مربوط قضایای از صریحͬ اثبات فازی نرم و ها α-برش به توجه با سپس شوند مͬ تعریف فازی نرمدار

شوند. مͬ ارائه مفاهیم این از ͷی

فازی. نرمدار خطͬ فضای و فازی نرم α-برش، فازی، کراندار عملͽرهای کلیدی: کلمات
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١ فصل

مقدمه

مدتͯ از پس و شد[٣٠] ارائه ١٩۶۵ سال در عسͽرزاده لطفͬ پروفسور توسط بار نخستین فازی مجموعه نظریه

كرد. پيدا ورود نرمدار فضاهاي زمينه در آنالیز شاخه جمله از علوم، همه� در نظريه اين كوتاه

فضاي در فازي نرم و فازي توپولوژيك برداري فضاي از نͺاتͯ ١ كاتساراس بار اولین برای مباحث، این در

اختصاص با خطͬ فضای روی را فازی نرم ͷی از ای ایده [١٣] ٢ ف˼لبین ،١٩٩٢ سال در كرد[١٩]. مطرح را خطͯ

کالوا توسط شده معرفͬ متر پذیری شرکت خاصیت برقرای با خطͬ فضای از عضو هر به فازی حقیقͬ عدد ͷی

کرد[١٨]. مطرح ٣ سیͺالا و

این در کردند معرفͬ را خطͬ فضای روی فازی نرم از دیͽر ای ایده [٧] موردسن۴ و ͹چن ،١٩٩۴ درسال

فازی، توابع تعریف به توجه با آنها است. ۵ ͷهل ͷمی و کراموسیل حالت مطابق آن از حاصل فازی متر حالت

کردند. تعریف را فازی عملͽر ͷی کرانداری

خطͬ عملͽر ͷی فازی نرم از [١٣] ف˼لبین توسط شده بیان تعریف از تر کلͬ [٢۶]حالت ۶ زو و زیو تازگͬ به

روی هم دیͽری های مقاله کردند. تعریف را دیͽر فازی نرمدار خطͬ فضای به فازی نرمدار خطͬ فضای روی

سال در .[٢٣ ،١٢ ،١١ ،۴ ،٣] دادند قرار مطاله مورد را فازی نرمدار خطͬ فضای از های حالت و ها خاصیت

کردند. تعریف را فازی کراندار عملͽرهای ف˼لبین توسط شده معرفͬ نرم به توجه ٧با چو و تو ای ،١٩٩٨

متر پذیری شرکت برقراری با فازی نرم از تعریف ͷی [٧] موردسن و ͹چن کار ادامه در ،[٢] ٨ سامانتا و باگ

١Katsaras
٢Felbin
٣Kaleva and Seikkala
۴Cheng and Mordeson
۵Kramosil
۶Xiao and Zhu
٧Itoh and Cho
٨Bag and Samanta



٢

نرمدار خطͬ هایͬ خاصیت و فازی های نرم از قضایایͬ آنها .[٢١] کردند بیان ͷهل ͷمی و کراموسیل حالت از

[١٢] ف˼لبین توسط شده مطرح فازی نرم از تر ساده تعریف همچنین آنها .[٢] کردند بیان را متناهͬ بعد با فازی

فضاهای روی فازی خطͬ عملͽرهای کرانداری و ͬͽپیوست از مختلف های حالت از مفاهیمͬ و کردند بیان را

سامانتا و باگ توسط شده تعریف فازی نرم با [١٧] نوروزی٩ و لائل .[۵ کردند[٣، مطرح را فازی نرمدار خطͬ

فضای در را قضایایͬ و تعریف فازی نرمدار خطͬ فضاهای روی را فازی کراندار خطͬ عملͽرهای فشردگͬ ،[٣]

کردند. اثبات فازی نرمدار

٩Lael and Nourouzi



مقدمات٣ͬ قضایای و مفاهیم تعاریف، ١.١

مقدماتͬ قضایای و مفاهیم تعاریف، ١.١

،٩ ،٨ منابع[٧، از عمدتاً مطالب این کنیم. مͬ بیان ١٠را فازی نظریه از نیاز مورد مقدماتͬ مفاهیم فصل این در

اند. شده گرفته [٣٠ ،٢٣ ،١۶ ،١۵ ،١٢

فازی های مجموعه زیر ١.١.١

α ∈ (٠,١] و η ∈ F اگر باشند. فازی های مجموعه زیر تمام مجموعه F و حقیقͬ اعداد میدان R فرضکنید

دهیم. مͬ نمایش [η]α = [η−α , η
+
α ] صورت به و نامیم مͬ η -برش α را {t : η(t) ≥ α} مجموعه آنͽاه

شود: مͬ تعریف زیر صورت به η فازی مجموعه ͷی supp همچنین

supp η = {t : η(t) > ٠}.

کند: صدق زیر شرایط در اگر شود مͬ نامیده فازی عدد ͷی R روی η فازی مجموعه ͷی .١.١.١ تعریف

.η(t٠) = ١ بطوریͺه باشد موجود t٠ ∈ R ͷی اگر (i)

باشد. بسته بازه α ∈ (٠,١] هر برای [η]α (ii)

باشد. کراندار supp η (iii)

عدد η آنͽاه η(t) = ٠, t < ٠ و η ∈ F اگر دهیم. مͬ نشان F با را فازی حقیقͬ اعداد همه مجموعه

عدد هر دهیم. مͬ نمایش F+ با را مثبت فازی حقیقͬ اعداد همه مجموعه و شود مͬ نامیده مثبت فازی حقیقͬ

کرد: تعریف زیر صورت به r̄ فازی حقیقͬ عدد ͷی توان مͬ را r حقیقͬ

r̄(t) =

{
١ t = r,
٠ t ̸= r;

کند. صدق (i) شرط در هرگاه گویند نرمال را η فازی عدد .٢.١.١ تعریف

باشد. بسته آن های α-برش تمام هرگاه است بالایͬ پیوسته نیمه η فازی مجموعه زیر ͷی .٣.١.١ تعریف

اگر فقط و اگر است فازی پیوسته نیمه η فازی مجموعه زیر ͷی .۴.١.١ گزاره

∀x ∈ R, ∀ε > ٠, ∃δ > ٠ s.t |x− y| < δ =⇒ η(y) < η(x) + ε.

.[١۵] اثبات.
١٠Fuzzy



مقدمات۴ͬ قضایای و مفاهیم تعاریف، ١.١

محدب ای مجموعه آن های -برش α همه اگر فقط و اگر است محدب η فازی مجموعه زیر .۵.١.١ تعریف

باشند. R در (بازه)

اگر است محدب η فازی مجموعه زیر .۶.١.١ گزاره

η(t) ≥ η(s) ∧ η(r) = min(η(s), η(r)),

برای و هستند ها بازه آن های α-برش تمام ۵.١.١ تعریف بنابه نتیجه در باشد محدب η کنید فرض اثبات.

.α = η(s) ∧ η(s) دهید قرار s ≤ t ≤ r

.s = t ≤ r برای مثلا است واضح تساوی حالت برای :I حالت

لذا α = η(s) ∧ η(s) چون ،s < t < r حالت برای :II حالت


η(s) ≥ α =⇒ s ∈ [η]α,

η(r) ≥ α =⇒ r ∈ [η]α.

.η(s) ∧ η(s) = α ≤ η(t) نتیجه در .y ∈ [η]α لذا باشد مͬ بازه ͷی [η]α چون

اگر α ∈ (٠,١] برای همچنین η(t) ≥ η(s) ∧ η(r) باشیم داشته s ≤ t ≤ r برای کنید فرض برعͺس،

آنͽاه x, z ∈ [η]α


x ∈ [η]α =⇒ η(s) ≥ α

=⇒ η(t) ≥ η(x) ∧ η(r) ≥ α,
r ∈ [η]α =⇒ η(r) ≥ α

است. محدب ،η فازی مجموعه زیر ۵.١.١ تعریف به بنا لذا .y ∈ [η]α نتیجه در

برقرارند. زیر های گزاره .٧.١.١ گزاره

هستند. فازی اعداد حقیقͬ، اعداد (i)

است. محدب فازی عدد هر (ii)

است. بالایͬ پیوسته نیمه فازی عدد هر (iii)

است. نزولͬ [t,∞) روی و صعودی (−∞, t] روی η فازی عدد آنͽاه η(t) = ١ کنید فرض ((iv



مقدمات۵ͬ قضایای و مفاهیم تعاریف، ١.١

است. فازی عدد ͷی حقیقͬ عدد هر که است بدیهͬ .(i) اثبات.

اند. بازه آن های تعریفα-برش بنابه زیرا است محدب η .(ii)

است. بالایͬ پیوسته نیمه ηتعریف به بنا پس است بسته فازی عدد هر های α-برش چون .(iii)

است؛ محدب η چون و η(t) = ١ که است موجود t حقیقͬ عدد ͷی تنها η بودن نرمال به بنا .(iv)

η(y) ≥ η(x) ∧ η(t), x ≤ y ≤ t

پس η(t) = ١ چون

η(y) ≥ η(x) ∧ ١ = η(x) =⇒ η(y) ≥ η(x).

است. صعودی (−∞, t] روی η لذا

پس η(t) = ١ چون و η(y) ≥ η(x) ∧ η(t) داریم t ≤ y ≤ x برای مشابه، طور به

η(y) ≥ η(x) ∧ ١ = η(x) =⇒ η(y) ≥ η(x).

است. نزولͬ [t,∞) روی η لذا

های مجموعه µ و η باشد. R روی پیوسته دوتایͬ عمل ͷی ◦ : R × R −→ R کنید فرض .٨.١.١ قضیه

آنͽاه باشد کراندار ͷی هر supp و بسته ها آن های برش -α بطوریͺه باشند فازی

(η ◦ µ)(t) = η(t) ∧ µ(t), t ∈ R,

.t = x ◦ y که y, x هر برای

.[١۵] اثبات.

کنیم: مͬ تعریف زیر صورت به F × F روی را ⊘ و ⊗ ،⊖ ،⊕ عملͽرهای حسابͬ عملیات .٩.١.١ تعریف

η)؛ ⊕ δ)(t) = sups∈R{η(s) ∧ δ(t− s)}, t ∈ R (i)

η)؛ ⊖ δ)(t) = sups∈R{η(s) ∧ δ(s− t)}, t ∈ R (ii)

؛ (η ⊗ δ)(t) = sups ̸=٠
s∈R

{η(s) ∧ δ(t/s)}, t ∈ R (iii)

. (η ⊘ δ)(t) = sups∈R{η(st) ∧ δ(s)}, t ∈ R (iv)



مقدمات۶ͬ قضایای و مفاهیم تعاریف، ١.١

(ii) و (i) از لذا ⊖η = ٠̄⊖ η کنید فرض باشد. مͬ ١̄ و ترتیب٠̄ به F در ضرب و جمع خنثͬ عضو .١ نͺته

داریم

(⊖η)(t) = η(−t), η ⊖ δ = η ⊕ (⊖δ) t ∈ R.

شود مͬ تعریف زیر صورت به kη ،k ∈ R+ برای .١٠.١.١ تعریف

(kη)(t) = η(t/k), ٠η = ٠̄.

های مجموعه µ و η باشد. R روی پیوسته دوتایͬ عمل ͷی ◦ : R×R −→ R فرضکنید .١١.١.١ گزاره

آنͽاه باشد کراندار ͷی هر supp و بسته ها آن های برش -α بطوریͺه باشند فازی

[η ◦ µ]α = [η]α ◦ [µ]α, ∀α ∈ (٠,١].

.[η ◦ µ]α ⊆ [η]α ◦ [µ]α که دهیم مͬ نشان ابتدا اثبات.

داریم ٨.١.١ قضیه به بنا صورت این در باشد، t ∈ [η ◦ µ]α کنید فرض

(η ◦ µ)(t) = η(t) ∧ µ(y), ∀x, y (١.١.١)

داریم (١.١.١) رابطه از نتیجه در (η ◦ µ)(t) ≥ α دیͽر طرف از .t = x ◦ y که


η(x) ≥ α =⇒ x ∈ [η]α

=⇒ t ∈ [η]α ◦ [µ]α,
µ(y) ≥ α =⇒ y ∈ [µ]α

(٢.١.١)

.[η]α ◦ [µ]α ⊆ [η ◦ µ]α دهیم مͬ نشان حال

نتیجه در t ∈ [η]α ◦ [µ]α کنید فرض

∃x, y : x ∈ [η]α, y ∈ [µ]α s.t t = x ◦ y

درنتیجه
x ∈ [η]α =⇒ η(x) ≥ α

=⇒ η(x) ∧ µ(y) ≥ α,
y ∈ [µ]α =⇒ µ(y) ≥ α

=⇒
∨

t=x◦y

η(x) ∧ µ(y) ≥ α

=⇒ (η ◦ µ)(t) ≥ α



مقدمات٧ͬ قضایای و مفاهیم تعاریف، ١.١

=⇒ t ∈ [η ◦ µ]α (٣.١.١)

است. برقرار حͺم (٣.١.١) و (٢.١.١) روابط از لذا

آنͽاه [η]α = [a١α, a
٢
α], [δ]α = [b١α, b

٢
α], α ∈ (٠,١] و η, δ ∈ F+ کنید فرض .١٢.١.١ نتیجه

η]؛ ⊕ δ]α = [a١α + b١α, a
٢
α + b٢α] (i)

؛ [η ⊖ δ]α = [a١α − b٢α, a
٢
α − b١α] (ii)

؛ [η ⊗ δ]α = [a١αb
١
α, a

٢
αb

٢
α] (iii)

.[η ⊘ δ]α =

[
a١α
b٢α
, a

٢
α

b١α

]
, b١α > ٠ (iv)

کنید فرض باشند. غیرتهͬ های بازه از ای گردایه [aα, bα], ٠ < α ≤ ١ کنید فرض .١٣.١.١ گزاره

[aα١ , bα١ ] ⊃ [aα٢ , bα٢ ] ،٠ < α١ ≤ α٢ هر برای (i)

است همͽرا α به (٠,١] در {αk} صعودی دنباله هر برای (ii)

[limk→∞aαk
, limk→∞bαk

] = [aα, bα].

باشند. مͬ η فازی حقیقͬ عدد ͷی های -برش α از ای مجموعه [aα, bα] خانواده آنͽاه

(i) شرایط باشند η فازی حقیقͬ عدد ͷی های -برش α از ای مجموعه [aα, bα], α ∈ (٠,١] اگر برعͺس،

است. برقرار (ii) و

داریم α ∈ (٠,١] هر برای آنͽاه باشد R روی فازی مجموعه ͷی η کنید فرض .١۴.١.١ گزاره

η−١(α) = ηα ∩ (∪β>αηβ)
′
.

.[١۵] اثبات.

[η]α = [µ]α ، α ∈ [٠,١] هر برای آنͽاه باشند [٠,١] Rبه از هایͬ نͽاشت µ و η فرضکنید .١۵.١.١ گزاره

.η = µ اگر فقط و اگر

زیرا [η]α = [µ]α که است واضح η = µ اگر اثبات.

[η]α = {t|η(t) ≥ α} = {t|µ(t) ≥ α} = [µ]α.



مقدمات٨ͬ قضایای و مفاهیم تعاریف، ١.١

کنید فرض .η(t) = µ(t) ،t ∈ R هر برای یعنͬ η = µ کنیم مͬ ثابت .[η]α = [µ]α کنید فرض برعͺس،

داریم ١۴.١.١ گزاره و فرض به بنا رو این از α ∈ (٠,١] که η(t) = α

t ∈ η−١(α) = ηα ∩ (∪β>αηβ)
′

= µα ∩ (∪β>αµβ)
′
= µ−١(α)

=⇒ t ∈ µ−١(α)

=⇒ µ(t) = α

.η(t) = µ(t) داریم ،t ∈ R هر برای نتیجه در

و a١α ≤ b١α های رابطه اگر فقط و اگر است برقرار η ⪯ δ برای F روی ⪯ جزئͬ رابط .١۶.١.١ نتیجه

.[δ]α = [b١α, b
٢
α] و [η]α = [a١α, a

٢
α] که باشد برقرار α ∈ (٠,١] هر برای a٢α ≤ b٢α

اگر (limn−→∞ηn = η)است همͽرا η ∈ F به {ηn} ∈ F دنباله .١٧.١.١ تعریف

limn−→∞a
١
n,α = a١α, limn−→∞a

٢
n,α = a٢α, ∀α ∈ (٠١]

.[η]α = [a١α, a
٢
α] و [ηn]α = [a١n,α, a

٢
n,α] که

آنͽاه [µ]α = [eα, fα] و [δ]α = [cα, dα] ،[η]α = [aα, bα] و η, δ, µ ∈ F کنید فرض .١٨.١.١ گزاره

η]؛ ⊕ δ]⊖ µ = η ⊕ [δ ⊖ µ] (i)

⊖µ؛ δ ⪯ η ⊖ δ آنͽاه µ ⪯ η اگر (ii)

آنͽاه δ ≻ ٠̄ و µ ⪯ η اگر (iii)

⊗µ؛ δ ⪯ η ⊗ δ (a)

⦸µ؛ δ ⪯ η ⊘ δ (b)

.(η ⊗ µ)⊘ δ = η ⊗ (µ⊘ δ), cα > ٠ (iv)

کنیم مͬ استفاده ١٢.١.١ نتیجه از اثبات برای اثبات.

چون (i) .

[η ⊕ δ]α = [aα + cα, bα + dα], [δ ⊖ µ]α = [cα − fα, dα − eα]



فازی٩ های بازه ٢.١

داریم لذا

[(η ⊕ δ)⊖ µ]α = [aα + cα − fα, bα + dα − eα] = [η ⊕ (δ ⊖ µ)]α

(ii)

[µ⊖ δ]α = [eα − dα, fα − cα], [η ⊖ δ]α = [aα − dα, bα − cα].

لذا fα ≤ bα و eα ≤ aα داریم µ ⪯ η رابطه از

eα − dα ≤ aα − dα, fα − cα ≤ bα − cα

.µ⊖ δ ⪯ η ⊖ δ رو این از

داریم را زیر روابط (iii)

[µ⊗ δ]α = [eαcα, fαdα], [η ⊗ δ]α = [aαcα, bαdα].

رو این از .cα > ٠ همچنین fα ≤ bα و eα ≤ aα داریم µ ⪯ η رابطه از

eαcα ≤ aαcα, fαdα ≤ dαbα

داریم (ii) قسمت از .µ⊗ δ ⪯ η ⊗ δ لذا

[µ⊘ δ]α =
[eα
dα
,
fα
cα

]
, [η ⊘ δ]α =

[aα
dα
,
bα
cα

]
.

لذا
eα
dα

≤ aα
cα
,
fα
cα
,
fα
cα

≤ bα
cα

.µ⊘ δ ⪯ η ⊘ δ نتیجه در

داریم (iv)

[(η ⊗ µ)⊘ δ]α =
[aαeα
dα

,
bαfα
cα

]
= [η ⊗ (µ⊘ δ)]α.

فازی های بازه ٢.١

پردازیم[٢٨]. مͬ فازی) های (بازه فازی حقیقͬ اعداد مفهوم به بخش این در



فازی١٠ های بازه ٢.١

فازی حقیقͬ عدد ͷی [η]α = {t : η(t) ≥ α} α-برش، با η : R −→ [٠,١] نͽاشت ͷی .١.٢.١ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در هرگاه که شود مͬ نامیده فازی) (بازه

.η(t٠) = ١ بطوریͺه t٠ ∈ R باشد داشته وجود (i)

α ∈ (٠,١] هر برای (ii)

[η]α = [η−α , η
+
α ] s.t −∞ < η−α ≤ η+α < +∞.

و باشند تودرتو و کراندار بسته، های بازه از ای گردایه
{
[aα, bα]; α ∈ (٠,١]

}
کنید فرض .٢.٢.١ گزاره

باشد η(t) =
∨{

α ∈ (٠,١] : t ∈ [aα, bα]
}
ضابطه با شده تعریف تابع ͷی η : R −→ [٠,١]

صورت به α ∈ (٠,١] هر برای را η α-برش مجموعه که است ( فازی (بازه فازی حقیقͬ عدد ͷی η آنͽاه

دهیم. مͬ نمایش [η]α = [η−α , η
+
α ]

.[۶] اثبات.

بطوریͺه باشند حقیقͬ اعداد از نزولͬ و صعودی ای گردایه ترتیب به {bα} و {aα} کنید فرض .٣.٢.١ گزاره

های بازه از ای گردایه وسیله به شده تولید فازی) (بازه فازی حقیقͬ عدد η و −∞ < aα ≤ bα < +∞

آنͽاه {[aα, bα];α ∈ (٠,١]}

supβ<αη؛
−
β = η−α (i)

infβ<αη؛
+
β = η+α (ii)

.[η]α = [η−α , η
+
α ] که

.[۶] اثبات.

ای گردایه وسیله به شده تولید فازی بازه η∗ کنید فرض .[η]α = [η−α , η
+
α ] و η ∈ F کنید فرض .۴.٢.١ گزاره

.η = η∗ آنͽاه باشد ٠ < α ≤ ١, [η−α , η+α ] تودرتو و کراندار بسته، های بازه از

چون اثبات.

η∗(t) =
∨

{α ∈ (٠,١] : t ∈ [η−α , η
+
α ]}

نوشت توان مͬ

[η∗] = [η∗−α , η∗+α ], ٠ < α ≤ ١.



فازی١١ های بازه ٢.١

است واضح

[η−α , η
+
α ] ⊂ [η∗−α , η∗+α ], ∀α ∈ (٠,١]. (١.٢.١)

η∗(t) ≥ α آنͽاه .t ∈ [η−α , η
+
α ] کنید فرض α ∈ (٠,١] برای حال

=⇒
∨

{β ∈ (٠,١] : t ∈ [η−β , η
+
β ]} ≥ α.

:I ∨حالت
{β ∈ (٠,١] : t ∈ [η−β , η

+
β ]} > α

=⇒ t ∈ [η−α , η
+
α ].

:II ∨حالت
{β ∈ (٠,١] : t ∈ [η−β , η

+
β ]} = α

=⇒ ∃{αn} ∈ (٠,١] s.t αn −→ α, t ∈ [η−αn
, η+αn

], ∀n

=⇒ η−αn
≤ t ≤ η+αn

, ∀n

=⇒ limn−→∞η
−
αn

≤ t ≤ limn−→∞η
+
αn

=⇒ η−α ≤ t ≤ η+α

=⇒ t ∈ [η−α , η
+
α ].

داریم (II) و (I) های حالت از لذا

[η∗−α , η∗+α ] ⊂ [η−α , η
+
α ], ∀α ∈ (٠,١]. (٢.٢.١)

داریم (٢.٢.١) و (١.٢.١) روابط از

[η∗−α , η∗+α ] = [η−α , η
+
α ], ∀α ∈ (٠,١],

=⇒ [η]α = [η∗]α, ∀α ∈ (٠,١],

=⇒ η(t) = η∗(t), ∀t ∈ R,

.η = η∗ لذا


