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به ارشد ͳکارشناس درجه شرایط از ͳ΋ی عنوان به نامه پایان این

ͳبخشریاض

رایانه و ͳریاض دانش΋ده
کرمان باهنر شهید دانشΎاه

شود. ͳنم شناخته مزبور دوره تحصیل از فراغت عنوان به ͳمدرک هیچΎونه و شده تسلیم

امضاء: زارع فاطمه دانشجو:

امضاء: همت عس΋ری عطاء�اللّه دکتر راهنما: استاد

امضاء: نظری اکبر دکتر : اول داور

امضاء: صفاپور احمد دکتر دوم: داور

امضاء: برومندسعید ارشام دکتر :ͳتکمیل تحصیلات نماینده

است. کرمان باهنر شهید دانشΎاه به مخصوص و محفوظ چاپ حق

ج



مادرم تو به تقدیم

دنیایی های واژه ͳتمام در عشق ͳمعن که

پدرم تو به تقدیم

ͳزمان سار سایه در توانستن و خواستن بودن، ͳمعن که

همسرم تو به و

ͳبودن امید و ͳخستگ پناه که

د



ͳقدردان و تش΋ر

ͳهست سرانجام و سرآغاز را تو خود، خرد و اندیشه یاری به که ͳهنگام خرد، خداوند ای

تویی و “ͳراست ”قانون آفریننده تویی ،“Έنی ”اندیشه آفریدگار تویی که دریافتم شناختم،

.“ͳهست جهان رویدادهای ”سرچشمه

راهنمایی با که همت عس΋ری دکتر آقای جناب فرهیخته، و ارجمند استاد از فراوان سپاس با

نمودند. یاری نامه پایان این تهیه در مرا خود

بر را نامه پایان این داوری که صفاپور دکتر آقای و نظری دکتر آقای ،ͳگرام اساتید از

دارم. را تش΋ر کمال داشتند عهده

زارع فاطمه

٩١ ماه دی

ه



مقدمه

زیادی گسترش ͳعمل لحاظ از هم و تئوری لحاظ از هم موج�Έها موضوع اخیر سال�های در

ͳمهندس و Έفیزی ریاضیات، علوم در آمده عمل به تحقیقات برایند موج�Έها است. یافته

به را Έموج تبدیل و Έموج مفهوم ١٩٨٢ سال در بار اولین برای مورله١ ژان م�ͳباشند.

موفقیت . [٢٢] داد قرار استفاده مورد لرزه زمین سیΎنال پردازش برای ابزار Έی عنوان

دست به Έموج تبدیل برای را ͳوارون فرمول ١٩٨۴ سال در نیز گراسمن٢ شد سبب مورله

برای بررس�ͳها . [٢١] داد ارائه را ͳ΋موج پایه Έی میر٣ ١٩٨۵ سال در . [١٧] آورد

و میر توسط ١٩٨۶ سال در و [۴] شد دنبال بتل۴ توسط ی΋ه متعامد پایه�ی Έی تش΋یل

سال در . [١٩] شد ابداع ͳ΋موج پایه�های برای ریزه�ساز چند آنالیز تحت ͳروش مالات۵

او . [١٢] یافت دست جالبی نتایج به مالات و میر نتایج از استفاده با ۶ͳدوبش ،١٩٨٨

موج�Έهای (پایه ی΋ه متعامد موج�Έهای از خانواده�ای تش΋یل ساختار معروفش، مقاله در

کاربردهای بنیاد نو ابزار این تاکنون زمان آن از کرد. ارائه را فشرده محمل با ی΋ه) متعامد

است. داده نشان ͳعلم مختلف زمینه�های در موجود مفاهیم تحلیل و تجزیه در را خود

١Jean Morlet

٢Grossman

٣Meyer

۴Battle

۵Mallat

۶Daubechi

و



آن کاربرد به م�ͳتوان جمله آن از که است کرده پیدا ͳفراوان کاربردهای امروزه Έموج نظریه

مغزی بافت�های جداسازی و [٣٠] (CT) اس΋ن ͳت ͳس ، [٢٠] (MRI) تصویربرداری در

نمود. اشاره [٣١] مغناطیس تشدید تصاویر از

شده ͳبررس ریزه�ساز چند آنالیز با متناظر متغیره Έی ͳ΋موج ریس خواص نامه پایان این در

ͳکل یΈتعمیم ریزه�ساز چند آنالیز با متناظر ی΋ه موجΈمتعامد از استفاده با همچنین است.

دستیابی برای م�ͳشود. آورده دست به [٢٩] مرج΄ مبنای بر نیم�متعامد ͳ΋موج ریس برای

آنالیز در ͳمباحث اول فصل در که کرده�ایم تنظیم فصل چهار در را خود مطالب هدف این به

مختصراً را موج�Έهاست مطالعه�ی نیاز مورد موجΈکه آنالیز و فوریه آنالیز ،ͳتابع و ͳحقیق

ریزه�ساز چند آنالیز ساختار ،R روی موج�Έها ͳمعرف به Έموج آنالیز بخش در آورده�ایم.

پرداخته�ایم. ͳ΋موج پایه ساختن و موج΋هاست تحلیل و ͳطراح جهت در قوی ابزاری که

که است ͳمفصل نسبتاً بحث مستلزم موضوعات این از مختصر چند هر ارائه که است ͳبدیه

است. فصل این بودن ͳطولان دلیل خود این

هسته و کرده تعریف جم΄�پذیری هسته تابع و فیر هسته تابع دیری΋له، هسته تابع دوم فصل در

این در ما ͳاصل هدف م�ͳشود. داده نشان [−π, π] بازه روی فیر هسته تابع بودن پذیر جم΄

هستیم Kλای دنبال به ͳیعن م�ͳباشد. L۱[−π, π] فضای برای تقریبی ͳهمانΈی یافتن فصل

باشد: برقرار زیر تساوی f ∈ L۱[−π, π] هر برای که

lim
λ→∞

f ∗Kλ = f.

پرداخته آنها بین ارتباط و خواص ͳبررس به و کرده ͳمعرف را ͳ΋موج پایه�های سوم فصل در

برای که نیست قاب Έی لزوماً بسل دنباله�ی هر م�ͳشود داده نشان همچنین است. شده

از ͳبرخ بیان به و کرده ͳمعرف دوم بخش در را آن که است قاب عملΎر به نیاز منظور این

ͳبررس ریس پایه و ی΋ه متعامد پایه�های سوم بخش در است. شده پرداخته مرتبط قضایای

بخش آخرین در است. شده داده نشان ریس پایه Έی از ی΋ه متعامد پایه شدن ساخته و شده

است. شده مشخص ریزه�ساز چند آنالیز با متناظر ی΋ه متعامد موج�Έهای فصل این

ز



ͳیعن شده�اند، داده قرار مطالعه مورد تابع تک Έی از حاصل دنباله�های چهارم فصل در

فرم به دنباله�هایی

{
ψj,k : j, k ∈ Z

}
,

است: شده تعریف صورت این به ψj,k و ψ ∈ L۲(R) که جایی

ψj,k := ۲j/۲ψ(۲jt− k).

گزاره� Έی بیان با دوم بخش در و شده بیان اول بخش در فصل در نیاز مورد کلیدی تعاریف

به م�ͳتوان ͳ΋موج قاب Έی یا و ͳ΋موج بسل Έی داشتن با چΎونه که است شده داده نشان

که قضایایی سوم بخش در ساخت. جدید ͳ΋موج قاب Έی یا و ͳ΋موج بسل Έی ترتیب

با بخش این نهایت در و است شده بیان اثبات با همراه است نیاز ͳ΋موج ریس ͳبررس برای

م�ͳیابد. خاتمه نباشد ͳ΋موج ریس Έی ψ آنها تحت که ͳشرایط آنها در که قضایایی بیان

شده داده نشان و شده بیان نیم�متعامد ͳ΋موج ریس دوگان برای فرمول Έی بخش، آخرین در

و م�ͳشود تبدیل ی΋ه متعامد Έموج Έی به نیم�متعامد ͳ΋موج ریس Έی چΎونه که است

متناظر ی΋ه متعامد Έموج از استفاده با نیم�متعامد ͳ΋موج ریس برای فرمول Έی نهایت در

است. شده ارائه ریزه�ساز چند آنالیز با

ح



چ΋یده

ͳیعن است، گرفته قرار مطالعه مورد تابع تک Έی از حاصل دنباله�های نامه پایان این در

فرم به دنباله�هایی

{
ψj,k : j, k ∈ Z

}
,

است: شده تعریف صورت این به ψj,k و ψ ∈ L۲(R) جایی΋ه

ψj,k := ۲j/۲ψ(۲jt− k).

،ͳ΋موج قاب ،
{
ψj,k : j, k ∈ Z

}
دنباله�ی اتساع�های و انتقال�ها مجموعه�ی به توجه با

است. شده تعریف ی΋ه متعامد موج�Έهای و ͳ΋موج ریس ،ͳ΋موج بسل

ویژه به م�ͳباشد. ریزه�ساز چند آنالیز با متناظر متغیره Έی ͳ΋موج ریس خواص ͳبررس هدف

ریس برای ͳکل یΈتعمیم ریزه�ساز چند آنالیز با متناظر ی΋ه متعامد موج�Έهای از استفاده با

است. آمده دست به ریزه�ساز چند� آنالیز با متناظر نیم�متعامد ͳ΋موج

،ͳ΋موج ریس ،ͳ΋موج قاب ،ͳ΋موج بسل ی΋ه، متعامد Έموج کلیدی: کلمات

ریزه�ساز. چند آنالیز نیم�متعامد، ͳ΋موج ریس
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١ فصل

نیازها پیش و مقدمات

١



م�ͳپردازیم. Έموج آنالیز و فوریه آنالیز ،ͳحقیق آنالیز از ͳنتایج ارائه به فصل این در

ͳبدیه اما کنیم رف΄ پایه�ای مفاهیم به را خواننده نیاز ام΋ان حد تا که است این بر ما ͳسع

بحث این به علاقه�مند دانشجوی هر برای زمینه�ها این با ͳمقدمات آشنایی داشتن که است

است. ضروری

ͳتابع و ͳحقیق آنالیز در ͳمباحث ١.١

بعدی فصل�های در نیاز مورد قضایای از ͳبرخ و ͳمقدمات تعاریف از ͳبعض بخش این در

[٢۴] و [١۶] ،[٣] به قضایا و مفاهیم بهتر و بیشتر درک برای است. شده بیان نامه پایان

شود. رجوع

باشد. F میدان روی برداری فضای Έی V کنید فرض

F مختلط اس΋الرهای با V برداری فضای هر .(ͳداخل ضرب (فضای .١.١.١ تعریف

داشته وجود ⟨., .⟩ : V × V → F مانند ͳتابع اگر م�ͳشود نامیده ͳداخل ضرب فضای Έی

باشد: برقرار زیر روابط α ∈ F و u, v, w ∈ V هر برای طوری΋ه به باشد

.v = ۰ اگر فقط و اگر ⟨v, v⟩ = ۰ که شرط این با ⟨v, v⟩ ≥ ۰ و ⟨v, v⟩ ∈ R .١

⟨u, v + w⟩ = ⟨u, v⟩+ ⟨u,w⟩ .٢

⟨αu, v⟩ = α⟨u, v⟩ .٣

است. مختلط مزدوج عمل بیانگر ͳافق خط که ⟨u, v⟩ = ⟨v, u⟩ .۴

م�ͳشود. نامیده ͳضرب�داخل ⟨., .⟩ تابع

م�ͳکنند. جایΎزین ⟨u, αv⟩ = α⟨u, v⟩ با را (۳) خاصیت منابع ͳبرخ

که: م�ͳکند ایجاب فوق تعریف از (۴) و (۳) ،(۲) خواص که شود توجه

٢



⟨au+ bv, w⟩ = a⟨u,w⟩+ b⟨v, w⟩

و

⟨u, av + bw⟩ = a⟨u, v⟩+ b⟨u,w⟩.

است. ͳخط مزدوج دوم مختص به نسبت و ͳخط اول مختص به نسبت ⟨., .⟩ ͳیعن این که

u = (u۱, . . . , un)برای تعریفشده ͳضربداخل با Cnهمراه برداری فضای مثال٢.١.١.

است: ͳداخل ضرب فضای Έی زیر صورت به v = (v۱, v۲, . . . , vn) و

⟨u, v⟩ =
n∑

j=۱
ujvj.

هر برای که ∥.∥ : V → R تابع V برداری فضای هر برای (نُرم). .٣.١.١ تعریف

م�ͳشود. نامیده نرم �کند صدق زیر شرایط در α ∈ R و u, v ∈ V

v = ۰ اگر تنها و اگر ∥v∥ = ۰ و ∥v∥ ≥ ۰ .١

∥av∥ = |a|∥v∥ .٢

∥u+ v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥ .٣

م�ͳشود. نامیده ͳمثلث نامساوی (٣) شرط

م�ͳشود. گفته نرم�دار برداری فضای نُرم Έی با همراه برداری فضای Έی

است: زیر صورت به شده تعریف نرم با ͳحقیق برداری فضای Έی R .۴.١.١ مثال

∥x∥ = |x|.

هر اضلاع مجذورهای مجموع م�ͳکند، بیان ͳاقلیدس هندسه�ی مشهور قضیه�های از ͳ΋ی

فضای هر در حقیقت این آن. قطرهای مجذورهای مجموع با است برابر متوازی�الاضلاع

م�ͳشود. نامیده متوازی�الاضلاع قانون و است درست نیز ͳداخل ضرب

٣



ضرب فضای به متعلق بردار دو y , x اگر متوازی�الاضلاع١). (قانون .۵.١.١ قضیه

آنگاه باشند، ͳداخل

∥∥x+ y∥۲ +
∥∥x− y∥۲ = ۲

(∥∥x∥۲ + ∥∥y∥۲).
� شود. مراجعه [٣] ۵.٣٢ قضیه به برهان.

نامیده ͳخط یΈعملΎر برداری فضای دو بین T : X −→ Y تابع که م�ͳشود یادآوری

،α, β ∈ R هر و x, y ∈ X هر ازای به هرگاه م�ͳشود

T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y).

باشد. نرم�دار فضای دو بین ͳخط عملΎری T : X −→ Y کنید فرض .۶.١.١ تعریف

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به و م�ͳشود داده نمایش ∥T∥ نماد با T نرم

∥T∥ = sup
{
∥T (x)∥ : ∥x∥ = ۱

}
.

عملΎر Έی T صورت، این غیر در و کران�دار عملΎر Έی T باشد، ͳمتناه ∥T∥ اگر

م�ͳشود. نامیده غیرکراندار

است: چنین x ∈ X هر ازای به

∥T (x)∥ ≤ ∥T∥∥x∥. (١.١)

از و م�ͳکند صدق ∥y∥ = ۱ در y =
x

∥x∥
بردار آنگاه ،x ̸= ۰ اگر که م�ͳبینیم اثبات برای

فوق تعریف به بنا رو این

∥T (x)∥
∥x∥

=
∥∥∥T ( x

∥x∥
)
∥∥∥ = ∥T (y)∥ ≤ ∥T∥.

١Parallelogram law

۴



م�ͳشود. حاصل نابرابری لذا و

است: چنین T عملΎر نرم برای معادل ͳتعریف

∥T∥ = sup
x̸=۰

∥T (x)∥
∥x∥

. (٢.١)

برقرار زیر روابط اول تعریف به توجه با بنابراین ،
∥∥∥ x

∥x∥

∥∥∥ = ۱ آنگاه x ̸= ۰ اگر چون،

است:

∥T (x)∥
∥x∥

=
∥∥∥T ( x

∥x∥
)
∥∥∥ ≤ ∥T∥ =⇒ sup

x ̸=۰

∥T (x)∥
∥x∥

≤ ∥T∥.

اول تعریف به بنا ،
∥∥ x
∥x∥

∥∥ = ۱ و x ̸= ۰ اینکه به توجه با نامساوی عکس اثبات برای و

م�ͳآید: دست به چنین

∥∥T( x

∥x∥
)∥∥ =

∥T (x)∥
∥x∥

≤ sup
∥ x
∥x∥∥=۱

∥∥T( x

∥x∥
)∥∥ =⇒ ∥T∥ ≤ sup

x̸=۰

∥T (x)∥
∥x∥

.

م�ͳشود. نتیجه تعریف دو بودن معادل لذا

T ∗ : Y −→ X عملΎر بΎیرید. نظر در را T : X −→ Y ͳخط عملΎر تعریف٧.١.١.

هرگاه: م�ͳشود، گفته T ٢ͳالحاق عملΎر

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩, ∀x ∈ X, y ∈ Y.

است: برقرار زیر خواص T ͳالحاق عملΎر برای

(T ∗)∗ = T (١)

٢Adjoint operator

۵



(T−۱)∗ = (T ∗)−۱ (٢)

∥T∥ = ∥T ∗∥ (٣)

.I∗ = I آنگاه باشد، ͳهمان عملΎر I اگر همچنین

آنگاه: باشد، کران�دار و ͳخط عملΎری T : X → Y اگر .٨.١.١ نکته

∥T∥ = sup
∥x∥=∥y∥=۱

∣∣⟨Tx, y⟩∣∣.
م�ͳدهیم. ادامه است معروف شوارتز نامساوی به که ͳمهم نامساوی با را بخش این

مختلط اعدادی bn, . . . , b۱ و an, . . . , a۱ گاه هر شوارتز٣). (نامساوی .٩.١.١ قضیه

آنگاه باشند،

∣∣∣ n∑
j=۱

aj bj

∣∣∣۲ ≤
n∑

j=۱
|aj|۲

n∑
j=۱

|bj|۲.

� شود. مراجعه [٢۵] ١.٣۵ قضیه به برهان.

با v ∈ V مانند برداری نرم ،V مانند ͳداخل ضرب فضای هر در

∥v∥ =
√

⟨v, v⟩

تعریف V بر ͳنرم واقعاً فوق فرمول دهیم نشان که است این ما هدف م�ͳشود. تعریف

کنیم. بیان را کوشͳ-شوارتز نامساوی است لازم منظور این برای م�ͳکند.

یΈفضای در دلخواه بردار دو v و u اگر (نامساویکوشͳ-شوارتز۴). .١٠.١.١ قضیه

آنگاه باشند، ͳداخل ضرب

|⟨u, v⟩| ≤ ∥u∥∥v∥.

٣Schwarz inequality

۴Cauchy-Schwarz inequality

۶



� شود. مراجعه [٣] ٢.٣٢ قضیه به برهان.

فرمول آنگاه باشد، ͳداخل ضرب فضای Έی V اگر .١١.١.١ قضیه

∥v∥ =
√
⟨v, v⟩,

م�ͳشود. نامیده ͳوسیله�یضربداخل القاییبه نرم آن که م�ͳکند تعریف V روی یΈنرم

� شود. مراجعه [٣] ٣.٣٢ قضیه به برهان.

اما م�ͳباشد، نرم�دار یΈفضای ͳداخل ضرب فضای هر قبل قضیه طبق بر .١٢.١.١ ملاحظه

است شده ͳمعرف ادامه در که باناخ فضاهای از ͳبرخ مثال عنوان به نیست صادق آن عکس

داریم: واق΄ در نیست، ͳداخل ضرب Έی توسط شده القا آنها نرم اما هستند نرم�دار

{
ͳداخل ضرب فضاهای

}
⊂

{
نرم�دار برداری فضاهای

}
⊂

{
برداری فضاهای

}
کامل نرمش به نسبت که ͳخط دار نرم فضای Έی باناخ). (فضای .١٣.١.١ تعریف

است ͳخط نرم�دار فضایی باناخ، فضای Έی حقیقت در م�ͳشود. نامیده باناخ فضای است

همΎراست. ͳکُش دنباله هر آن در که

آن در که ∥x∥ =
( n∑

i=۱
x۲i

)۱/۲ ͳاقلیدس نرم به مجهز Rn برداری فضای مثال١.١.١۴.

است. باناخ فضای Έی x = (x۱, x۲, . . . , xn) ∈ Rn

مفاهیم از بسیاری که م�ͳپردازیم ͳحقیق آنالیز در مهم بسیار فضای Έی تعریف به حال

است. استوار آن پایه بر ͳحقیق آنالیز عمیق

شده القا نرم به نسبت که را ͳداخل ضرب فضای هر (فضایهیلبرت). تعریف١.١.١۵.

است. هیلبرت فضای Έی باشد کامل خود ͳداخل ضرب وسیله به

آن ̥ͳکوش دنباله�های همه�ی هرگاه گویند کامل را ͳداخل ضرب فضای Έی است ذکر به لازم

باشند. همΎرا فضا) همان (در

٧



فضای از مثالهایی Rn,Cn لذا هستند. کامل C و R برداری فضاهای .١۶.١.١ مثال

«نقطه�ای»). آشنای ͳداخل ضرب با (همراه هستند هیلبرت

تابع دو ͳداخل ضرب ابتدا م�ͳپردازیم. نامتناه�ͳالبعد هیلبرت فضاهای مطالعه�ی به اکنون

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به مختلط مقدار

⟨f, g⟩ =
∫ +∞

−∞
f(x)g(x)dx.

مزدوج علامت آنگاه باشند ͳحقیق مقدار g , f توابع اگر فوق تعریف در که است ͳبدیه

بود. خواهد بی�اثر

م�ͳشود تعریف زیر ش΋ل به که پذیر انتگرال ͳمربع توابع همه�ی مجموعه�ی L۲(R) فضای

است: هیلبرت فضای Έی

L۲(R) =
{
f : است پذیر اندازه ͳتابعf ,

(∫ +∞

−∞
|f(x)|۲dx

)۱/۲
<∞

}
.

یافت. [٣] در م�ͳتوان را باشد دارا را هیلبرت فضای ویژگ�ͳهای فوق فضای اینکه ͳبررس

م�ͳشود: ارائه ذیل صورت به ͳکل تعریف Έی واق΄ در

همچنین Xباشد. ͳناته مثبترویمجموعه�ی یΈاندازه�ی µ فرضکنید تعریف١٧.١.١.

که: است X بر اندازه�پذیر توابع تمام فضای Lp(µ) از منظور .۰ < p <∞ کنید فرض

∥f∥p =
(∫

X

| f |p dµ
)۱/p

<∞,

است. باناخ فضای Έی
(
Lp (µ) , ∥.∥p

)
صورت این در

دنباله�های همه شامل که هیلبرت فضاهای از دیΎری مثال با �نامه پایان این جاهای از ͳبرخ در

نشان l۲(R) با آنرا که کرد خواهیم برخورد است ͳحقیق اعداد از مجموع�پذیر ͳمربع طور به

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به و م�ͳدهیم

l۲(R) =
{
(x۱, x۲, . . .) | xi ∈ R, i ∈ N,

∞∑
i=۱

|xi|۲ <∞
}
.

٨



نمایش l۲(Z) با را آن معمولا˦ که داد تعمیم xi ∈ Z گرفتن نظر در با م�ͳتوان را فوق تعریف

م�ͳدهند.

محمل باشد. Έتوپولوژی فضایی X کنید فرض تابع). Έی (محمل تعریف١٨.١.١.

با: است برابر م�ͳشود داده نمایش suppf با که f : X → R تابع

{x : f(x) ̸= ۰}.

محمل با تابع f باشد، فشرده suppf هرگاه است.) فوق مجموعه بستار نشانگر بار (علامت

م�ͳشود. نامیده فشرده

پرداخته است، موردنیاز نامه پایان این قضایای اثبات برای که قضیه چند ذکر به اکنون

م�ͳشود:

ازای به آنگاه باشد. انتگرال�پذیر E یΈمجموعه روی f > ۰ فرضکنید .١٩.١.١ قضیه

µ(A) < δ با A ⊂ E مجموعه�ی هر برای که طوری به دارد وجود δ > ۰Έی ،ε > ۰ هر

داریم:

∫
A

f < ε.

� شود. مراجعه [٢٣] ١٣ گزاره به برهان.

بر پیوسته مختلط توابع همه�ی (گردایه�ی Cc(X) ،۱ ≤ p < ∞ هر برای .٢٠.١.١ قضیه

است. چΎال Lp(µ) در دارند) فشرده محمل که X

� شود. مراجعه [٣] ١١.٣١ قضیه به برهان.

برای را خواننده و م�ͳدهیم ارائه را ی΋دیΎر با Lp فضاهای مقایسه�ی درباره�ی نتیجه�ای

م�ͳدهیم. ارجاع [٣] ١۴.٣١ قضیه به آن از ͳدقیق اثبات دیدن

٩


