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ඟࢁพ়وୌقدৎ
مدت طول در که حسینͬ دکتر آقای جناب فرهیخته�ام راهنمای استاد از فراوان سپاس با
خداوند درگاه و شدم مند بهره� ایشان اخلاقͬ و علمͬ رهنمودهای از پایان�نامه این انجام

نمود. نصیبم را ایشان شاگردی افتخار که شاکرم را بزرگ
ایشان از مطالعاتͬ فرصت پرثمر ولͬ کوتاه دورۀ در Andreasکه Rößler پروفسور از

سپاسͽزارم. بسیار آموختم بسیار اخلاقͬ و علمͬ لحاظ از
اصلاحچͬ، دکتر آقایان و طهماسبی دکتر سعدیو دکتر خانم�ها گرامͬ اساتید از همچنین
تشͺر کمال ارزنده�شان اخلاقͬ و علمͬ رهنمودهای خاطر به باستانͬ دکتر و شمسͬ دکتر

دارم. را



چͺیده

نیاز مورد کارآ�تری و جدید عددی روش�های تصادفͬ دیفرانسیل معادلات از خاص گونه�های تقریب برای

همچنین و تصادفͬ دیفرانسیل معادلات برای پایداری مفاهیم مختلف انواع ابتدا رساله، این در است.

برای سختͬ مفهوم مرور با سپس مͬ�دهیم. قرار مطالعه مورد را آن�ها تقریب برای عددی روش�های

بیان معادلات از دسته این تقریب برای را کارآیی قوی و ضعیف عددی روش�های تصادفͬ، سیستم�های

رونگ-کوتای روش از کلاس ͷی از پارامتر�هایی ارائه با ضعیف، تقریب�های در راستا این در مͬ�کنیم.

سپس . مͬ�دهیم افزایش سخت تصادفͬ سیستم�های تقریب برای را روش�ها از خانواده این کارایی تصادفͬ

بیان را معقول محاسباتͬ هزینه و مناسب پایداری ناحیۀ با ضعیف دو مرتبۀ پیشͽو-اصلاح�گر خانوادۀ ͷی

را ͷی همͽرایی مرتبۀ با شده متعادل تک͓ه�ای روش�های از جدید کلاس ͷی قوی، تقریب�های در مͬ�کنیم.

مͬ�تواند، تعینͬ قسمت نمو تابع آن در که مͬ�کنیم طراحͬ چنان وینر فرآیند −m با سخت سیستم�های برای

نهایت در شود. گرفته نظر در تعینͬ معادلات برای ͷی مرتبۀ حداقل روشتک-گامͬ هر نمو تابع با متناظر

مناسب پایداری خواص با ͷی مرتبۀ ضمنͬ شبه رونگ-کوتای روش ͷی مشتق، فاقد روش�های کلاس در

که مͬ�دهیم نشان متعدد عددی مثال�های ͷکم به مͬ�کنیم. بیان تصادفͬ سخت معادلات تقریب برای را

هستند. معتبر شده ارائه نظری بحث�های

روش�های پایداری تصادفͬ؛ سیستم�های پایداری تصادفͬ؛ دیفرانسیل معادلات کلیدی: کلمات
شده متعادل تک͓ه�ای روش�های تصادفͬ؛ رونگ-کوتا روش�های عددی؛
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گفتار پیش

حفظ در آن�ها توانایی بررسͬ عددی، روش�های مطالعۀ در مهم موضوعات از ͬͺی مͬ�دانیم که همان�طور

علاوه بزنند. تقریب را آن�ها دارند قصد روش�ها این که است سیستم�هایی تحلیلͬ جواب کیفͬ خواص

نمونه�های هستند. مؤثر تصادفͬ دیفرانسیل معادلۀ ͷی سختͬ در نیز پخش ضرایب ران˼ش، ضریب �بر

١ هیدرولوژی، مدل�های به مͬ�توان مثال عنوان به دارند، وجود ͷفیزی در معادلات از دسته این از زیادی

شبیه�سازی در که مشͺلاتͬ به توجه با کرد. اشاره ͷشیمͬ-فیزی در ٣ لنجوین معادلات و ٢ لیزر انتشار

این بر غلبه برای پیشͽو-اصلاح�گر و ضمنͬ روش�های از استفاده اغلب دارد، وجود سخت سیستم�های

است. ضروری مشͺلات

برای عددی روش�های و تصادفͬ دیفرانسیل معادلات سیستم�های پایداری مطالعه به ابتدا در رساله این

ضعیف عددی روش�های تصادفͬ، سیستم�های برای سختͬ مفهوم مرور با سپس و پردازد مͬ آن�ها تقریب

است: زیر شرح به فصل چهار دارای رساله مͬ�کند. بیان معادلات از دسته این تقریب برای را کارآیی قوی و

است. شده آورده نیازها پیش اول فصل در •

برای عددی روش�های و تصادفͬ دیفرانسیل معادلات پایداری منسجم، و جامع طور به دوم فصل در •

مͬ�باشند: زیر شرح به فصل این مهم نتیجه�های است.� گرفته قرار مطالعه مورد آن�ها تقریب

عددی؛ روش�های و تصادفͬ سیستم�های پایداری انواع سنجش برای نیاز مورد مح�ͷهای بیان .١

عددی. روش�های پایداری تحلیل برای مناسب آزمون سیستم�های بیان .٢

١Hydrologhy
٢Laser emission
٣Langevin equations

١



،۴٩] در شده ارائه تصادفͬ، رونگ-کوتای روش�های از جدید کلاس ͷی ابتدا در سوم فصل در •

روی کلاس این از خاص حالت�های برخͬ پایداری خواص سپس شد. خواهد توصیف ،[١۵ ،۴٧

تحلیل�ها، این اساس بر گرفت. خواهند قرار تحلیل مورد خطͬ دیفرانسیل معادلات سیستم�های

سیستم�های برایحل را متناظر رونگ-کوتای روش�های که مͬ�شوند ارائه کلاسچنان این از ضرایبی

نمود. خواهند کارآمد سخت

پلات˼ن توسط شده ارائه روشضمنͬ و [۴٩] روسل˼ری رونگ-کوتای روش�های از استفاده با ادامه، در

ارائه مناسب پایداری خاصیت�های با [٢١] ضعیف دو̰م مرتبۀ روش�های از جدید یͷکلاس ،[۴۴]

هستند. ٢ و ١ مقاله�های فصل این نتیجه�های حاصل شد. خواهد

برای ͷی قوی مرتبۀ از شده متعادل تک͓ه�ای روش�های از کلّͬ کلاس ͷی ابتدا چهارم، فصل در •

میانگین-مربعͬ پایداری شد. خواهد ارائه ایتو نوع از تصادفͬ دیفرانسیل معادلات سیستم�های حل

روش نمو تابع همان ران˼ش، ضریب با متناظر نمو تابع آن در که حالتͬ برای روش�ها از دسته این

که شد خواهد داده نشان حالت این در گرفت. خواهد قرار تحلیل مورد ،[١۴] است تعینͬ رˀزِنبرˀک

دسته�ای به نسبت بهتری پایداری خواص دارای تصادفͬ دیفرانسیل معادلات حل برای روشحاصل

است. شده متعادل تک͓ه�ای روش�های از گسترده

قوی حل برای (٢.٢.٣) کلاس از جدید ضمنͬ رونگ-کوتای روش ͷی فصل، این دو̰م بخش در

روش�ها از کلاس این که مͬ�شود داده نشان شد. خواهد ارائه سخت تصادفͬ دیفرانسیل معادلات

است. ٣ مقاله فصل این نتیجه�های حاصل هستند. (pd, ps) = (٢,١) قوی همͽرایی مرتبۀ دارای

نمونه عنوان به است. پارسͬ نگارش شیوه به رساله متن در مطالب به ارجاع روش که است ذکر به لازم

شود. مراجعه ۴ فصل از دوم بخش به باید ،“۵.٢.۴ ”گزاره دیدن برای

٢
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١ فصل

نیازها پیش

در ابتدا در مͬ�پردازیم. تصادفͬ دیفرانسیل معادلۀ ͷی عددی جواب معرفͬ به مختصری فصل این در

بیان ،SDE١ تصادفͬ، دیفرانسیل معادلات نظریه در نیاز مورد اصول و مبانͬ ،٢.١ و ١.١ بخش�های

ͷمح دو به توجه با SDE ͷی حل برای عددی روش�های به مختصری ،٣.١ بخش در ادامه در و مͬ�شود

پرداخت. خواهیم قوی و ضعیف همͽرای عمدۀ

تصادفͬ دیفرانسیل معادلات تئوری ١.١

.[٢٩] باشد، I = [٠,∞[ بازۀ روی (Ft)t∈I فیلتر با احتمال فضای ͷی (Ω,F ,P) کنید فرض

مقداری Rm پیوستۀ تصادفͬ فرآیند ͷی ،W = (W ١, ...,Wm) بˀعدی −m وینر فرآیند .١.١.١ تعریف

ویژگͬ�های دارای هرگاه است (Ω,F ,P) احتمال فضای روی شده تعریف ،W = {Wt,Ft : t ∈ I} چون

باشد: زیر

W؛ i
٠ = ٠ ،P احتمال اندازه به نسبت جا همه تقریباً ،i = ١, ...,m هر برای •

باشند؛ Fs میدان از Wtمستقل −Ws نمو�های ٠ ≤ s < t هر برای •

.٠ ≤ s < t هر برای ،Wt −Ws ∼ N (٠, (t− s)Idm) •

١Stochastic differential equations

۴



W ١, ...,Wm مؤلفه�های مͬ�نامند. نیز براونͬ حرکت را آن که است گاوسͬ فرآیند ͷی وینر، فرآیند ͷی

توابع کنید فرض هستند. تک-بˀعدی وینر فرآیندهای ،W = (W ١, ...,Wm) بˀعدی −m وینر فرآیند از

ͷی تصادفͬ، دیفرانسیل معادلۀ ͷی باشند. اندازه�پذیر بـرل b : I × Rd → Rd×m و a : I × Rd → Rd

به�صورت انتگرالͬ معادلۀ

Xt = Xt٠ +
∫ t

t٠
a(s,Xs)ds+

∫ t

t٠
b(s,Xs) ⋆ dWs, (١.١.١)

مقداری −Rd جوابِ فرآیند X = (Xt)t∈I و بˀعدی −m وینر فرآیند ͷی ،W = (Wt)t∈I آن در که است

نوشت مͬ�توان اختصار به (١.١.١) جای به است. پیوسته مسیر�های با

dXt = a(t,Xt)dt+ b(t,Xt) ⋆ dWt, Xt٠ = x٠. (١.٢.١)

همانطور امˁا گرفت، نظر در ٢͹لب انتگرال عنوان به مسیر، به مسیر مͬ�توان، را (١.١.١) در انتگرال اولین

(١.١.١) در دوم انتگرال نمͬ�توان لذا ،[٢٩] نیست کراندار تغییر با جا همه تقریباً وینر فرآیند مͬ�دانیم که

از ریاضͬ تعریف ͷی ارائه منظور به نمود. تعبیر ٣ ریمان-اشتیلیس انتگرال عنوان به مسیر، به مسیر را،

ضروری زیر صورت به تصادفͬ فرآیند�های از تعریفیͷکلاس وینر، فرآیند ͷی به نسبت تصادفͬ انتگرال

بود. خواهد

−B×F تصادفͬ فرآیند�های تمام خانوادۀ را L باشد، I بˀرل�های مجموعۀ ،B فرضکنید .٢.١.١ تعریف

که بͽیرید نظر در X : I × Ω → R چون شده بهنگام −Ft اندازه�پذیرِ

E(

∫ t

٠
X٢

s ds) < ∞, ∀t > ٠, (١.٣.١)

X : I × Ω → R شدۀ بهنگام −Ft اندازه�پذیرِ −B × F تصادفͬ فرآیند�های تمام خانوادۀ را P همچنین

که بͽیرید نظر در

P (

∫ t

٠
X٢

s ds < ∞) = ١, ∀t > ٠. (١.۴.١)

٢Lebesgue
٣Riemann-Stieltjes

۵



افراز�های از کلاس ͷی حال مͬ�دهد. نتیجه را (١.۴.١) شرط و است قویتر (١.٣.١) شرط وضوح به

n افزایش با که بͽیرید نظر در چنان را t٠ = t(n)٠ < t
(n)
١ < ... < t

(n)
Nn

چون [t٠, t] انتگرال�گیری بازۀ

و شده ظریف�تر

max
٠≤i≤Nn−١

(
t
(n)
i+١ − t

(n)
i

)
→ ٠, as n → ∞.

سری صورت آن در بͽیرید، نظر در را τ (n)i = θt
(n)
i+١ + (١ − θ)t

(n)
i ثابت، ولͬ دلخواه θ ∈ [٠,١] برای

Nn−١∑
i=٠

X
τ
(n)
i

(W
τ
(n)
i+١

−W
τ
(n)
i

) (١.۵.١)

همͽراست میانگین-مربعͬ و X ∈ P اگر همͽراست احتمال در ،n → ∞ برای تصادفͬ، متغیر�های از

ریمان- انتگرال خلاف بر امˁا ندارد بستگͬ افراز انتخاب به ،(١.۵.١) حد .[۴١ ،٣١ ،٢٩] X ∈ L اگر

باشد، t(n)i بر منطبق τ (n)i که حالتͬ یعنͬ ،θ = ٠ برای مثال، عنوان به است. θ انتخاب به وابسته اشتیلیس

با را (١.۵.١) حد

∫ t

t٠

XsdWs, (١.۶.١)

بازۀ وسط نقطۀ �بر منطبق τ (n)i که حالتͬ ،θ = ١
٢ دادن قرار با مͬ�نامند. ۴ ایتو انتگرالِ را آن و داده نمایش

با را (١.۵.١) حد باشد، [t(n)i , t
(n)
i+١]∫ t

t٠

Xs ◦ dWs, (١.٧.١)

مͬ�توان استراتونوویچ و ایتو حساب گرفتن نظر در با مͬ�نامند. ۵ استراتونوویچ انتگرالِ را آن و داده نمایش

فرض آورد. بدست استراتونوویچ و ایتو نوع از تصادفͬ دیفرانسیل معادله ͷی جواب�های بین ساده�ای رابطۀ

ایتوی نوع از بˀعدی −d تصادفͬ دیفرانسیل معادلۀ جواب (Xt)t∈I کنید

Xt = Xt٠ +

∫ t

t٠

a(s,Xs)ds+

∫ t

t٠

b(s,Xs)dWs, (١.٨.١)

۴Itô
۵Stratonovich

۶



تصادفͬ دیفرانسیل معادلۀ جواب (Xt)t∈I صورت درآن باشد. (Wt)t∈I بˀعدی −m وینر فرآیند به نسبت

استراتونوویچ نوع از

Xt = Xt٠ +

∫ t

t٠

a(s,Xs)ds+

∫ t

t٠

b(s,Xs) ◦ dWs, (١.٩.١)

i = ١, ..., d هر برای آن، در که بود خواهد

ai = ai(t, x)−
١
٢

d∑
j=١

m∑
k=١

bjk
∂bik
∂xj

(t, x). (١.١٠.١)

راحتͬ به شوند، ارائه استراتونوویچ یا ایتو فرم�های از ͬͺی در تصادفͬ دیفرانسیل معادله ͷی هرجا نتیجه در

معادلۀ روی ٧.١.١ ویͺتایی وجود قضیۀ بردن کار به با مثال، عنوان به داد. تغییر دیͽر فرم به را آن مͬ�توان

آورد. بدست (١.٩.١) استراتونوویچ فرم برای معادل شرایطͬ مͬ�توان ،(١.٨.١) ایتوی فرم به دیفرانسیل

که هستند مزیت�های دارای استراتونوویچ و ایتو فرم�های از ͷی هر تصادفͬ دیفرانسیل معادلات نظریۀ در

با آنالیز مزیت�های مهم�ترین از ͬͺی مثال عنوان به شد. خواهند برهان�ها برخͬ روند ساده�تر تحلیل موجب

مͬ�باشد. سودمند بسیار تحلیل�ها ساده�سازی در که است وینر فرآیند خواص حفظ ایتو، حساب از استفاده

رابطۀ صورت آن در بͽیرید، نظر در را f ∈ L

E
((∫ t

t٠

f(s, ω)dWs

)٢
)
= E

(∫ t

t٠

f٢(s, ω)ds
)
, (١.١١.١)

از استفاده با همچنین است. برقرار مͬ�باشد، معروف نیز ایتو ایزومتری به که ،͹لب و ایتو انتگرال�های بین

فرآیند ͷی W کنید فرض مͬ�شود. منتقل نیز ایتو انتگرال به وینر فرآیند مارتینگلͬ خاصیت ایتو ایزومتری

فرآیند Wو صورت آن در باشد، (Ft)t∈I فیلتر به نسبت وینر

(∫ t

t٠

f(s, ω)dWs

)
t∈I

(١.١٢.١)

t ∈ I هر برای علاوه �به هستند. مارتینگل (Ft)t∈I به نسبت

E
(∫ t

t٠

f(s, ω)dWs

)
t∈I

= ٠. (١.١٣.١)

٧


