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چͺيده

چͺيده
مجموعه که مͬ�نامیم. G از دوری غیر گراف و مͬ�کنیم وابسته را ΓG گراف G دوری موضعأ غیر گروه به
زیر ͷی با که مͬ�شوند متصل یͺدیͽر به صورتͬ در رأس دو است. G \ cyc(G) صورت به آن رئوس
خوشه اگر تنها و اگر است متناهͬ ΓG اعداد از خوشه�ای که مͬ�کنیم ثابت باشند. نشده تولید دوری گروه
ΓG

∼= ΓH با گروه ͷی H و متناهͬ پوچ�توان گروه ͷی G اگر که مͬ�کنیم ثابت باشد. نداشته نا��متناهͬ
که G گروه�های از مثال تعدادی است. متناهͬ پوچ�توان گروه ͷی H آن�گاه ،| cyc(G)| = | cyc(H)| و
مشاهده با .G ∼= H آن�گاه ،H گروه برای ΓG

∼= ΓH اگر مͬ�آوریم. به�دست دارند یͺتا دوری غیر گراف
همچنین دارد. یͺتا دوری غیر گراف ͷی متناهͬ نا�آبلͬ ساده گروه هر که مͬ�زنیم حدس مثال�ها این
آن�گاه ،H گروه برای ΓG

∼= ΓH اگر که مͬ�آوریم به�دست G متناهͬ دوری غیر گروه�های از مثال تعدادی
.|G| = |H|

متناهͬ. گروه دوری، غیر :گراف کلیدی کلمات

ج
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مقدمه

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را x ∈ G عضو ͷی ساز مرکز باشد. گروه ͷی G کنیم فرض

CG(x) = {y ∈ G|⟨x, y⟩است ,{آبلͬ

است. G از گروه زیر ͷی که
مجموعه�ای زیر کنیم، جا�به�جا دوری کلمه�ی با را آبلͬ کلمه� بالا تعریف در اگر [١٠] و [٩] به توجه با

مͬ�دهیم: نشان cycG(x) با و مͬ�نامیم ساز دوری را آن و مͬ�آوریم به�دست ساز مرکز از
cycG(x) = {y ∈ G|⟨x, y⟩است .{دوری

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را G در X ساز دوری G از X ناتهͬ مجموعه�ی زیر ͷی برای هم�چنین
cycG(X) =

∩
x∈X

cycG(x).

مͬ�دهیم. نشان cyc(G) با و مͬ�نامیم G از ساز دوری را cycG(G) ، X = G که وقتͬ
cycG(x) اما است G از دوری موضعأ طور به زیرگروه ͷی cyc(G) ،G گروه هر برای که است واضح

نیست. G از گروه زیر ͷی
داریم H = Z٢ ⊕ Z۴ گروه در مثال به�عنوان

cycH((٠, ٢)) = {(٠, ٠), (٠, ١), (٠, ٢), (٠, ٣), (١, ١), (١, ٣)},

نیست. H زیر�گروه که
غیر گراف (که مͬ�کنیم وابسته G به را ΓG گراف باشد دوری موضعأ غیر گروه ͷی G کنیم فرض

مͬ�شوند، مشخص زیر رأس�های مجموعه با [١] اصلͬ منبع به توجه با مͬ�شود) نامیده G از دوری
V (ΓG) = G \ cyc(G).

با است برابر یال�ها مجموعه�ی
E(ΓG) = {{x, y} ⊆ V (ΓG) | ⟨x, y⟩نیست .{دوری

.|G \ cycG(x)| با است برابر ΓG دوری غیر گراف در x ∈ V (ΓG) رأس ͷی درجه که کنید توجه
را مسأله�ای و گرفت نظر در را گروه ͷی از جابه�جایͬ غیر گراف که بود کسͬ اولین ١ اردش پل

خوشه که است جابه�جایͬ غیر گراف ∇G باشد گروه ͷی G کنیم فرض اگر که صورت این به کرد طرح
ندارد. نامتناهͬ

1. Paul Erdos



٣ مقدمه

است؟ متناهͬ ∇G اعداد خوشه آیا که است شده مطرح سوال این
خوشه G گروه از جابه�جایͬ غیر گراف است گفته و داده مثبت پاسخ سوال این به [٨] در ١ نویمن
است. متناهͬ ∇G از اعداد خوشه�ای مورد این در باشد. متناهͬ G\C(G) اگر فقط و اگر ندارد نامتناهͬ
عضو هر که باشد گروه ͷی K اگر که ترتیب این به است. شده معرفͬ منظم های گروه [٩] در
٣ بͬ و ٢ شͬ فرض دو است. منظم گروه ͹ی K آن�گاه باشد، اول عدد مرتبه�ی از K از بدیهͬ غیر
که G گروه برای |G| = |M | و باشد متناهͬ آبلͬ نا ساده گروه ͷی M اگر که است مطرح [۶] در
مͬ�شود. ثابت متناهͬ ساده�ی گروه�های از بعضͬ برای فرضیه این .G ∼= M آن�گاه ،Πe(G) = Πe(M)

همه�ی برای را [١٣] بͬ و شͬ فرضیه درستͬ که است کسͬ اولین [۶] در ۴ مازاروف است شده گفته
کرد. کامل متناهͬ آبلͬ نا ساده�ی گروه�های

1. Neumann
2. Shi
3. Bi
4. Mazurov



نمادها فهرست

۶. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گروه زیر ≤

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . به است متعلق ∈

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وجهͬ دو گروه D٢n

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Γ گراف قطر diamΓ

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G گروه دوری�ساز cycG(x)

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G گروه مرکز C(G)

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقیم حاصل�جمع ⊕

٢٣. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Γ گراف خوشه�ای عدد ω(Γ)

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G از جا�به�جایͬ غیر گراف ∇G

٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͺریختͬ ∼=

٢۶. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Γ گراف استقلال عدد α(Γ)

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Γ گراف فامͬ عدد χ(Γ)

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G گروه اعضای رتبه مجموعه Πe(G)

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Πe(G) از یͺتا مجموعه زیر µ(G)

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G گروه از اول گراف S(G)



١ فصل

پیش�نیازها و مقدمات

مͬ�کنیم. استفاده آن�ها از پایان�نامه فصول در که مͬ�پردازیم ابتدایͬ مفاهیم بیان به فصل دراین

گروه�ها نظریه اولیه تعاریف و مفاهیم ١.١

مͬ�کنیم: یادآوری [ب] و [الف] به توجه با را ها گروه نظریه در نیاز مورد تعاریف

f : X −→ X مانند ͷی به ͷی تناظر هر باشد. تهͬ غیر مجموعه ͷی X کنیم فرض .١.١.١ تعریف
گوییم. X روی جایͽشت ͷی را

گروه را گروه این مͬ�دهد. گروه تشͺیل توابع ترکیب باعمل X مجموعه روی جایͽشت�ها همه مجموعه
مͬ�دهیم. یش نما SX با را آن و مͬ�گوییم X بر متقارن

. |Sn| = n! که است بدیهͬ مͬ�دهیم. نمایش Sn با را X روی متقارن گروه X = {١, ..., n} گاه هر

نماد با و گوییم n درجه�ی از متناوب گروه را Sn در زوج های جایͽشت همه مجموعه .٢.١.١ تعریف
. |An| =

n!

٢ که مͬ�شود دیده سادگͬ به مͬ�دهیم. نمایش An

باشد. متناهͬ مرتبه از آن عضو هر که صورتͬ در است تابͬ گروه G گروه .٣.١.١ تعریف

نداشته متناهͬ مرتبه از عضوی همانͬ جز به صورتͬ�که در است تاب بدون G گروه .۴.١.١ تعریف
باشد.

بدیهͬ غیر عضو هر مرتبه صورتͬ�که در مͬ�نامیم مقدماتͬ آبلͬ را G متناهͬ آبلͬ -گروه p تعریف١.١.۵.
باشد. p اول عدد G



۶ پیش�نیازها و مقدمات .١

باشد زیر صورت به G نرمال های گروه زیر از خانواده�ای {Gi} و گروه ͷی G اگر .۶.١.١ تعریف
· · · ≤ Gt−١ ≤ Gt ≤ Gt+١ ≤ · · ·

مͬ�نامیم. مرکزی سری ͷی را سری این آن�گاه ، Gi

Gi−١
≤ Z(

G

Gi−١
) باشیم داشته که صورتͬ در

باشد. داشته مرکزی سری ͷی صورتͬ�که در مͬ�نامیم توان پوچ را G گروه .٧.١.١ تعریف

صحیح عدد اگر را b مͬ�شمارد a یا است بخش�پذیر b بر a گوییم .a, b ∈ Z کنیم فرض .٨.١.١ تعریف
.b = ac به�طوری�که باشد داشته وجود c

هر�گاه مͬ�نامیم -گروه Π ͷی را G گروه باشد، اول اعداد از مجموعه�ای Π کنیم فرض .٩.١.١ تعریف
باشد. Π عضو |G| اول شمارنده�های تمام

H صورت این در .(|H|, [G : H]) = ١ به�طوری�که H ≤ G و متناهͬ گروه G هرگاه .١٠.١.١ تعریف
مͬ�نامیم. G از هال زیرگروه را

G از سیلو -زیرگروه p ͷی را است pα مرتبه بیش�ترین دارای که G از -زیرگروه p ͷی .١١.١.١ تعریف
مͬ�نامیم.

است: مشهور سیلو قضیه به زیر قضیه

عددی p و α ≥ ٠ ،n = pαm آن در که باشد، n مرتبه از متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .١٢.١.١ قضیه
صورت این در .p ∤ m که است اول

دارد. سیلو -زیرگروه p ͷی حداقل G .١

است. G سیلوی -زیرگروه p ͷی به متعلق G -زیرگروه p هر .٢

مزدوجند. G سیلوی -زیرگروه p دو هر .٣

است. p پیمانه به ١ با همنهشت G سیلوی -زیرگروه�های p همه تعداد .۴

.٧١ صفحه [الف] به شود رجوع برهان.

مͬ�نامیم. فرادوری گروه ͷی را هستند دوری سیلویش زیرگروه�های که متناهͬ گروه ͷی تعریف١٣.١.١.

مستقیم حاصل�ضرب به G صورت این در باشد. متناهͬ آبلͬ گروه ͷی G کنیم فرض .١۴.١.١ قضیه
که باشند اولͬ اعداد مجموعه {p١, · · · , pn} اگر دیͽر عبارت به شود. مͬ تجزیه سیلویش زیرگروه�های

.G = G١ ×G٢ × · · · ×Gn آن�گاه ،Gi ∈ Sylpi(G) و مͬ�شوند ظاهر |G| تجزیه در

.١٢۶ صفحه [١۶] به شود رجوع برهان.



٧ گروه�ها نظریه اولیه تعاریف و مفاهیم ١.١

متناهͬ نیز H صورت این در .H ≤ G و باشد مولد متناهͬ آبلͬ گروه ͷی G فرضکنیم .١۵.١.١ قضیه
مͬ�شود. تولید عضو n با حداکثر H آن�گاه شود، تولید عضو n با G اگر به�علاوه است. مولد

.١٣٨ صفحه [الف] به شود رجوع برهان.

هر ازای به کنیم فرض به�علاوه باشد. n مرتبه از متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .١۶.١.١ قضیه
است. دوری G صورت این در باشد. داشته جواب d حداکثر G در yd = ١ معادله d مانند n مقسوم�علیه

.١۴۵ صفحه الف] ] به شود رجوع برهان.

صورت: این در p < q به�طوری�که باشند اول عدد دو p, q کنیم فرض .١٧.١.١ قضیه

است. دوری که دارد وجود pq مرتبه از گروه ͷی تنها آن�گاه ،p ∤ q اگر .١

نمایش با G گروه دارد. وجود pq مرتبه از گروه دو تنها آن�گاه ،p | q − ١ اگر .٢

< x, y | xp = yq = ١, x−١yx = yr >

.rp ≡ (q) و (r, p) = ١ و ١ < r < q که است طبیعͬ عدد r آن در که

.١٩٠ صفحه [الف] به شود رجوع برهان.

عمل با همراه که دارد وجود مختلط اعداد از مجموعه�ای زیر p اول عدد هر ازای به .١٨.١.١ تعریف
کنیم فرض مͬ�دهند. تشͺیل گروه ͷی ضرب

.Zp∞ = {ξ ∈ C|∃n ∈ Z : ξp
n
= ١}

n = ٠, ١, ٢, · · · آن در که مͬ�باشند cos
٢kΠ
pn

+ isin
٢kΠ
pn

صورت به مختلط اعداد آن دقیقأ Zp∞ عناصر
مͬ�نامند. دوری شبه گروه ͷی را گروه این ٠ ⩽ k ⩽ pn و

و مͬ�نامیم ٢n مرتبه از وجهͬ دو گروه را D٢n باشد. طبیعͬ عدد ͷی n کنیم فرض .١٩.١.١ تعریف
مͬ�دهیم: نمایش زیر صورت به آن�را

D٢n = ⟨a, b : an = b٢ = ١, b−١ab = a−١⟩.

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را Q٨ گروه .٢٠.١.١ تعریف

Q٨ = ⟨a, b : a۴ = ١, a٢ = b٢, b−١ab = a−١⟩.



٨ پیش�نیازها و مقدمات .١

گراف نظریه اولیه تعاریف و مفاهیم ٢.١

مͬ�کنیم: یادآوری [٢] به توجه با را ها گراف نظریه در نیاز مورد تعاریف برخͬ

بین فاصله باشد موجود مسیری w و v رأس دو بین اگر باشد. گراف ͷی Γ کنیم فرض .١.٢.١ تعریف
نشان d(v, w) با ساده�تر طور به یا dΓ(v, w) با را آن که است، رأس دو بین مسیر کوتاه�ترین طول w و v

مͬ�دهیم.

diamΓ با را آن و مͬ�شود نامیده Γ قطر Γ همبند رئوس از جفت هر بین فاصله ترین بیش تعریف٢.٢.١.
دهیم. مͬ نشان

باهم رئوس مجموعه از w و vرأس دو هر درجه صورتͬ�که در مͬ�نامیم، منظم را Γگراف .٣.٢.١ تعریف
باشد. برابر

H عضو که یال�هایͬ تمام و V (H) ⊆ V (G) به�طوری�که باشد، G از زیر�گرافͬ H اگر .۴.٢.١ تعریف
القایͬ زیر�گراف را H صورت این در مͬ�افتد. V (H) در آن�ها سر دو که باشند G از یال�هایͬ همان هستند

مͬ�نامیم. رأسͬ

باشد رئوسͬ رئوسش تمام و E(H) ⊆ E(G) به�طوری�که باشد، G از زیر�گرافͬ H اگر .۵.٢.١ تعریف
مͬ�نامیم. یالͬ القایͬ زیر�گراف را هستند E(H) یال�های سر دو که



٢ فصل

و دوری�ساز�ها خصوصیات از برخͬ
دوری غیر گراف�های

دوری موضعأ گروه مفهوم بیان به فصل این در شده�اند. گرفته [١٠] و [١] مراجع از فصل این مطالب
مͬ�کنیم. بررسͬ را متفاوت دوری غیر گراف�های قطر و مͬ�پردازیم

ساز�ها دوری خصوصیات از برخͬ ١.٢

که صورتͬ در گوییم دوری موضعأ را G صورت این در باشد. گروه ͷی G کنیم فرض .١.١.٢ تعریف
مͬ�باشد. دوری موضعأ گروه ͷی S٣ مثال عنوان به باشد. دوری آن متناهͬ تولید با گروه زیر هر

تعریف زیر صورت به را x ∈ G عضو ͷی ساز مرکز باشد. گروه ͷی G کنیم فرض .٢.١.٢ تعریف
مͬ�کنیم:

CG(x) = {y ∈ G|⟨x, y⟩است ,{آبلͬ

است. G از گروه زیر ͷی که

کنیم، جا�به�جا دوری کلمه�ی با را آبلͬ کلمه� بالا تعریف در اگر [١٠] و [٩] به توجه با .٣.١.٢ تعریف
مͬ�دهیم: نشان cycG(x) با و مͬ�نامیم ساز دوری را آن و مͬ�آوریم به�دست ساز مرکز از مجموعه�ای زیر

cycG(x) = {y ∈ G|⟨x, y⟩است .{دوری

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را G در X ساز دوری G از X ناتهͬ مجموعه�ی زیر ͷی برای هم�چنین
cycG(X) =

∩
x∈X

cycG(x).

مͬ�دهیم. نشان cyc(G) با و مͬ�نامیم G از ساز دوری را cycG(G) ، X = G که وقتͬ



١٠ دوری غیر گراف�های و دوری�ساز�ها خصوصیات از برخͬ .٢

صورت: دراین .D = cycG(x) و x ∈ G باشد گروه ͷی G کنیم فرض .۴.١.٢ لم
را |D | و | cyc(G)| < ∞ آن�گاه ،|D | < ∞ اگر است. cyc(G) های مجموعه هم از اجتماعͬ D .١

مͬ�کند. عاد
است. x شامل و G از دوری موضعأ گروه زیر ͷی cycD(D) .٢

به گروه زیر ͷی دوری موضعأ گروه�های زیر زنجیر�های از اجتماعͬ که مͬ�کنیم توجه ابتدا .١ برهان.
است. بیشینه دوری موضعأ گروه زیر کوچͺترین شامل عضو هر بنابر�این است. دوری موضعأ طور

x شامل که است، G از بیشینه دوری موضعأ گروه�های زیر از اجتماعͬ D که است واضح بنابراین
باشد. مͬ

های مجموعه زیر از اجتماعͬ گروه�ها زیر و باشد cyc(G) شامل باید بیشینه دوری موضعأ گروه زیر هر
است. صورت همین به هم cyc(G) بنابر�این باشند. مͬ cyc(G)

حال .d ∈ D که مͬ�کنیم فرض و a, b ∈ cycD(D) کنیم فرض .x ∈ cycD(D) که است واضح .٢
.c ∈ G مانند عضوی ازای به < b, d >=< c > مͬ�دهیم قرار

باید بنابراین مͬ�باشد، x شامل و است دوری نیز < d, x > و است دوری < c, x >≤< b, d, x >

.c ∈ D پس باشد D به متعلق
مͬ�دهیم قرار حالا

< ab−١, d >≤< a, b, d >=< a, c >,

.cycD(D) ≤ G بنابراین ab−١ ∈ cycD(D) که مͬ�گیریم نتیجه و ab−١ ∈ D و x ∈ D

است. G از دوری موضعأ زیرگروه ͷی cycD(D) مͬ�کنیم ثابت حالا
.< x, d١ >=< a١ > ،cycD(D) برای صورت این در .{d١, · · · dn} ⊆ cycD(D) کنیم فرض

.a٢ ∈ G مانند عضوی برای < a١, d٢ >=< a٢ > بنابراین .a١ ∈ D مͬ�����گیریم نتیجه x ∈< a١ > چون
که مͬ�کنیم پیدا an ∈ D عضو ͷی دهیم ادامه روند همین با اگر

< d١, · · · dn >≤< an >,

است. دوری موضعأ cycD(D) که مͬ�گیریم نتیجه

ͷی دقیقأ G صورت این در .d | |G| و باشد n مرتبه از دوری گروه ͷی G کنیم فرض .۵.١.٢ قضیه
دارد. d مرتبه از گروه زیر

.١۴٢ صفحه [ب] به شود رجوع برهان.

مͬ�باشد. (n ≥ ٣) برای Q٢n یافته تعمیم چهارگان گروه متناهͬ ٢-گروه از مهم نوع ͷی .۶.١.٢ تعریف
مͬ�شود: تولید زیر صورت به گروه این



١١ ساز�ها دوری خصوصیات از برخͬ ١.٢

< x, y|x٢n−١ = ١, y٢ = x٢n−٢, y−١xy = x−١ > .

یا دوری گروه اگر تنها و اگر دارد p مرتبه از گروه زیر ͷی دقیقأ متناهͬ -گروه p ͷی .٧.١.٢ قضیه
باشد. یافته تعمیم چهارگان گروه

آن�گاه باشد، آبلͬ G اگر دارد. p مرتبه از گروه زیر ͷی فقط و باشد pn مرتبه از G کنید فرض برهان.
ͷی H و فرد اول عدد p و نباشد آبلͬ G مͬ�کنیم فرض باشد. دوری باید متناهͬ آبلͬ گروه ساختار
فرض دارد. بیشینه دوری زیرگروه G بنابراین و دوری H استقرا به�وسیله باشد. G از بیشینه زیرگروه
باشد دوری باید A صورت این در باشد. G از بیشینه آبلͬ نرمال زیرگروه ͷی A و �باشد p = ٢ مͬ�کنیم
٢ مرتبه با G/A از عضو ͷی x کنیم فرض .A = CG(a) بنابراین شود. تولید a مثل عضوی به�وسیله و
بیشتر دیͽر انواع همه بنابراین ندارد. ٢ شاخص از دوری گروه زیر و نیست آبلͬ < x,A > پس باشد.

مͬ�کند. کامل را برهان ١۴١ صفحه [١١] حالا دارند. ٢ مرتبه از زیرگروه ͷی از

cyc(G) ̸= ١ صورت دراین باشد. p اول عدد ازای به متناهͬ -گروه p ͷی G کنیم فرض .٨.١.٢ گزاره
باشند. یافته تعمیم چهارگان گروه یا دوری گروه G اگر تنها و اگر

از دوری گروه زیر ͷی A اگر است. p برابر x مرتبه به�طوری�که باشد، x ∈ cyc(G) کنیم فرض برهان.
p ͷی H که H =< a, x > بنابراین .A =< a > ،a ∈ A مانند عضوی برای آن�گاه باشد، G در p مرتبه
.A =< x > بنابراین و دارد p مرتبه از گروه زیر ͷی دقیقأ H ،۵.١.٢ قضیه طبق است. دوری -گروه
G که مͬ�گیریم نتیجه ٧.١.٢ قضیه از پس دارد. p مرتبه از گروه زیر ͷی دقیقأ G که مͬ�گیریم نتیجه

است. یافته تعمیم چهارگان یا دوری گروه
.cyc(G) ̸= ١ پس cyc(G) = G داریم نتیجه در G =< a > کنیم فرض برعͺس:
مͬ�شود. کامل برهان و y٢ = x٢n−٢ ∈ cyc(G) داریم یافته تعمیم چهارگان گروه برای

صورت: این در G̃ =
G

C(G)
و G =

G

cyc(G)
،x ∈ G گروه، G کنیم فرض .٩.١.٢ لم

.cycG(x cyc(G)) =
cycG(x)

cyc(G)
.١

.cyc(G) = ١ .٢

.cyc(G̃) = ١ .٣

.cyc(G) = ١ آن�گاه باشد، تاب بدون نه تابͬ نه G اگر .۴

بعلاوه .cyc(G) = C(G) آن�گاه است، بدیهͬ غیر cyc(G) که باشد تاب بدون گرووه ͷی G اگر .۵
است. دوری موضعأ G آن�گاه باشد، پذیر بخش C(G) اگر

به�طوری�که باشد. y ∈ G کنیم ١.فرض برهان.



١٢ دوری غیر گراف�های و دوری�ساز�ها خصوصیات از برخͬ .٢

y cyc(G) ∈ cycG(x cyc(G)),

است. دوری < x, y > cyc(G)

cyc(G)
صورت این در

اعضایͬ ازای به بنابراین .< x, y > cyc(G) =< z > cyc(G) ،z ∈< y, x > مانند عضوی ازای به لذا
نتیجه در .y = za٢ و x = za١ ،a١, a٢ ∈ cyc(G) مانند

< x, y >=< za١, za٢ >≤< z, a١, a٢ >,

و y ∈ cyc(G) نتیجه در مͬ�باشد. دوری < x, y > لذا است، دوری < z, a١, a٢ > چون

y cyc(G) ∈ cycG(x)

cyc(G)
.

بنابراین

cycG(x cyc(G)) ⊆ cycG(x)

cyc(G)
.

که است واضح
cycG(x)

cyc(G)
⊆ cycG(x cyc(G)).

مͬ�گردد. کامل اول قسمت برهان

به[۵]. شود رجوع .٢

.[۵] به شود ٣.رجوع

باشد. متناهͬ مرتبه از بدیهͬ غیر عنصری y ∈ G و باشد نامتناهͬ مرتبه از x ∈ G کنیم ۴.فرض
از بدیهͬ غیر عنصر ͷی شامل cyc(G) صورت این در cyc(G) ̸= ١ که خلف) (برهان کنیم فرض
که طوری به است. دوری a ∈ G مانند عضوی برای < c, x > در�این�صورت باشد، c مانند متناهͬ مرتبه

.< c, x >=< a >

باشد. مͬ تناقض که است متناهͬ مرتبه از نیز x گاه آن باشد، متناهͬ مرتبه از a اگر لذا
است. دیͽر تناقضͬ این که باشد متناهͬ نا مرتبه از باید نیز c گاه آن باشد، متناهͬ نا مرتبه از a اگر
که است دوری < y, d > گاه آن باشد، d مانند متناهͬ نا مرتبه از عنصر ͷی شامل cyc(G) اگر حال

.cyc(G) = ١ رو این از رسیم. مͬ تناقض به فوق روند مانند

عضوی صورت این در باشد. داشته وجود x ∈ C(G) \ cyc(G) که خلف) (برهان کنیم ۵.فرض
است. دوری غیر آبلͬ گروه ͷی < x, y > طوری�که به است موجود y ∈ G مانند

است. موجود a ∈ cyc(G) مانند بدیهͬ غیر عنصری فرض بنابر طرفͬ از



١٣ دوری غیر گراف خواص برخͬ ٢.٢

< a, y > و < a, x > ولͬ است. دوری غیر آبلͬ گروه ͷی H لذا .H =< a, x, y > مͬ�دهیم قرار
دوری�اند.

لذا .< a, y >=< z′ > و < a, x >=< z > ،z, z′ ∈ G مانند اعضایͬ برای کنیم فرض

H =< a, x, y >=< z, z′ >∼= A = Z⊕ Z.

داریم

cycA((١, ٠)) =< (١, ٠) >

و

cycA((٠, ١)) =< (٠, ١) > .

نتیجه در

cycA((٠, ١)) ∩ cycA((١, ٠)) = ١.

.cyc(G) = C(G) و a ∈ cyc(H) زیرا مͬ�باشد، تناقض که cyc(H) = ١ پس .cyc(A) = ١ لذا
دوری < a, y > آن�گاه باشد، G از دلخواه عضو ͷی y و است پذیر بخش C(G) کنیم مͬ فرض حال
a = gn ،n و m صحیح اعداد برخͬ ازای به لذا .< a, y >=< g > ،g ∈ G مانند عضوی ازای به است.

نتیجه در .y = gm و

yn = gnm = am ∈< a >⊆ C(G).

ازای به است، پذیر بخش C(G) چون حال .yn ∈ C(G) ،n صفر غیر صحیح عدد برخͬ ازای به لذا
است. تاب بدون Gفرض به بنا زیرا ،yz−١ = ١ ولذا (yz−١)n = ١ نتیجه در yn = zn ،z ∈ C(G) برخͬ

.G = C(G) = cyc(G) بنابراین .y = z ∈ C(G) = cyc(G) لذا

دوری غیر گراف خواص برخͬ ٢.٢

(که مͬ�کنیم وابسته G به را ΓG گراف باشد دوری موضعأ غیر گروه ͷی G کنیم فرض .١.٢.٢ تعریف
مشخص زیر رأس�های مجموعه با [١] اصلͬ منبع به توجه با مͬ�شود) نامیده G از دوری غیر گراف

مͬ�شوند،
V (ΓG) = G \ cyc(G).

با است برابر یال�ها مجموعه�ی
E(ΓG) = {{x, y} ⊆ V (ΓG) | ⟨x, y⟩نیست .{دوری

.|G \ cycG(x)| با است برابر ΓG دوری غیر گراف در x ∈ V (ΓG) رأس ͷی درجه که کنید توجه



١۴ دوری غیر گراف�های و دوری�ساز�ها خصوصیات از برخͬ .٢

طور به (یا diam(ΓG) = ١ صورت این در باشد. دوری موضعأ گروه ͷی G کنیم فرض .٢.٢.٢ گزاره
باشد. مقدماتͬ آبلͬ ٢-گروه ͷی G اگر تنها و اگر است) کامل ΓG معادل

چون آن�گاه ،x ̸= x−١ ،x ∈ G \ cyc(G) مانند عضوی ازای به اگر .diam(ΓG) = ١ کنیم فرض برهان.
.x٢ = ١ بنابراین مͬ��باشد. تناقض که ندارد وجود x−١ به x از یالͬ پس است، دوری < x, x−١ >

دوری < x, y > ،y ∈ G هر ازای به لذا < x, y >≤< xz, z, y > ،z ∈ G \ cyc(G) کنیم فرض حال
،xz ∈ G \ cyc(G) ،x ∈ G \ cyc(G) هر برای بنابراین است. تناقض که ،x ∈ cyc(G) نتیجه در است.

چون و (xz)٢ = ١ لذا

z ∈ G \ cyc(G) ≤ C(G)

آبلͬ ٢-گروه ͷی G نتیجه در و x٢ = ١ ،x ∈ G هر برای بنابراین .z٢ = ١ ولذا x٢z٢ = ١ نتیجه در
است. مقدماتͬ

باشد. متمایز دلخواه عنصر دو x, y ∈ G و باشد مقدماتͬ آبلͬ ٢-گروه ͷی G کنیم فرض برعͺس:
در و < x >=< y > لذا ،O(x) = O(y) = ٢ چون آن�گاه باشد، دوری < x, y > اگر صورت این در
y به x از یالͬ ، x, y ∈ G متمایز عضو دو هر ازای به ΓG در بنابراین مͬ�باشد. تناقض که x = y نتیجه

است. تمام برهان و diam(ΓG) = ١ بنابراین است، موجود

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به و مͬ�دهیم نشان C(x) با را x ∈ G عضو ͷی ساز مرکز .٣.٢.٢ تعریف

C(x) = {y ∈ G|xy = yx}.

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به و مͬ�دهیم نشان N(x) با را x ∈ G عضو ͷی ساز نرمال .۴.٢.٢ تعریف

N(x) = {y ∈ G|y−١xy ∈< x >}.

مͬ�دهیم. نشان G× به�وسیله را G \ {e} و مͬ�دهیم نشان e به�وسیله را G گروه همانͬ عضو

مͬ�کند، صدق x ∈ G× هر برای زیر برابری در G گروه .۵.٢.٢ قضیه
< x >= cyc(x)

باشد. اول عدد مرتبه از x ∈ G× عضو هر اگر تنها و اگر

است موجود k مانند عددی کنیم فرض نمͬ�باشد. اول عدد x مرتبه که x ∈ G× کنیم فرض برهان.
اما .< x, xk >=< x > پس x ∈ cyc(xk) و xk ̸= e صورت این در مͬ�کند عاد را x از مرتبه�ای k که

.< xk ≯= cyc(xk) لذا ،x /∈< xk >

عضو هر صورت این در است، اول عدد مرتبه از G بدیهͬ غیر عضو هر کنیم فرض برعͺس:
بنابراین مͬ�شود. نامیده < x > که است G از دوری زیرگروه ͷی دقیقأ شامل G از x بدیهͬ غیر

.cyc(x) =< x >


