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  چكيده

  

 كنيم و سـپس توضـيح اجمـالي     را تعريف مياش  ابرتقارن، پاراابرتقارن و جبرمربوطه    در ابتدا امه،  ن  در اين پايان  

معادلـه شـرودينگر   بعد از آن .  خواهيم داشتعملگر لاپلاس بلترامي بدست آوردن    شيوه پيرامون فضاي خميده و   

هايي توصـيف شـده     حلكنيم و  سي مي رگي مثبت ثابت بر   همسانگرد در سه بعد فضايي با خميد      را براي نوسانگر    

رمونيـك در فـضاي      معادلـه شـرودينگر نوسـانگر ها       با مقايسه . كنيم   مختصات كروي پايه ريزي مي     دررا   آنبراي  

 ،معادله ژاكـوبي وابـسته    . آوريم ، طيف انرژي و تابع موج آنرا بدست مي        اي ژاكوبي وابسته    جملهمثبت ثابت با چند   

معادله مرتبـه اول بدسـت آمـده از      . كند  نوسانگر همسانگرد كمك مي    شرودينگر براي  معادله   كتورگيري فا به ما در  

ايـن عملگرهـا سـاختار ابرتقـارني     . كنـد   هدايت ميبرنده  عملگرهاي بالابرنده و پايينفاكتورگيري ما را به تعريف  

پس بـه  س ـ. آوريـم  بارهاي مربوطه را بدست مياند و بدين طريق ما ابر  ، وابسته هاي شريك  هستند كه به هاميلتونين   

در فـضاي   اش بـا نوسـانگر همـسانگرد          آنگاه بـه مقايـسه    . رويم  خطي يك بعدي مي   سراغ نوسانگر هارمونيك غير   

. خواهيم ديد كه در حالتي خاص اين دو نوسانگر متفاوت رفتار يكساني خواهند داشـت  . پردازيم  خميده مثبت مي  

هـا   پتانـسيل ايـن ابر . آوريـم  ها را بدست مـي  پتانسيلهاي شريك و ابر ، پتانسيلابرتقارنيسرانجام با استفاده از جبر     

گيري از بحث ارائه خواهـد        بندي و نتيجه     در پايان نيز يك جمع     .شود  بارهاي مربوطه مي  ابرمنجر به بدست آوردن     
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  مقدمه

  

ي تقـارن     هاي مختلفي وجود دارد، كـه يكـي از آنهـا مـسئله              براي رسيدن به يك وحدت بزرگ راه      

امـروزه عقيـده بـر    . كنيم رو در بررسي موجود اول مسئله تقارن در فيزيك را مطرح مي  از اين . است

تـوان    يدر فيزيـك م ـ   . ها در شناخت قوانين طبيعت اسـت        اين است كه تقارن يكي از بهترين روش       

گفت جسم يا سيستمي داراي تقارن است، كه تحت يك تبديل ناوردا باشـد، و يـا تقـارن حركتـي                     

 هر خاصيت يـا هـر       .است كه تحت آن، در وضعيت كلي يك جسم يا سيستم تغييري حاصل نشود             

رابطه بين بردارها و تانسورها كه در تمام دستگاههاي مختصاتي به صـورت جبـري، يكـسان بيـان                   

راي يك معني هندسي هستند كه از دستگاه مختصات مستقل است كـه آنـرا خاصـيت يـا                   شوند، دا 

  . گويند"ناوردا"رابطه 

هاي فيزيكي هـم      نظريه.  مثلا يك كره تحت هر نوع حركت چرخشي حول مركز خود ناوردا است            

نين هايي از اين قبيل داشته باشند، ولي آنچه بعـد از يـك حركـت ناورداسـت، قـوا                    توانند تقارن   مي



 ٣

نام   اي از رياضيات به     تقارن توسط شاخه   .رياضي نظريه فيزيكي است و نه يك جسم يا يك سيستم          

  :گويد  مي1در اين باب هوارد جورجي. شود ها توصيف مي نظريه گروه

كار برده شود تا به نوبـت در         بايستي براي محاسبه ديناميكهاي اساسي به       تقارن ابزاري است كه مي    "

باشـداما يـك    تئوري گروه يك تكنيك مفيد مي     . ناتواني مباحث تقارن توضيح دهد    مورد موفقيت يا    

  ".جانشين براي فيزيك نيست

. پـذير فيزيكـي برقـرار سـازيم     هـاي مـشاهده   قبل از همه بايستي ارتباط تقارن را با فيزيك و كميت   

هـاي پايـستار      تها را كمي    كنند، اين كميت    هايي هستند كه بعد از تبديلات مختلف تغيير نمي          كميت

هاي مختلفي براي يافتن    راه. هاي پايستار از اهميت خاصي برخوردار است        شناسايي كميت . نامند  مي

  .آنها وجود دارد و يكي از آنها روش تقارن است

طبق اين قـضيه اگـر در   . كند  بيان مي2نام قضيه نوتر اي به هاي پايستار را قضيه ارتباط تقارن و كميت 

اي لاگرانژي و معادلات ميدان يك سيستم نـاوردا باشـند، در               متقارني چگالي نرده    هر تبديل پيوسته  

اي منجر  مثلا يك تقارن چرخشي به پايستاري تكانه زاويه  . صورت كميت پايستاري موجود است      آن

  .شود مي

هاي موضعي كـه هركـدام بـه     هاي سراسري و تقارن هاي اصلي در فيزيك بر دو نوعند، تقارن         تقارن

هـاي خـارجي و    منظـور از تقـارن  . هايي از نوع خارجي يا داخلـي باشـند     توانند تقارن    خود مي   هنوب

گيـرد، و يـا اينكـه اصـولا بـه       مكان انجام مـي -داخلي به اين معني است كه فرايند حركت در زمان       

كه هيچ نوع ارتباطي با فضاي معمـولي     » 3تجريدي«بلكه در فضاي كاملا     . مكان مربوط نيست  -زمان

                                                 
1Howard Georgi: 
.  
 
2. Noether's theorem  
3 . Abstract 
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شـود،   هـاي داخلـي و خـارجي حاصـل مـي           تقارن سومي كه از تركيب تقارن     . گيرد  ارد، انجام مي  ند

  .نام دارد» 1ابرتقارن«

براي مثال تقارني كه بين دو ناظر با دو دستگاه مختلـف            : كنيم  نخست تقارن سراسري را بررسي مي     

وي آنها داراي سرعت ثابت هر د. گيريم كنند، درنظر مي  هاي الكترومغناطيسي را مطالعه مي      كه پديده 

البتـه جهـت و مبـدا       . انـد   باشند و محورهاي مختصاتي را در دستگاه خود مشخص نموده           نسبي مي 

بنـابراين دو نـاظر حـوادث خـارجي را از محورهـاي             . محورهاي مختصات دوگانه يكسان نيـستند     

لا متفاوت باشـد ولـي      هاي آنها كام    گيري  رسد كه اندازه    نظر مي   به. كنند  مختصات مختلفي مطالعه مي   

صورت هر دوي آنها بـه ايـن نتيجـه     آن هاي آنها به قوانين فيزيكي محدود شوند، در      گيري  اگر اندازه 

  . رسند كه معادلات ماكسول معتبرند مي

مكان -اصولي كه در آزمايش فوق نشان داده شد، ناورداي پوانكاره نام دارد، كه بياني از تقارن زمان                

اي  ناورداي پوانكاره بيان مستقيم فرض اثبات شـده  . دهد  ص را تشكيل مي   است و اساس نسبيت خا    

تمام قوانين فيزيكي براي هر دو دستگاه مختصات دلخواه يكسان خواهد بود، به             : گويد  است كه مي  

شرط اينكه جابجايي و چرخش آنها با سرعت ثابتي نسبت به هم انجام گيرد، امـا تقـارن موضـعي                    

. دهـد    و وحدت عميقي را در طبيعت نشان مي         سخت و دقيق نظري است     طمستلزم دارا بودن شراي   

در عمل گذر از تقارن سراسري به تقارن موضـعي اسـاس نيروهـاي گـرانش و الكترومغنـاطيس را            

دهد و اين دليل خوبي است بر اين حدس كه نيروهاي ديگر هم از يك تقـارن موضـعي          تشكيل مي 

هـاي    مثال بالا، معادل اين اسـت كـه دو نـاظر در سيـستم             تقارن موضعي مربوط به     . شوند  ناشي مي 

توانند به قوانين فيزيكي يكساني برسند زيـرا          ظاهرا دو ناظر نمي   . شتابدار نسبت به هم حركت كنند     

                                                 
1 .Supersymmetry 
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كنـيم كـه      تاكيد مي . كند  دار نيروهايي مثل نيروي گريز از مركز را نيز مشاهده مي            كه يك ناظر شتاب   

  .، يك تقارن داخلي استتقارن موضعي الكترومغناطيسي

تقارن موضعي الكترومغناطيسي برعكس ناوردايي پوانكاره كه يـك تقـارن خـارجي اسـت، شـامل                 

. يكي ديگر از تقارن هاي داخلي تقارن ايزواسپين است        . شود  مكان نمي -تغييراتي در مختصات زمان   

هاي داخلي اين است   ارناز خواص تق  . آورد  اي بين پروتون و نوترون را بوجود مي         اين تقارن، رابطه  

توانـد بـه مـا در         هـاي داخلـي مـي       تقـارن  .كنـد   كه ذرات با اسپين يكسان را با يكديگر مربوط مـي          

  . شان كمك كند بندي ذرات بر حسب ويژگيهاي ذاتي دسته

يكي از مشكلات فيزيك نظري پيدا كردن تقارني بوده كه ذرات با اسـپين همـسايه را بـه همـديگر           

ابرتقارن ذرات با اسپين همسايه مثـل       . كند  ويا با پيدايش ابرتقارن واقعيت پيدا مي      اين ر . مربوط كند 

  . كند  را به همديگر مربوط مي2/1 و1

 است كه تحـت تركيبـي از روابـط جابجـايي و     1رود يك ابر جبر لي      جبري كه در ابرتقارن بكار مي     

هـا و    وجود تقارن بـين كـوارك  هاي مهم نظريه ابرتقارن، گويي  يكي از پيش  . پادجابجايي بسته است  

. اي و همتاهـاي فرميـوني آنهاسـت    هاي پيمانه ها با همتاهاي بوزوني آنهاست و نيز بين بوزون      لپتون

   .كند هاي يكسان پيشنهاد مي ي همتاهاي ابرتقارني جرم اين نظريه براي همه

 ميلادي 60در اوائل دهه او . داني كه با ابر رياضيات مواجه گرديد، برزين بود     شك اولين رياضي    بي

زمان طرحي براي توصيف ميدانهاي بوزوني و فرميوني ريخت و به اين نتيجـه رسـيد كـه                  مبطور ه 

هفت سال بعد اولين مقالات درزمينه ابـر رياضـيات          . يك شباهت نابديهي در آناليز آنها وجود دارد       

لازم بـه  . از گروهها نهاده شـد بر روي برخي  )super(در همين زمانها بود كه واژه ابر .ارائه گرديد

 graded(از واژه جبر لي درجه بنـدي شـده    و در برخي مقالات اخير 1974ذكر است كه قبل از 

                                                 
1 . Super Lie Algebra 
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Lie algebra(دهيم كه از ابر جبـر لـي اسـتفاده      بجاي ابر جبر استفاده شده است ولي ترجيح مي

 بـا   .ر جبر لي، جبر لي نيست     كنيم، بدليل آنكه جبر لي درجه بندي شده كلمه مناسبي نيست چون اب            

. اي گواه بر وجود ابرتقارن در طبيعت مشاهده نشده اسـت         ي زيباييهاي اين نظريه تجربه      وجود همه 

اي، نـور،     هاي مختلف ماننـد فيزيـك هـسته         در حال حاضر ابرتقارن در مكانيك كوانتومي در شاخه        

  .[4-1]رود كار مي هب... ذرات بنيادي و 

  

  ابر تقارن

نسبيتي بكاربرده    مكانيكي غير   صورت مفيدي براي مسائل كوانتوم      ي ابرتقارني به     اخير، ايده  در ساليان 

صـورت تحليلـي      هـاي خـاص بـه       تري از اينكه چرا پتانسيل      خصوص حالا فهم عميق     به. شده است 

صورت  هايي كه به هاي تقريبي جديد قدرتمند براي حل كردن پتانسيل پذير و يك آرايه از روش حل

نـاوردايي را دارا      پذير آشنا همگي خاصيت شـكل       هاي حل   پتانسل. پذير نيستند وجود دارد     حلدقيق  

  . باشند مي

هـاي اساسـي      كنش  ي برهم    آوردن توصيف يكتايي همه     هاي بسياري براي بدست     دانها تلاش   فيزيك

دهـه  هـايي كـه در دو         در تلاش . هاي گرانشي انجام دادند     كنش  طبيعت، قوي، الكتروضعيف و برهم    

. باشد جزء لازم براي ايجاد اين يكتايي مي) SUSY(اند كه ابرتقارني  اخير انجام شده است، فهميده

بـر  جهمانطور كـه گفتـه شـد        . باشد  ي درجات آزادي بوزوني و فرميوني مي        دهنده  ابرتقارني ارتباط 

دجابجايي بسته  و پاباشد كه تحت اين تركيب از روابط جابجايي ميي آن يك ابرجبر لي  دربردارنده

در اغلـب  .  است2Zي  باشد كه شامل مرتبه   در رياضيات ابرجبر لي تعميمي از جبر لي مي        . باشد  مي

باشد كه  ها مي هاي فرد براي فرميون ها و مولفه هاي زوج ابرجبرها مطابق با بوزون ها مولفه   هاين نظري 



 ٧

گـروه   .هاي بوزوني و فرميوني معرفي شده بود     كي كردن بخش  هاي ريسمان براي ي     در ابتدا در مدل   

ي پارامترهاي پيوسـته بـا قـانون ضـرب      هايش بوسيله مجموعه لي گروهي است كه هريك از مولفه     

هر نمايش يك گروه لي فشرده .  شده است كه بطور يكنواخت روي پارامترها وابسته است      مشخص

اي گلوئونها را   تئوري پيمانهSU(3)مثلا در . باشد با يك نمايش توسط عملگرهاي يكاني متحد مي  

1با اضافه كردن يك هشتايي بدون جرم و بدون رنگ از ذرات اسپين              . در نظر بگيريد  
تـوان     مـي  2

لاوه بـر گلوئونهـا   اگر مدل ما ع. ند اين دسته هشت تايي گلوئينو ناميده شده. مدل را ابر متقارن كرد 

كه داراي  (كه به آنها اسكوارك     . شامل كواركها هم باشد بايد همراه مربوط به آنها را نيز اضافه كنيم            

كلا اگر عملگرهاي ابر تقـارن روي فرميونهـا اثـر كننـد همـراه آنهـا                 . گوئيم  مي) اسپين صفر هستند  

در واقـع بوزونهـا و فرميونهـا        .دارداسفرميون و اگر روي بوزونها اثر كنند همـراه آنهـا بوزينـو نـام                

  .حالتهاي مختلف از يك فضاي هيلبرت هستند

 يك مدل ابر تقارن بـا يـك ذره اسـپين            2 و سومينو  1 براي نخستين بار وس    1973بالا خره در سال      

1
خواهيم باگر  . د با تبديلات تقارني با هم مربوط بودند، معرفي كردن         سپين صفر كه   و دو ذره با ا     2

لگر تقارني در اين عم.  استWZتاريخي براي تولد ابر تقارن ذكر كنيم بدون شك همان تولد مدل    

1 با اسپين    مدل فرميوني 
از كـرد تركيـب خطـي          اثر مـي   J بود كه وقتي روي حالتهايي با اسپين       2

1اسپينهاي  
2J 1 و   +

2J ايـن عملگرهـا از روابـط پـاد جابجـايي پيـروي            . داد   را بدسـت مـي     −

  .كردند مي

هـايي،    در چنين تئوري  . .گردد  ميابرتقارني  شود،    مي يك تئوري كه ابرگرانش ناميده     گرانش بوسيله 

باشد بنابراين    اي موضعي مي    كند كه نتيجه لازم، ابرتقارني پيمانه      تئوري نسبيت عام انيشتين ثابت مي     

                                                 
1 Wess 
2 Zumino 
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هـاي   كـنش  سـازي گـرانش بـا بـرهم     هاي ابرتقارني موضعي يك چارچوب طبيعي براي يكي     تئوري

  . كند اساسي ديگر طبيعت ايجاد مي

يعـت  حال هيچ شاهد تجربي از اينكـه ابرتقـارن در طب            شده، تا به    هاي يكي   رغم تمام اين تئوري     علي

 وجود ،نشده  ابرتقارني شكستههاي هاي مهم تئوري بيني ز پيش يكي ا . پذيرفته شده باشد وجود ندارد    

باشد كه همان جـرم را در همتاهـاي           اي مي   هاي پيمانه   ها و بوزون    ها، لپتون   شركاي ابرتقارني كوارك  

 ـ          اين حقيقت كه هيچ   . ابرتقارني خود دارند   كنـد كـه      ت مـي  يك از چنين ذرات ديده نشده اسـت ثاب

يك ايده براي شكست ابرتقارني در عالم اين بـود          . صورت آني شكسته شود     بايستي به   ابرتقارني مي 

 كه باعـث شكـسته شـدن ايـن          ،اي اضافه شده مثل حالت اختلالي       كه به هاميلتوني اوليه عالم جمله     

تـرين مـورد     ا ساده ي شكست ابرتقارني غيراختلالي در ابتد       براي بررسي ايده  . ابرتقارن گرديده است  

  . يعني مكانيك كوانتومي ابرتقارني مورد بررسي قرار گرفته شد

هـاي   كننـده بـراي روش   ي تـست  صورت يك پايه   در روزهاي اول ابرتقارن در مكانيك كوانتومي به       

 دانـشمندان شـروع بـه        اما بعد از آن    شد  وري ميدان استفاده مي   غيراختلالي شكستن ابرتقارني در تئ    

عنوان يك مـدل بـراي        تنها به   هاي مختلف مكانيك كوانتومي ابرتقارني كردند اما اين نه          همطالعه جنب 

در مكانيـك   . هاي تئوري ميدان مناسب بود بلكه خود نيز نتـايج جـالبي را دربرداشـت                تست روش 

. باشـد   كوانتومي ابرتقارني يك درك ساده از جبر ابرتقارني شامل عملگرهاي بوزوني و فرميوني مي             

تـوان يـك رابطـه خـاص بـين            يل ماهيت جابجاپذيري عملگرهاي فرميوني بـا هـاميلتوني مـي          دل  به

 كامـل  1SUSYهاي هـاميلتوني   هاي مولفه  از بخشS-هاي توابع و ماتريس    مقادير انرژي، ويژه    ويژه

 را بـه ابعـاد بـالاتر و         2SUSYQMي    در همـان زمـان كارهـاي گونـاگوني ايـده          . را بدست آورد  

تـر در موضـوعات فيزيـك     عداد ذرات بيشتر بـراي فهـم مـسائل پتانـسيلي جـذاب          هايي با ت    سيستم

                                                 
1. Super Symmetry 
2. Super Symmetry Quantum Mechanic  
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) SIP(نـاوردا      مفهوم يك پتانسل شكل    1983در سال   . چگال بسط داد    اي، اتمي، آماري و ماده      هسته

 ارائه شد كه تا چندين سال به اين مقاله روسي توجـه             1 بوسيله گندشتاين  SUSYQMدر ساختار   

اش همـان     شـود اگـر پتانـسيل شـريك ابرتقـارني           ناوردا ناميده مي    ، شكل يك پتانسيل . چنداني نشد 

. شده را داشـته باشـد       هاي تغييريافته يا اصلاح     صورت پتانسيل مبدا با امكان پارامتر       بستگي خاص به  

كمي بعـد يـك   . تواند تعيين شود  مقدار انرژي مي     طيف ويژه  SIPاخيرا نشان داده شده كه براي هر        

توابـع انـرژي بعـلاوه        تـوان ويـژه     ناوردا بدست آمد كه مشاهده شد مـي         هاي شكل  ليست از پتانسيل  

بزودي فهميـده شـد كـه فرماليـسم         . صورت جبري تعيين كرد     شان را  به      مربوطه  ماتريس پراكندگي 

SUSYQM  از ابتـدا بـا روش      ) هايي از پارامترهـا ارتبـاط دارد        كه با انتقال  (ناوردايي     بعلاوه شكل

شايد در اينجا مناسب باشد كه گريـزي بـه تـاريخ    .  مرتبط بوده است Hull و   Infeldفاكتورگيري  

روش فـاكتورگيري در ابتـدا توسـط شـرودينگر بـراي حـل مـسئله اتـم                  . روش فاكتورگيري بزنيم  

 اين روش را تعميم دادنـد و يـك   Hull و Infeldدر ادامه  . صورت جبري معرفي شد     هيدروژن به 

.  شكل مختلف فاكتورگيري بدست آوردند     6گرفتن    پذير با درنظر    هاي حل   كلاس عريض از پتانسيل   

نـاوردايي اسـت هـردو      كه شامل شـكل    SUSYQMهاي    ثابت شد كه روش فاكتورگيري و روش      

هاي معادله ريكاتي و يـك معادلـه          از كاربرد تعادل بين حل    2ي ريكاتي   اي از ايده    بندي دوباره   فرمول

ناوردا يـك   هاي شكل بندي جزئي از پتانسيل  يك طبقه . باشد  ديفرانسيلي خطي مرتبه دوم وابسته، مي     

ناوردايي و    ارتباط ميان ابرتقارن، شكل   . انجام شده است  3انتقال پارامترها را دربردارد كه بوسيله كوپر      

نـاوردايي   دهنـد شـكل   ي كوپر بحث شد بطوريكه نشان مـي        پذير همچنين در مقاله     هاي حل   پتانسيل

                                                 
1. Gendenshtein 
2 .Riccati 
3 .Cooper 
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پذير است ولي     ناوردا بود حل    كافي است ولي لازم نيست يعني اگر شكل       پذيري   هرچندكه براي حل  

  .ناوردايي لازم نيست پذيري وجود شكل براي حل

  

  بندي هاميلتوني مكانيك كوانتومي ابرتقارني فرمول

 مقيد و  بعدي، ارتباط ميان توابع موج حالت كليدي در حل دقيق مسائل پتانسيلي يك  يكي از اجزاي    

يا هرتـابع مـوج   (درابتدا معمولا متوقع نيستيم كه تابع موج حالت پايه را بشناسيم           . شدبا  پتانسيل مي 

اجـازه دهيـد انـرژي      . شناسـد   صورت دقيق مـي     بنابراين هركسي پتانسيل را به    ) حالت مقيد ديگر را   

 دانيم كه حالت  صفر انتخاب شود، بنابراين از معادله شرودينگر ميباحالت پايه براي يك لحظه برابر

)0پايه تابع موج  )xψكند از  تبعيت مي  

)1-1(  ( ) ( ) ( )
2 2

0
1 0 1 02

0
2

d
H x V x x

m dx

ψψ ψ= − + =ℏ
  

)1-2(  ( ) ( )
( )

2
0

1

02

x
V x

m x

ψ
ψ

′′
= ℏ  

)1 يك بازسازي كلي پتانسيل      كه )V x        شمارد كـه    از اطلاعات تابع موج حالت پايه خود را مجاز مي

  .توانيم از فاكتورگيري هاميلتوني استفاده كنيم ال به آساني ميح. اي ندارد هيچ گره

)1-3(  †

1H A A=  

)1-4(  ( ) ( )†,
2 2

d d
A W x A W x

dx dxm m

−= + = +ℏ ℏ
  

  دهد كه تعريف كنيم  به ما اجازه مي امراين



 ١١

)1-5(  ( ) ( ) ( )2

1
2

V x W x W x
m

′= − ℏ
  

)كميت . باشد  به معادله ريكاتي معروف مي    بالا معادله )W x در » ابرپتانـسيل «صـورت كلـي بـه      بـه

)جواب . گردد  برميSUSYQMمقالات  )W xدرخصوص حالت پايه تابع موج :   

)1-6(  ( ) ( )
( )

0

02

x
W x

xm

ψ
ψ

′
= − ℏ

  

0اين جواب بوسيله تشخيص اينكه       0Aψ خودكـار يـك جـواب بـا        صـورت     بـه . آيد   بدست مي  =

†
1 0 0 0H A Aψ ψ=  اوليه  1Hقدم بعدي در ساختن تئوري ابرتقارني وابسته به هاميلتوني          .  داريم =

†تعريف اپراتور   
2H AA=  بـا معكـوس كـردن مرتبـه        است كـه A و †A  يـك  . آيـد   بدسـت مـي

 در حقيقت يك هاميلتوني مطابق با يـك پتانـسيل           2Hدهد كه اپراتور      سازي كوچك نشان مي     ساده

)2جديد  )V xباشد  مي  

)1-7(  ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2
2 2 22

,
2 2

d
H V x V x W x W x

m dx m
′= − + = +ℏ ℏ

  

)1هاي    پتانسيل )V x   2 و( )V x آخرين نكتـه   . اند  هاي شريك ابرتقارني شناخته شده      عنوان پتانسيل    به

(1,2)(باشند  تعريف مي  مثبت و خوش2H و 1Hاين است كه مقادير ويژه انرژي  0nE ≥.(   

0nبراي    1H معادله شرودينگر براي <

)1-8(  ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11†
1 n n n nH A A Eψ ψ ψ= =  

  كند كه  ابت ميث

)1-9(  ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11†
2( ) ( )n n n nH A AA A E Aψ ψ ψ= =  

  2Hصورت ساده معادله شرودينگر براي  به
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)1-10(  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22†
2 n n n nH AA Eψ ψ ψ= =  

  هكند ك ثابت مي

)1-11(  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22† † † †
1( ) ( )n n n nH A A AA E Aψ ψ ψ= =  

(1) و اين حقيقت كـه       11 و   8از معادلات   
0 0E توابـع دو   ، واضـح اسـت كـه مقـاديرويژه و ويـژه          =

  اند با   وابسته2H و 1Hهاميلتوني 

)1-12(  ( ) ( ) ( )2 1 1

1 0, 0n nE E E+= =  

)1-13(  ( ) ( ) ( )1
22 1 1

1 1n n nE Aψ ψ
−

+ + =    

)1-14(  ( ) ( ) ( )1
21 2 2†

1n n nE Aψ ψ
−

+  =    

(1)توجه كنيد كه    
1nψ +) (2)

nψ (  1ازH) 2H (    (2)موج    بازبهنجار شده است بنابراين تابع
nψ) (1)

1nψ در ) +

) 2H (1Hتنها يك ويژه تابع       نه) A) †Aبعلاوه عملگر   .  نيز بازبهنجار شده است    14 و   13معادله  

، فنـا    نيـز  تابع  در ويژه 1 يك ابرگره  بلكهكند،    با همان انرژي تبديل مي    ) 2H) 1Hتابع    را به يك ويژه   

 هـيچ  1Hي  شود، اين حالت پايه  فنا ميA با عملگر 1Hموج حالت پايه  چون تابع. كند  مي) خلق(

ي   آوريم ايـن اسـت كـه از اطلاعـات همـه             بنابراين شكلي كه ما بدست مي     .  ندارد SUSYشريك  

 ـ   A را با اسـتفاده از عملگـر         2Hتوابع    توانيم ويژه    ما مي  1Hتوابع    ويژه صـورت    يم و بـه    تعيـين كن

ي آنهايي كه از حالـت پايـه           را از همه   1Hتوابع    ي ويژه   توانيم همه    ما مي  A†معكوس با استفاده از     

2H    ي تبهگني طيف   دليل اساسي برا  . ايم  نشان داده ) 1(اين را در شكل     .  انتظار داريم بازسازي كنيم

1H 2 وHتواند فهميده شود سادگي از خصوصيات جبر ابرتقارني مي  به.  

  توانيم يك ماتريس هاميلتوني ابرتقارني به شكل زير درنظر بگيريم ما مي

                                                 
1. Extra node 


