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مقدمه
یک کاربردها از بسیاري در معلوم، ویژه�ي داده�هاي بعضی براي (QEP )1 دوم درجه ویژه مقدار مسئله حل

مقالات که شده، انجام (QEP ) با رابطه در زیادي تلاش�هاي علت، همین به است. برانگیز چالش مسئله�ي

[11 ،10] مراجع هم�چنین ،[14] مرجع در بررسی�ها این نتایج است. داده اختصاص خود به را زیادي

روش�هاي انواع و ریاضی خصوصیات کاربردها، از بسیاري میربرگن2 و تیشویر [21] در است. شده ارائه

(M,C,K)ماتریسی ضرایب که دارند نیاز فیزیکی مسائل از بسیاري کرده�اند. بررسی را (QEP ) عددي

،(QIEP )3 دوم درجه معکوس ویژه مقدار مسئله جواب�هاي باشند. نامنفرد M با متقارن، و حقیقی

که به�گونه�اي می�باشند؛ Mنامنفرد با ،n× n ابعاد با (M,C,K) حقیقی متقارن ماتریس�هاي به�صورت

پیش از ویژه�ي بردارهاي و ویژه مقادیر ،Q(λ) = λ٢M + λC +K دوم درجه ماتریسی �جمله�اي چند

باشد. داشته شده�اي تعیین

از: عبارتند که دارد وجود ویژه مقدار مسئله از حالت دو کلی، به�طور

مسائل در رو این از می�کند. تحلیل و تجزیه را طیفی اطلاعات مستقیم مسئله مستقیم: مسئله الف)

طول، جرم، مانند: شده�اي مشخص قبل از فیزیکی پارامترهاي براساس دستگاه دینامیکی رفتار مستقیم،

مستقیم، مسئله می�شود. مطالعه الکتریکی ظرفیت و کشسانی ویژگی�هاي چگالی، خودالقایی، مقاومت

می�باشد. (λ, x) ویژه�ي جفت کردن پیدا دنبال به باشد شده داده ضرایب، ماتریس که زمانی

رفتار براساس دستگاه پارامترهاي تعیین یا تخمین درستی، بیان به معکوس مسئله معکوس: مسئله ب)
ازاي به را (M,C,K) ماتریس�هاي معکوس، مسئله یک در می�پردازد؛ آن، انتظار مورد یا شده مشاهده

.Q(λ)x = ٠ که می�یابیم چنان (λ, x) شده داده ویژه�ي جفت

حالی در می�پردازد پارامترها اساس بر دستگاه دینامیکی رفتار بررسی به مستقیم مسئله خلاصه به�طور

در مسائل این دوي هر می�باشد. دستگاه دینامیکی رفتار اساس بر پارامترها بیان معکوس، مسئله که

می�شوند. تلقی مهم کاربردهایشان

1Quadratic eigenvalue problem

2F. Tisseur and K. Meerbergen

3Quadratic inverse eigenvalue problem

ت



طراحی ارتعاش5، نظریه�ي کنترل4، نظریه�ي جمله: از مختلف علوم در متنوعی کاربردهاي داراي ،QIEP
فیزیکی11 خواص و سیگنال10 پردازش صوتی9، نوسان�هاي سیالات8، مکانیک عصبی7، شبکه�هاي سازه�ها6،

می�باشد.

شده�اند. ارائه [22] [20]-[15] ،[13 ،12] ،[9]-[4] مراجع در زمینه این در مطالعات نتایج از فهرستی

می�شود: بررسی مهم مسئله�ي سه پایان�نامه این در

آن در که باشد δ > ٠ و r < ٢n اگر تنها و اگر است حل قابل QIEP دید خواهیم این�که نخست

می�شوند. زده تخمین شده، تعیین پیش از ویژه�ي بردارهاي و ویژه مقادیر از استفاده با δ و r

و لازم شرط بنابراین محاسبه�اند. قابل همیشه δ و r که است این نتیجه�گیري این از حاصل مهم ویژگی

می�شود. بررسی آسان�تر عمل در کافی

می�شود. ارائه موثر راهکاري با مثبت Mمعین با QIEP جواب وجود براي کافی و لازم شرط دوم

برداشت. پرده QIEP مهم مسائل این�گونه از بیشتري، دقت با باید و جدیدند زمینه این در شرایط این

جواب کردن پیدا براي دیگري و QIEP حل براي الگوریتمی شد. خواهد ارائه الگوریتم دو سوم

است: شده سازماندهی زیر به�صورت پایان�نامه این مثبت.مطالب Mمعین با QIEP

هم�چنین؛ QIEP و QEP معرفی به دوم فصل می�پردازیم. اولیه تعاریف و مفاهیم بیان به اول فصل در

و ،QIEP حل�پذیري براي کافی و لازم شرط سوم فصل در دارد. اختصاص آن� کاربردهاي از مختصري

M با جواب وجود براي کافی و لازم شرط به چهارم فصل در می�شود. بیان نامنفرد M با جواب داشتن

پیادهسازي با است شده اثبات نظري صورت به که آنچه ششم و پنجم فصل است. شده اشاره مثبت معین

می�پردازیم. نتیجه�گیري به هفتم فصل در میشود. داده نشان مثال و الگوریتمها

4Control theory

5Vibration theory

6Structure design

7Neural networks

8Fluid Mechanics

9Vibro-occoustics

10Signal processing

11Physical properties
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1 فصل

اولیه تعاریف و مفاهیم

مقدمه 1.1
ارائه خلاصه به�طور میگیرند، قرار استفاده مورد آتی فصلهاي در که قضایا و تعاریف از برخی فصل، این در

است. شده

آن�ها خواص برخی و ماتریس�ها انواع 2.1
می�دهیم. نشان Rm×n با را حقیقی m× n ماتریس�هاي تمام مجموعه�ي

1 هرمیتی ماتریس�

A ماتریس مزدوج ترانهاده را A∗) .A∗ = (Ā)T = A هرگاه گویند هرمیتی را A مربعی ماتریس

.( می�نامیم

است. هرمیتی ماتریس یک

 ٣ ٧ + ٨i

٧− ٨i ۴

 ماتریس .1.1 مثال

1Hermitian matrix



ماتریسجایگشتی2

داشته صفر غیر عنصر یک تنها ستون، هر و سطر هر هرگاه گوییم؛ جایگشتی را P صفر غیر مربعی ماتریس

ماتریس سطر چند یا یک تعویض از حاصل ماتریس دیگر، بیان به باشد. یک ناصفر عنصر این و باشد

است. جایگشتی ماتریس یک همانی،

ماتریس هر ضرب که داد نشان می�توان سادگی به است. (I) همانی ماتریس جایگشت، ماتریس ترین ساده

در P جایگشت ماتریس اگر هم�چنین .P−١ = P T لذا است؛ (I) با برابر ترانهاده�اش با (P ) جایگشت

ضرب با مشابه به�طور می�شوند. جابه�جا Aماتریس سطرهاي شود، ضرب چپ طرف از A مانند ماتریس یک

می�شوند. جابه�جا Aماتریس ستون�هاي ،Aماتریس در راست از P جایگشت ماتریس

یکانی3 ماتریس�

.A∗ = A−١ هرگاه نامند، یکانی را مختلط درایه�هاي با A مربعی ماتریس

است. یکانی ماتریس یک

 ١+i
٢

١+i
٢

١−i
٢

−١+i
٢

 ماتریس .2.1 مثال

بلوکی4 ماتریس�

می�شود، داده نشان زیر به�صورت که را Aماتریس

A =

 P Q

R S


را آن ستون�هایش، و سطرها بین عمودي و افقی خطوط ترسیم با هرگاه گوییم شده) (افراز بلوکی ماتریس

کنیم. �بندي تقسیم

q× p و q× s ،r× p ،r× s مرتبه�ي از ترتیب به ماتریس�هاي D و C ،B ،A کنید فرض .1.1 توجه
2Permutation matrix

3Unitary matix

4Block matrix

2



به�صورت (r + q)× (s+ p) مرتبه�ي از

 A B

C D

 بلوکی ماتریس ترانهاده�ي آن�گاه باشند،

 AT CT

BT DT


است. (s+ p)× (r + q) مرتبه�ي� از بلوکی ماتریس که می�باشد

قطري بلوك�هاي از یک هر گاه هر است، بلوکی ماتریس یک ، An×n
بلوکی5 قطري ماتریس .1.1 تعریف

می�شود. نوشته زیر به�صورت راحتی براي باشند. صفر بلوك�ها دیگر و بوده مربعی ماتریس یک آن

A = diag(A١١, ..., Akk)

است. n برابر ماتریس�ها این مرتبه�هاي مجموع هستند. مربعی ماتریس�هاي ها Aii آن در که

�پذیر6 وارون ماتریس
که باشد موجود به�گونه�اي n × m مرتبه�ي از B مانند ماتریسی اگر .A ∈ Rm×n می�کنیم فرض

n×mمرتبه�ي از Cماتریسی اگر و ماتریسAمی�نامیم (معکوسچپ) چپ وارون Bرا آن�گاه ،BA = In

A ∈Mn×n(F ) اگر حال می�نامیم. A راست وارون را B آن�گاه ،AC = Im که باشد موجود به�گونه�اي

B این�صورت در کند، صدق AB = BA = I رابطه�ي در که به�گونه�اي باشد موجود B مربعی ماتریس و

. می�دهیم نشان A−١ با را Aمعکوس است. (نامنفرد) معکوس�پذیر A می�گوییم و می�نامیم Aمعکوس را

است. (منفرد) معکوس�ناپذیر A می�گوییم نباشد، معکوس�پذیر A اگر

آن�گاه: باشند، A,B ∈ Rn×n کنید فرض .1.1 قضیه

.(A−١)−١ = A و است معکوس�پذیر نیز A−١ باشد، معکوس�پذیر A اگر (1

.(AB)−١ = B−١A−١ و است معکوس�پذیر نیز AB باشند، معکوس�پذیر دو هر B و A اگر (2

است. معکوس�پذیر ماتریسی معکوس�پذیر، ماتریس�هاي از تعداد هر حاصل�ضرب .1.1 نتیجه

5Block diagonal matrix

6Invertible matrix
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معادل�اند: زیر گزاره�هاي ،A مربعی مفروض ماتریس براي .2.1 قضیه

است. معکوس�پذیر A (1

دارد. x = ٠ بدیهی جواب تنها Ax = ٠ همگن دستگاه (2

متشابه7 ماتریس

ماتریس یک اگر می�شوند، نامیده Bمتشابه ماتریسAو دو باشند، n×n Bماتریس�هاي Aو کنید فرض

که به�قسمی باشد داشته وجود T نامنفرد

T−١AT = B.

می�شود: تعریف زیر به�صورت آن دترمینان ،A = [aij] ∈ Rn×n ماتریس هر براي .2.1 تعریف

det(A) =


a١١, n = ١,

∑n
j=(١−)١i+jaij∆ij, n > ١

می�آید. به�دست Aماتریس ام j ستون و ام i سطر حذف از که است، ماتریسی دترمینان ،∆ij آن در که

متعامد8 ماتریس�

.AT = A−١ یعنی ،ATA = AAT = I هرگاه نامند، متعامد را A مربعی ماتریس

زیرا است، متعامد ماتریس یک


١√

٢
١√

٢
٠

٠ ٠ ١

١√
٢
−١√

٢
٠

 ماتریس .3.1 مثال

AT = A−١ =


١√

٢
٠

١√
٢

١√
٢

٠
−١√

٢

٠ ١ ٠

 .

7Similarity matrix

8Orthogonal matrix
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.det(Q) = ±١ آن�گاه باشد متعامد ماتریسی Q اگر .3.1 قضیه

اثبات.

det(QQT ) = det(I)⇒ det(Q)det(QT ) = ١⇒ (det(Q))٢ = ١⇒ det(Q) = ±١.

□

اگر است متعامد Rn در {v١, v٢, ..., vn} بردارهاي مجموعه .3.1 تعریف
vTi vj = ٠ i ̸= j

ویژه11 بردار ویژه10و مقدار مشخصه9، جمله�اي چند
مشخصه�ي جمله�اي چند ،ϕn(λ) = det(λI−A) جمله�اي چند آن�گاه باشد؛ n×nماتریس یک A اگر

یا می�شوند. نامیده Aماتریس ویژه�ي مقادیر مشخصه، جمله�اي چند صفرهاي می�شود. نامیده Aماتریس

داشته وجود x ∈ Cn ناصفر بردار یک اگر فقط و اگر است A ویژه�ي مقدار یک λ ∈ C معادل به�طور

گوییم. λ ویژه�ي مقدار با متناظر ویژه�ي بردار را x بردار . Ax = λx که به�گونه�اي باشد

این�صورت، در بگیرید. نظر در را A ∈ Rn×n ماتریس .4.1 قضیه
اصلی قطر روي درایه�هاي A ویژه��ي مقادیر باشد، مثلثی بالا یا و مثلثی پایین قطري، ماتریس یک A اگر (1

هستند؛ آن

نیست)؛ برقرار آن (عکس دارند یکسانی ویژه�ي مقادیر و مشخصه جمله�اي�هاي چند متشابه، ماتریس�هاي (2

حقیقی�اند؛ آن ویژه��ي مقادیر باشد، متقارن A اگر (3

هستند. خطی مستقل A متمایز ویژه�ي مقادیر به متناظر ویژه�ي بردارهاي (4

□ [1] اثبات.

9Characteristic polynomial

10Eigenvalue

11Eigenvector
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.det(A− λI) = ٠ اگر تنها و اگر است A ویژه�ي مقدار λ اسکالر .2.1 توجه
به�طوري است موجود x چون صفري غیر بردار تعریف، به بنا آن�گاه ماتریسAباشد؛ ویژه�ي مقدار λ اگر زیرا

که:

Ax = λx, x ̸= ٠

داریم: x از گیري فاکتور با لذا

(A− λI)x = ٠

ماتریس دترمینان باید باشد، صفر غیر جواب داراي این�که براي لذا است؛ همگن فوق معادلات دستگاه چون

اگر تنها و اگر است A ماتریس ویژه�ي مقدار یک λ بنابراین باشد. صفر det(A − λI) یعنی ضرایب

.det(A− λI) = ٠

Q ∈ Rn×n متعامد ماتریس یک اگر تنها و اگر A = AT آن�گاه A؛ ∈ Rn×n کنید فرض .5.1 قضیه
که: به�طوري باشد داشته وجود

QTAQ =


λ١ ٠

. . .

٠ λn


می�باشند. Aماتریس ویژه��ي مقادیر i = ١, ..., n ،λi آن در که

□ [3] اثبات.

مثبت12 معین ماتریس
صفر غیر بردار هر براي هرگاه گویند، مثبت معین ماتریس یک را An×n متقارن ماتریس .4.1 تعریف
می�گوییم. مثبت معین نیمه را Aماتریس باشد xTAx ≥ ٠ که صورتی در .xTAx > ٠ باشیم داشته x

12Positive definite matrix
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است. مثبت معین ماتریس یک زیر ماتریس .4.1 مثال
٢ ٢ ١

٢ ۵ ١

١ ١ ٢


زیرا

[
x١ x٢ x٣

]
A


x١

x٢

x٣

 =

[
x١ x٢ x٣

]


٢ ٢ ١

٢ ۵ ١

١ ١ ٢




x١

x٢

x٣


= ٢x٢

١ + ۵x٢
٢ + ٢x٢

٣ + ۴x١x٢ + ٢x١x٣ + ٢x٢x٣

= (x١ + ٢x٢)
٢ + (x١ + x٣)

٢ + (x٢ + x٣)
٢ > ٠, (x ̸= ٠).

است. نامنفرد آن�گاه باشد، مثبت معین A اگر .6.1 قضیه

داشته صفر غیر جواب می�تواند Ax = ٠ دستگاه آن�گاه باشد، منفرد A کنید فرض خلف: برهان اثبات.

ماتریس بودن مثبت معین فرض با این و xT٠ Ax٠ = ٠ باشیم داشته می�توانیم x٠ ̸= ٠ ازاي به لذا باشد؛

□ باشد. نامنفرد باید A بنابراین است. تناقض در A

آن ویژه�هاي مقدار همه�ي اگر فقط و اگر است مثبت) معین (نیمه مثبت معین Aماتریس .7.1 قضیه
باشند. (نامنفی) مثبت

ویژه�ي مقدار یک حداقل و مثبت ویژه�ي مقدار یک حداقل هرگاه است، نامعین A ماتریس .3.1 توجه
باشد. داشته منفی

ماتریس�ها زیر

k و سطر k از گاه هر می�نامیم، An ماتریس اصلی13 ماتریس زیر را Ak مربعی ماتریس .5.1 تعریف
باشد. شده تشکیل An ماتریس ستون

13Principal submatrix
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مرتبه�ي مربعی ماتریس از k = ١, ٢, ..., n ازاي به ،k مرتبه�ي پیشروي اصلی ماتریس زیر .6.1 تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت n

A(k) =



a١١ a١٢ · · · a١k

a٢١ a٢٢ · · · a٢k

... ... . . . ...

ak١ ak٢ · · · akk


.

اول ستون j و سطر i از که است A از ماتریسی زیر دترمینان پیشرو، اصلی کهاد امین i .7.1 تعریف
می�شود. تشکیل

مثبت معین ماتریس خاصیت�هاي برخی

اگر: تنها و اگر است مثبت معین ،A متقارن ماتریس یک

باشند؛ مثبت آن ویژه�ي مقادیر تمامی (1

باشند؛ مثبت همگی آن پیشرو اصلی کهادهاي (2

برداري فضاي 3.1
مجموعه یک توسط 14 آمده پدید زیرفضاي

توسط آمده پدید زیرفضاي باشد. V از مجموعه زیر یک S و ،F میدان روي برداري فضاي V کنید فرض

< S > با معمولاً را زیرفضاها این و باشند S شامل که V زیرفضاهاي همه�ي اشتراك از است عبارت ،S

می�دهیم. نمایش Span(S) یا

زیرفضاي را < S > آن�گاه S = {α١, α٢, ..., αn} مثلاً باشد، بردارها از متناهی مجموعه�اي S وقتی

می�نویسیم: و می�نامیم αn, ..., α٢, α١ بردارهاي توسط آمده پدید

< S >=< α١, α٢, ..., αn >= {
n∑

i=١

ciαi | ci ∈ F}.

14Subspace generated
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است عبارت V برداري فضاي از S غیرتهی مجموعه�ي� زیر یک توسط آمده پدید زیرفضاي .8.1 قضیه
.S بردارهاي خطی ترکیبات همه�ي مجموعه�ي� از

بعد16 و پایه15
وابسته�ي S گوییم باشد. V مجموعه�ي� زیر S و F روي برداري فضاي یک V کنید فرض .8.1 تعریف
صفر همگی که cn, ..., c٢, c١ اسکالرهاي و S از αn, ..., α٢, α١ متمایز بردارهاي هرگاه است خطی

.c١α١ + c٢α٢ + ...+ cnαn = ٠ که به�گونه�اي باشند؛ موجود F در نیستند،

می�نامیم. خطی مستقل نباشد، خطی وابسته�ي که را مجموعه�اي

پایه� یک V از S مجموعه�ي زیر می�گوییم باشد. F روي برداري فضاي یک V کنیم فرض .9.1 تعریف
باشد، عضو n داراي V براي S پایه�ي اگر کند. تولید را V و باشد خطی مستقل S گاه هر است V براي

گاه هر .dim(V ) = n می�نویسیم و است) n بعد با (یا است بعدي -n فضا این که میشود گفته آن�گاه

داراي V این�صورت غیر در می�باشد. متناهی بعد با V فضاي می�گوییم باشد، متناهی پایه�ي یک داراي V

می�باشد. نامتناهی بعد

آن در که ،A = [A١, ..., An] و باشد F روي معکوس�پذیر n× nماتریس A کنید فرض .5.1 مثال
زیرا خطی�اند، مستقل An, ..., A١ ستونی بردارهاي این�صورت در هستند. A ماتریس ستون�هاي Aiها

آن�گاه باشد؛ x = [x١, · · · , xn]T کنیم فرض اگر این�صورت در ،x١A١ + ...+ xnAn = ٠ کنید فرض

فقط Ax = b دستگاه جواب پس است معکوس�پذیر A طرفی از .Ax = x١A١ + ... + xnAn = ٠

An, ..., A٢, A١ بردارهاي بنابراین .x١ = x٢ = ... = xn = ٠ ساده�تر عبارت به یا می�باشد x = ٠

لذا x؛ = A−١Y می�دهیم: قرار باشد، F n×١ در ماتریسی Y کنید فرض حال هستند. خطی مستقل

را F n×١ ماتریس�هاي فضاي An, ..., A٢, A١ بردارهاي پس ،Y = A١x١ + ...+ Anxn یا Y = Ax

ماتریس�هاي فضاي براي پایه�اي ،An, ..., A٢, A١ یعنی A ماتریس ستون�هاي نتیجه در می�کنند. تولید

است. F n×١

15Base

16Dimention
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این�صورت: در باشد. میدان F کنید فرض .6.1 مثال

می�باشد. n برابر F n بعد (1

Eijماتریسی که کنید فرض زیرا mnمی�باشد. برابر F ماتریس�هايm×nروي همه�ي فضاي بعد (2

مجموعه�ي این�صورت در باشند. صفر آن درایه�هاي بقیه�ي و ،1 آن ام (i, j) درایه�ي که باشد

مفروض F روي A = [aij]m×n است. خطی مستقل {Eij | ١ ≤ i ≤ m, ١ ≤ j ≤ n}

بنابراین: است،

A =
∑
i,j

aijEij, ١ ≤ i ≤ m, ١ ≤ j ≤ n.

می�کند. تولید را Mm×n(F ) فضاي {Eij | ١ ≤ i ≤ m, ١ ≤ j ≤ n} مجموعه�ي پس

نتیجه: در و بود Mm×n(Fخواهد ) براي پایه�اي مجموعه این بنابراین

dim(Mm×n(F )) = mn.

است، ١
٢n(n+ ١) با برابر حقیقی، n× n متقارن ماتریس�هاي همه�ي زیرفضاي بعد (3

می�باشد. زیرفضا این براي پایه�اي {Eij | ١ ≤ i, j ≤ n j ≥ i} زیرا

نرم17

به�طوري داد نسبت ∥x∥ حقیقی عدد یک بتوان Rn برداري فضاي در x بردار هر به اگر .10.1 تعریف
گویند. Rn روي برداري نرم یک را زیر خواص با ∥.∥ : Rn → R تابع آن�گاه کند، صدق زیر شرایط در که

1) ∥x∥ ≥ 0 ,∀x ∈ Rn

2) ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0

3) ∥αx∥ = |α|∥x∥ , ∀x ∈ Rn ,∀α ∈ C

4) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ , ∀x, y ∈ Rn

17norm
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می�شود: تعریف زیر به�صورت برداري p-نرم این�صورت در باشد. Rn در برداري x کنید فرض .7.1 مثال

∥x∥p = (
n∑

i=١

| xi |p)
١
p , p ≥ ١

می�نامند. اقلیدسی) (نرم دو نرم را آن باشد، p = ٢ که صورتی در

صدق زیر شرایط در که به�طوري R به Cm×n از است تابعی Cm×n روي ماتریسی نرم یک .11.1 تعریف
کند:

1) ∥A∥ ≥ 0 ,∀A ∈ Cm×n

2) ∥A∥ = 0 ⇔ A = 0

3) ∥αA∥ = |α|∥A∥ , ∀A ∈ Cm×n ,∀α ∈ C

4) ∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥ , ∀A,B ∈ Cm×n

ستونی18 و سطري فضاي

،aij = [ai١, ..., ain] بردارهاي باشد. F میدان روي m× n ماتریسی A = [aij] کنید فرض

را بردارها این توسط شده تولید F n از زیرفضایی و می�نامیم Aماتریس سطري بردارهاي را ١ ≤ i ≤ m

Aماتریس ستونی فضاي می�گوییم. A سطري رتبه�ي را A سطري فضاي بعد و Aماتریس سطري فضاي

می�شود. تعریف مشابه به�طور نیز

معکوس�پذیر Aماتریس این�صورت در باشد، F میدان روي n×n ماتریسی A کنید فرض .9.1 قضیه
باشند[3]. F n در خطی مستقل مجموعه�ي Aیک ستونی) (بردارهاي سطري بردارهاي اگر، تنها و اگر است

نامیده، ماتریس آن رتبه�ي ماتریسBرا خطی مستقل ستون�هاي و سطرها تعداد ماکزیمم .12.1 تعریف
می�دهند. نشان rank(B) با

برابر سطري، رتبه�ي این�صورت در باشد، F میدان روي m × n ماتریسی A کنید فرض .10.1 قضیه
.[3] است Aماتریس ستونی رتبه�ي

18Row and column space
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