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ඟانऒود، ণپاس೯داو৯دگارحൊ࣓مرابا੪ॸفਟی໊�
آدਗیرازورࠟ࢞لآرا॥ت.

رهنمونمان دانش و علم طریق به و بخشید مان ͳهست که را یتا پروردگار کران بی سپاس

معرفت و علم از ͳچین خوشه و نمود مفتخرمان دانش و علم رهروان ͳهمنشین به و شد

مسعود دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از ساخت. روزیمان را

این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم ͳقدردان و تشر صمیمانه پورمهدیان،

مشاوره� و مطالعه زحمت که باقری محمد دکترسید آقای جناب از نم�ͳرسید. انجام به مجموعه

دارم. را امتنان کمال و فرمودند تقبل را نامه پایان این



چیده

مͳکنیم. ͳمعرف را نیست موجود همراه مدل درآن که تئوریهایی از ͳبعض نامه، پایان این در

و مͳکنیم مطالعه را (ACFσ) ͳخودریخت Έی با جبری بستهی میدانهای دیΎر طرف از

نامیم. ͳم ACFA را آن و دارد همراه مدل تئوری این مͳدهیم نشان

ͳمعرف ͳتفاضل میدانهای بستهی وجودی طور به مدلهای از گذاری اصول که را ACFA

مͳنامیم. ͳکل ͳتفاضل میدانهای را تئوری این کنیم، ͳم

است. [١٨] و [١۶] پایان�نامه این ͳاصل مراج΄

بسته، وجودی طور به مدل ،ͳخودريخت يك با ساختارهای همراه، مدل کلیدی: کلمات

ͳكل ͳتفاضل ميدان
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١ فصل

پیش�گفتار

از ͳناش خط يك دارد، جنبه دو ͳخودريخت يك با هايی تئوری از همراه مدل مدرن مطالعهی

چتزيداكيس با دوم، دلخواه. ساختارهای از ͳخودريخت يك با جزئيات كه است ١ لاسار

بيشتر كه است فربنيوس خودريختͳهای دربارهی مينتاير سوال و شروع ٣ ͳهورشوس و ٢

مدل از جنبه دو هر به گذری نامه پایان این در ما پردازد. ͳم جبری خاص تئوریهای به

اول فصل در كه باشد ͳم فصل سه دارای پایان�نامه این داریم. را ͳخودریخت Έی با همراه

طور به و همراه مدل چون ͳاساس مفاهيم خصوص به تئوری مدل ͳمقدمات مفاهيم ͳمعرف به

است. شده پرداخته خاص تئوریهای ͳبعض و بسته وجودی

است. شده توجه نيست كامل مدل پايه تئوری ͳوقت همراه مدل تقریباً مفهوم دوم،به فصل

زبان در تئوری يك T كنيد فرض مͳشود: آغاز زير صورت به تئوری ͳمعرف با را فصل اين

و است جايی يك تابع نشانهی يك σ كه Lσ = L ∪ {σ} و L

Tσ = T ∪ است} ͳخودريختσ}.

و كامل مدل تقریباً از ͳتعريف آن كمك به و كرده رابيان راست توسيع تئوری، ͳمعرف از بعد

توان ͳم آن كمك به كه مͳكنيم اشاره ای قضيه به سپس دهيم، ͳم ارائه همراه مدل تقریباً

مدل وجود مثبت نتايج از ، كنيم ͳم بيان همراه مدل تقریباً وجود عدم نتايج از ͳبعض به

تاب) (بدون ͳآبل گروههای از تئوری T كه است ͳزمان شده گفته بخش اين در كه همراه

از دوری تايپ روی سپس و دهد ͳم [١۴] نتايج روی ͳاندك تغيير كه دوم بخش در است.

١D.Lascar
٢Z.Chatzidakis
٣E.Hurshovski

١



٢ پیش�گفتار .١ فصل

همراه مدل وجود عدم نتايج از بسياری كه است اين هدف مͳشود، متمركز σ ͳخودريخت

[١٣] ۴ كييو مثال، برای است ثابت نقاط با خودريختͳهايی استدلال شامل شده شناخته

Tσ آنگاه باشد، ͳتصادف گراف تئوری T اگر كه مطلب اين دادن نشان برای استدلال اين از

همراه مدل مثبت نتيجه يك تحديدهايی چنين تحت است. كرده استفاده ندارد همراه مدل

مͳآيد. بدست T = Th(Q, <) ͳوقت

ͳتصارف گراف ،تئوری T كه همراه مدل مثبت نتايج از ديΎر ͳي فصل اين سوم بخش در

است. شده بيان ندارد، ͳمتناه دور كه است فرض اين با شده گرفته نظر در ͳخودريخت و

ریت توسط بار اولین که مͳرویم مجزا ͳخودریخت Έی با ͳتفاضل میدانهای سراغ به سپس

هشتاد دهه پایان در ͳتفاضل میدانهای از تئوری مدل در علاقه شد. مطالعه ١٩٣٠ سال در ۵

Έی مͳگیرد. نشئت ۶ زیلبر حدس رد از که اول سوال است. شده آغاز سوال دو بخاطر

وجود شده داده مشخصهی هر از جبری بستهی میدانهای از ͳتوسیع که مینیمال قویاً تئوری

بودند Falgp از σ ناپذیر تعریف ͳخودریخت Έی کردن پیدا امان دنبال به دانشمندان دارد.

تا سوال است.این مینیمال قویاً Th(Falgp ,+, ., σ) طوریکه به عنصر) p با Fp جبری (بستار

است. مانده ͳباق باز صورت به کنون

و p از ͳتوان q که جایی بود Fq = (Falgp ,+, ., ϕq) ͳتفاضل میدانهای با کار دوم سوال

این تعمیم با بودکه این امید است. x 7→ xp ٧ فربنیوس ͳخودریخت از ͳتوان ϕq : x 7→ xq

تئوری توصیف خصوص به ساختارهایی، چنین به ͳمتناه میدانهای روی ٨ اکس از کار

.Fq ͳتفاضل میدانهای از ͳاصل غیر فراضربهای

تئوری از ͳهمراه مدل دنبال به ١٠ وود و ٩ دریس و تایر مین تا شد منجر سوالهایی چنین

برای غیره) و تکمیل مدل توصیف پذیری، (تصمیم آن نتایج اثبات و ͳتفاضل میدانهای

گذری ابتدا نامه، پايان اين آخر فصل در شد. نامیده ACFA پس آن از که باشند تئوری این

مͳشود بيان همراه مدل داشتن درمورد تئوری اين وكليات داريم جبری بستهی ميدانهای

كمك ميدانها از ͳتعاريف درفهميدن ما به كه را پايه جبری هندسه دوم، بخش در سپس و

۴H.Kikyo
۵Ritt
۶Zilber
٧Frobenius
٨Ax
٩Van den Dries
١٠Wood



٣ پیش�گفتار .١ فصل

مͳشود. ارائه مͳكند

ͳتفاضل ميدانهای نام به را شده اضافه ͳخودريخت يك با ميدانهايی آخر، فصل دربخشسوم

مͳكنيم بيان Hرا اصل همچنين ما مͳكنيم. ͳمعرف را ͳكل ͳتفاضل ميدانهای و كرده ͳمعرف را

و شده بيان ١٩٩٠ سال در تاير مين توسط ابتدا كه كرده ͳمعرف ACFAرا آن كمك به و

مͳدهيم ونشان آن از بعد و شد نوشته هم از جدا اصول صورت به ͳهرشوس توسط آن از پس

همراه مدل يك ͳتفاضل ميدانهای همچنين و است ACFA همان ͳكل ͳتفاضل ميدانهای

مͳشود. ناميده ACFA كه دارد



٢ فصل

پیش�نیازها

، �[١٢] مرج΄های از بهره�گیری با تئوری مدل ͳٰٰمقدمات پیش�نیازهای پایان�نامه از فصل این در

فصلهای در که آنچه ͳتمام که است شده ͳسع اینجا در م�ͳشود. ارایه [٢١] و [١٩] ، [١٧]

شود. گردآوری شده، نیاز ٣ و ٢

تئوری مدل ͳمقدمات مفاهيم ١.٢

این در ما دارند نامه پایان این در پایه تئوری مدل ͳمقدمات مفاهیم که زیادی کاربرد دلیل به

داریم. مفاهیم این به گذری بخش

اگروفقط است ارضاپذير T ( مرج΄[١٩] در ٢.١.۴ (قضیه .( ͳفشردگ) ١.١.٢ قضیه

مدل T L-تئوری يك : معادل بهطور يا باشد. ارضاپذیر T از ͳمتناه مجموعهی زير هر اگر

باشد. داشته مدل يك T از ͳمتناه مجموعهی زير هر فقط و اگر دارد

،φ L-جملهی هر برای صورت این در مͳناميم كامل را T L-تئوری يك تعریف٢.١.٢.

.T |= ¬φ Tيا |= φ

متغير يك با يكL-فرمول ϕ(v) هرگاه دارد، گواه خاصيت T تئوری گوييم تعریف٣.١.٢.

.T |= (∃vϕ(v)) → ϕ(c) بهطوريه باشد موجود c ∈ L ثابت يك آنگاه باشد، v آزاد

و باشد N از ساخت زیر Έی M اگر ([١٩] مرج΄ در ٨.١.١ (گزاره .۴.١.٢ گزاره

اگر اگروفقط M |= φ(a) صورت این در باشد. سور بدون فرمول Έی φ(x) و a ∈ M

.N |= φ(a)

۴



۵ پیش�نیازها .٢ فصل

هرگاه باشد. MیLΈ-ساختار فرضکنید ([١٩] مرج΄ در ۵.٣.١ (گزاره .۵.١.٢ گزاره

وار نقطه را A که M از ͳخودریخت هر صورت این در باشد، پذیر A-تعریف ٬X ⊆ Mn

دارد. ͳم نگه ثابت وار مجموعه را X دارد، ͳم نگه ثابت

نشاندن j :M → N L-نشاندن يك آنگاه باشند، ،L-ساختار NوM اگر تعریف١.٢.۶.

a۱, . . . , an ∈ M هر و ϕ(v۱, . . . , vn) های L-فرمول همهی برای هرگاه است ͳمقدمات

باشيم داشته

M |= ϕ(a۱, . . . , an) ⇐⇒ N |= ϕ(j(a۱), . . . , j(an)).

است ͳمقدمات ساخت زير يك ساخت، زير اين كه گوييم باشد، N از ساخت زير Mيك اگر

توسيع يك N گوييم همچنين ما است، ͳمقدمات شمول نگاشت هرگاه M ≺ N مͳنويسيم و

Mاست. از ͳمقدمات

زير يك M كنيد فرض ([١٩] مرج΄ در ۵.٣.٢ (گزاره (ͳتارس (تست .٧.١.٢ گزاره

فرمول هر برای اگر وفقط اگر است ͳمقدمات ساخت Mزير صورت این در ازNباشد، ساخت

صورت این در N |= φ(b, a) بهطوریكه باشد داشته وجود b ∈ N اگر a ∈ M و φ(x, y)

. N |= φ(c, a) بهطوريه دارد وجود c ∈M

ساختار يك M كنيد فرض ([١٩] مرج΄ در ۴.٣.۴ (قضیه (١ بالا (سر .٨.١.٢ قضیه

يك M آنگاه k ≥ |M | + |L| باشدکه ͳنامتناه كاردينال يك k و باشد L برای ͳنامتناه

دارد. وجود k كاردينال از ͳمقدمات توسيع

و X ⊆ N كنيد فرض ([١٩] مرج΄ در ٧.٣.٢ (قضیه (٢ پایین (سر .٩.١.٢ قضیه

دارد وجود k كاردينال از M ≺ N ͳمقدمات مدل زير يك N آنگاه |X| ≤ k ≤ |N |

دارد. X ⊆M بهطوريه

ΈیMi ،i ∈ I هر ازای به و باشد ͳخط ترتیب Έی (I,<) کنید فرض تعریف١٠.١.٢.

هرگاه گوییم ساختارها L از زنجیر Έی را (Mi : i ∈ I) صورت این در باشد، L-ساختار

این در Mi ≺ Mj باشیم داشته i < j هر برای اگر ،و Mi ⊆ Mj باشیم داشته i < j برای

گوییم. ͳمقدمات زنجیر Έی را (Mi : i ∈ I) صورت
١Upward
٢Downward



۶ پیش�نیازها .٢ فصل

ͳمقدمات زنجیر Έی (Mi : i ∈ I) و ͳخط ترتیب Έی (I,<) کنید فرض .١١.١.٢ گزاره

است. Mi هر از ͳمقدمات توسیع Έی M =
∪
i∈IMi صورت این در باشد

وهر φ(x) فرمول وهر i ∈ I هر برای که کنیم ͳم ثابت فرمولها روی استقرا برهان.به

طبق است M از ساخت زیر Έی Mi چون .M |= φ(a) ⇐⇒ Mi |= φ(a) ،a ∈ Mn
i

ͳم ͳبهسادگ ضمناً است. درست ͳاتم های فرمول همهی برای مطلب این ۵.٣.٢ گزارهی

است. درست نیز ¬φو φ∧ψ برای آنگاه باشد، درست ψو φ برای اگر که کرد مشاهده توان

Mi |= ψ(b, a) اگر ͳیعن باشد برقرار ψ برای ادعا و است ∃xψ(x, y) فرمول φ کنید فرض

برای است، برقرار M برای آنگاه Mi |= φ(a) اگر بنابراین است. چنین نیز M برای آنگاه

استقرا وطبق دارد وجود b ∈ Mj بهطوریه j ≥ i Έی M |= ψ(b, a) اگر دیΎر، طرف

.Mi |= φ(a) داریم Miدرنهایت ≺Mj Mjوچون |= φ(a) Mjوبنابراین |= ψ(b, a) داریم

سور بدون ϕ آن در که ∀vϕ(v) شل به ای جمله ،ͳجهان جملهی يك .١٢.١.٢ تعریف

L-جمله از مجموعه يك هرگاه دارد ͳجهان اصلگذاری يك T يكL-تئوری گوييم است،

M L-ساختار هر برای اگر فقط و اگر M |= Γ بهطوريه باشد داشته وجود Γ ͳجهان های

.M |= T ،

نشانههای توسط شده افزوده زبان LM Mفرضكنيد برایيكL-ساختار تعریف١٣.١.٢.

باشد. M از M جهان از عنصر هر برای جديد ثابت

Diag(M) = {φ :M |= φ, سور بدون {φيكLMجمله

Diagel(M) = {φ :M |= φ, .{φيكLMجمله

( [١٩] مرج΄ در ٣.٣.٢ (لم .١۴.١.٢ لم

M از L-نشاندن يك صورت این در N |= Diag(M)و جمله LM يك N كنيد فرض (i)

دارد. Nوجود به

دارد. وجود N به M از ͳمقدمات نشاندن يك آنگاه N |= Diagel(M) اگر (ii)

فرمول يك φ فرمول هر برای هرگاه دارد سور حذف T تئوری گوييم .١۵.١.٢ تعریف

بهطوریكه باشد داشته وجود ψ بدونسور

T |= φ↔ ψ.
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c ثابت نشانهی يك شامل L كنيد فرض ([١٩] مرج΄ در ۴.١.٣ (قضیه .١۶.١.٢ قضیه

: همارزند زير شرايط صورت این باشد،در L-فرمول يك φ(x) و L-تئوری يك T باشد،

.T |= ∀x(φ(x) ↔ ψ(x)) بهطوريه دارد وجود ψ(x) سور بدون L-فرمول يك (i)

هر برای آنگاه باشد، A ⊆ M,N و L-ساخت يك A و T مدلهای N و M اگر (ii)

.N |= φ(a) اگر وفقط اگر M |= φ(a) ،a ∈ A

تايپها ١.١.٢

ثابت نشانه يك شدن افزوده از باشدکه ͳزبان، LA و A ⊆ M و L-ساخت Mيك كنيد فرض

جملههای LA همه مجموعهی ThA(M) كنيد فرض مͳآيد. Lبدست به a ∈ A هر برای

باشد. M در صادق

x۱, . . . , xn آزاد متغيرهای با LA-فرمولها از مجموعهای p كنيد فرض تعریف١٧.١.٢.

n-تايپ يك همچنين و باشد ارضاپذير p ∪ ThA(M) هرگاه گوييم n-تايپ يك را p باشد.

،x۱, . . . , xn آزاد متغيرهای با ϕ LA-فرمول هر برای گفتیم، آنچه بر علاوه هرگاه گوييم كامل

است. كامل n-تايپهای همه مجموعهی SMn (A) .¬ϕ ∈ p يا ϕ ∈ p

a ∈ Mn و A ⊆ M و L-ساخت يك M اگر

tpM(a/A) = {ϕ(x۱, . . . , xn) ∈ LA :M |= ϕ(a۱, . . . , an)}

است. كامل n-تايپ يك tpM(a/A)

ͳم ٣ برآورده را p ،a ∈ Mn گوييم باشد، A روی n-تايپ pيك اگر .١٨.١.٢ تعریف

p ،M گوييم نشود برآورده M در p اگر .M |= ϕ(a) باشيم داشته ϕ ∈ p هر برای اگر كند

مͳكند. حذف را

A ⊆ M و MيكL-ساخت فرضكنيد ([١٩] مرج΄ در ٣.١.۴ (گزاره .١٩.١.٢ گزاره

بهطوریكه باشد داشته Mوجود Nاز ͳمقدمات توسيع يك آنگاه يكn-تايپرویAباشد. p و

شود. برآورده N در p

توسيع يك اگر فقط و اگر p ∈ SMn (A) ([١٩] مرج΄ در ۴.١.۴ (نتیجه .٢٠.١.٢ نتيجه

.p = tpN(a/A) بهطوریكه باشد داشته aوجود ∈ Mn و M Nاز ͳمقدمات
٣realize
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A ⊆ M و L-ساخت Mيك كنيد فرض ([١٩] مرج΄ ۵.١.۴در (گزاره .٢١.١.٢ گزاره

σ و M از ͳمقدمات توسيع آنگاه .tpM(a/A) = tpM(b/A) بهطوریكه باشد a, b ∈ Mn و

.σ(a) = b بهطوریكه دارد وجود A عناصر همه داشتن نگه ثابت با N از ͳخودريخت يك

ͳنامتناه مرتب یΈمجموعهی (I,<) و MیLΈ-ساختار فرضکنید تعریف٢٢.١.٢.

مجموعهی Έی X گوییم باشد. M از مجزا عناصر از مجموعه Έی X = (xi : i ∈ I) و

عناصر از ͳافزایش دنباله دو j۱ < . . . < jm و i۱ < . . . < im هرگاه است مرتب ناپذیر تمایز

صورت این در باشند، I

M |= φ(xi۱ < . . . < xim) ⇐⇒M |= φ(xj۱ , . . . , xjm).

مدل ͳنامتناه با تئوری Έی T فرضکنید ([١٩] مرج΄ در ٣.٢.۵ (قضیه .٢٣.١.٢ قضیه

Έی شامل طوریکه به دارد وجود T Mاز مدل (I,<) ͳنامتناه ͳخط ترتیب هر برای باشد.

باشد. (xi : i ∈ I) مرتب ناپذیرهای تمایز از دنباله

فراضرب فرافيلتر، فيلتر، ٢.٢

در ما که است تئوری مدل پرکاربرد مباحث از ͳی مͳکنیم بیان بخش این در که مطالبی

مͳکنیم. اشاره داریم نیاز که ͳمفاهیم به اینجا

S مجموعههای زير از F مجموعهی ،S ͳناته مجموعه روی فيلتر يك .١.٢.٢ تعریف

طوریكه به است

. ∅ ̸∈ F و S ∈ F (i)

.X ∩ Y ∈ F Yآنگاه ∈ F Xو ∈ F (ii)

. Y ∈ F آنگاه X ⊂ Y Xو ∈ F و X, Y ⊂ S اگر (iii)

هر برای هرگاه است فيلتر فرا S مجموعهی يك روی U فيلتر يك تعریف٢.٢.٢.

, X ∈ U Sيا −X ∈ U .

اگر وفقط اگر است ͳاصل U ͳاصل فيلتر فرا Έی ،ͳواصل آزاد دارد، وجود فيلتر فرا نوع دو

گوييم. ͳغيراصل يا آزاد فيلتر را نيست ͳاصل كه فيلتر يك باشد. ͳمتناه یΈمجموعهی شامل
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يك I زبان، يك L كنيد فرض ([٨] مرج΄ در ١.٧.٧ (گزاره (فراضرب). ٣.٢.٢ قضیه

يك حال باشد. ساخت L وMiيك i ∈ I هر برای و I روی فرافيلتر يك U، انديس مجموعه

که: صورت این به مͳكنيم تعريف
∏

i∈IMi ی مجموعه روی جديد ساخت L

(xi) ∼ (yi) ⇐⇒ {i : xi = yi} ∈ U

است ارزی هم رابطهی يك ∼

M =
∏
i∈I

Mi/∼

φ(X۱, . . . , Xn) فرمول هر برای صورت این در مͳدهند. نشان [xi] با را (xi)i∈I كلاس

x۱, . . . , xn ∈M هر وبرای

M |= φ(x۱, . . . , xn) ⇐⇒ {i ∈ I|Mi |= φ(x۱i, . . . , xni)} ∈ U .

وآكنده مدلهایهمΎن ٣.٢

تعاريف به ͳكوتاه اشارهی ما بعد، فصول در كنده وآ همΎن های مدل بالای كاربرد بخاطر

داریم. مبحث اين قضايای سری ويك

است كنده۴ آ -k ،M |= T گوييم باشد، ͳنامتناه كاردينال k كنيد فرض تعریف١.٣.٢.

M در p باشیم داشته صورت این در p ∈ SMn (A) و |A| < kو A ⊆ M هر برای هرگاه

مͳشود. ۵ برآورده

نگاشت يك را f : B → N باشند. B ⊆ M و L-ساختار ،N و M اگر تعریف٢.٣.٢.

داشته B از b ͳمتناه ی دنباله و ϕ L-فرمول هر برای اگر اگروفقط گوييم ͳجزئ ͳمقدمات

باشيم

M |= ϕ(b) ⇐⇒ N |= ϕ(f(b)).

هرگاه است kهمΎن M |= T گوييم باشد، ͳنامتناه كاردينال k فرضكنيد تعریف٣.٣.٢.

ͳمقدمات نگاشت يك f : A −→ M ͳمقدمات نگاشت هر و |A| < k و A ⊆ M هر برای

f ∗ : A ∪ {a} −→ M بهطوریكه باشد داشته وجود f ∗ ⊇ f، a ∈ M آنگاه باشد ͳجزئ

است. ͳجزئ ͳمقدمات

۴saturated
۵realize
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عنصر λ از كمتر a, b های چندتایی از زوج هر هرگاه گوييم همΎن λ قوياً ساختارMرا

b به را a طوریكه به باشد داشته ازMوجود ͳخودريخت يك آنگاه (M,a) ≡ (M, b) ،Mاز

مͳبرد.

که طوری به دارد وجود M ≺ N،كنده آ k+ مدل يك M هر برای .۴.٣.٢ قضیه

.|N| ≤ |M|k

اگر و دارد وجود |M′| ≤ |M|k بهطوريه M ≺ M ′ ، M هر برای برهان.ادعا.

مͳشود. برآورده M در p آنگاه باشد p ∈ SM۱ (A) و |A| ≤ k و A ⊆ M

كنيد توجه ابتدا

|{A ⊆ M : |A| ≤ k}| ≤ |M|

. SM۱ (A) ≤ ۲k و A چنين برای همچنين و دارد وجود A بروی kنگاشت هر برای چون

با A ⊆ M و n < ω برای SM۱ (A) در تايپها همه ليست (pα : α < |M|) كنيد فرض

سازيم: ͳم زير صورت به را (Mα : α < |M|) ͳمقدمات زنجير باشد. |A| ≤ k

M۰ =M (i)

.Mα =
∪
β<αMβ داريم α حدی اردينال هر برای (ii)

مͳكند. برآورده را pα ، Mα+۱ و |Mα| = |Mα+۱| با Mα ≺Mα+۱ (iii)

M ′ =
∪
α<|M|k Mβ كنيد فرض باشد. |Mα| ≤ |M|k ، α هر برای كه بينيم ͳم استقرا طبق

شود. ͳم ثابت وادعا است نظر مورد مدل M ′ آنگاه

و باشد |Nα| < |M|k طوريه به مͳسازيم (Nα : α < k+) ͳمقدمات زنجير يك ما حال

N۰ =M (i)

.Nα =
∪
β<αNβ داريم α حدی اردينال هر برای (ii)

باشد، p ∈ SNα
n (A) و |A| ≤ k با A ⊆ Nα اگر و |Nα| ≤ |M|k ، Nα ≺ Nα+۱ (iii)

مͳشود. برآورده Nα+۱ در p آنگاه

استقرا طبق چون است پذير امان ادعا توسط اين و

|Nα| ≤ (|M|k)k = |M|k.


