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تا بتوانم در راه علم قدم  داد گویم که عمری بخشید و توانیپروردگار عالمیان، اما در حد توان خویش، سپاسش میها قاصرند از مدحی در خور هر چند زبان

رم و کسانی را در کنارم قرار داد که در این راه، یاری گرم باشند  .گذا

تلاش  مند شوم و به خاطر همهاشان بهرهو اخلاقی آزار که در این مدت ، این فرصت را به من دادند تا از رهنمودهای علمیدکتر جعفر بیآقای از 

رم  .هایشان که برای پیشرفت این پایان نامه انجام شد ، سپاس گذا

 .کنمکه زحمت داوری این پایان نامه را پذیرفتند، تشکر می دکتر آیاتی خانم و امینی خواه دکترآقای از 

 .کنمبه دلیل حضورشان ، قدردانی می نماینده تحصیلات تکمیلی ،  ،  مهردوستدکتر    آقای از

 .از دوستان عزیزم که همواره در کنارم بودند و مهرشان شامل حالم بود ، به خاطر همراهی شان ممنونم

رم و میها و لطفخاطر تمام حمایتبهو همسرم  از خانواده عزیزم  قادر نخواهم بود که از زحمات چندین سالهدانم که هایشان بی نهایت سپاس گذا

.پدرو مادرم برای پیشرفت خود، در چند جمله قدردانی کنم اما امیدوارم همیشه سربلند و سلامت باشند
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‌هوموتوپی‌ ‌سال‌‌(HAM)روش‌آنالیز ‌در ‌است‌1992توسط‌لیائو ‌شده ‌پیشنهاد ‌این‌روش‌برای‌به. دست‌آوردن‌جواب‌از

از‌چند‌روش‌آنالیز‌هوموتوپی‌‌.تقریبی‌انواع‌مختلف‌معادلات‌تابعی‌در‌علوم‌پایه‌و‌مهندسی‌و‌سایر‌علوم‌استفاده‌شده‌است

توان‌باشد،‌در‌واقع‌میها‌میتر‌از‌سایر‌روشین‌علت‌تمایز‌این‌است‌که‌کلینخست.‌های‌تحلیلی‌برتر‌استجهت‌از‌سایر‌روش

دلیل‌دیگر‌تمایز،‌کنترل‌ناحیه‌ .باشندهای‌آشفتگی‌هوموتوپی‌و‌تجزیه‌آدومین‌حالت‌خاصی‌از‌این‌روش‌مینشان‌داد‌که‌روش

‌.باشدهمگرایی‌روش‌می

ای‌از‌و‌موثر‌برای‌حل‌انواع‌معادلات‌تابعی‌است،‌برای‌حل‌دستهنامه‌روش‌آنالیز‌هوموتوپی‌که‌یک‌روش‌جامع‌در‌این‌پایان

دست‌آمده‌از‌این‌روش‌با‌روش‌گیرد‌و‌نتایج‌بهمعادلات‌دیفرانسیل‌جزئی‌تحت‌عنوان‌معادلات‌هذلولوی‌مورد‌استفاده‌قرار‌می

برای‌ .دهدی‌عددی‌را‌نشان‌میهااین‌مقایسه‌برتری‌روش‌آنالیز‌هوموتوپی‌نسبت‌به‌سایر‌روش.‌شودتجزیه‌آدومین‌مقایسه‌می

‌.استفاده‌شده‌است‌Maple13انجام‌محاسبات‌از‌نرم‌افزار‌
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The Homotopy analysis method (HAM) proposed by Dr.shijun Liao in 2991. This method is 

used to obtain approximate solution of a variety of functional equations in Basic Sciences and 

engineering and other sciences. Homotopy analysis method distinguishes itself from the other 

analytical methods in the following several aspects.The first distinction is more general than 

other methods due to the fact that the Homotopy perturbation method and Adomian 

decomposition method are a special case of Homotopy analysis method.Another distinction is 

the method of controlling the convergence region. 
This thesis is a comprehensive and effective approach Homotopy analysis method to solve a 

variety of functional equations, are used to solve a set of partial differential equations known 

as the Hyperbolic equations and the results obtained from this method is compared with the 

Adomian decomposition method. For computations are performed by Maple 21. 
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Solving Hyperbolic equations with Homotopy analysis method 

Batool Gharehdaghi 



‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌پیش‌گفتار‌‌‌‌‌‌‌‌ 1  

 

 

گفتارپیش  

‌

های‌فیزیکی‌سازی‌پدیدههای‌فراوانی‌در‌مدلباشد‌و‌کاربردمباحث‌اصلی‌در‌علوم‌پایه‌و‌مهندسی‌میمعادلات‌دیفرانسیل‌یکی‌از‌

‌دارند ‌جهان‌اطراف‌ما ‌یک‌روش‌. ‌ ‌از ‌کردن‌جواب‌تحلیلی‌وجود‌ندارد‌در‌چنین‌مواقعی‌استفاده برای‌اکثر‌معادلات‌امکان‌پیدا

-در‌این‌پایان‌نامه‌روش‌آنالیز‌هوموتوپی‌برای‌حل‌معادلات‌هذلولوی‌مورد‌استفاده‌قرار‌می‌.ستعددی‌برای‌حل‌این‌مشکل‌مفید‌ا

‌.گیرد

‌ارائه‌مطالب‌به‌شرح‌زیر‌است

در‌فصل‌دوم‌روش‌تجزیه‌آدومین‌معرفی‌.‌در‌فصل‌اول‌تعاریف‌و‌مفاهیم‌اساسی‌در‌معادلات‌دیفرانسیل‌جزئی‌شرح‌داده‌شده‌است

در‌فصل‌سوم‌روش‌آنالیز‌هوموتوپی‌و‌برخی‌قضایای‌مهم‌‌و‌ارتباط‌بین‌.‌هذلولوی‌استفاده‌شده‌است‌شده‌و‌از‌آن‌در‌حل‌معادلات

‌است ‌شده ‌آدومین‌مطرح ‌روش‌تجزیه ‌هوموتوپی‌و ‌روش‌آنالیز ‌روش. ‌با ‌معادلات‌هذلولوی ‌حل ‌به ‌فصل‌چهارم ‌آنالیر‌در های

منظور‌انجام‌محاسبات‌هایی‌که‌با‌استفاده‌از‌نرم‌افزار‌بهامههوموتوپی‌و‌تجزیه‌آدومین‌اختصاص‌داده‌شده‌است‌و‌در‌فصل‌پنجم‌برن

‌.‌تهیه‌شده،‌ارائه‌شده‌است

 

 



 

 

 

 تعاریف و مفاهیم اولیه در معادلات دیفرانسیل جزئی

 

مقدمه: 2-2  

معادلات دیفرانسیل معمولی و جزئی: 2-1  

شرایط اولیه و مرزی برای معادلات دیفرانسیل جزئی : 2-9  

معادلات دیفرانسیل جزئی مرتبه دوم با دو متغیر مستقل: 2-4  

  صورت نرمال معادلات دیفرانسیل جزئی خطی مرتبه دوم: 2-5

 فصل اول
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 مقدمه :1-1

 .با‌یکدیگر‌ارتباط‌دارند‌(...،شناسیستاره‌و شناسیزیست‌شیمی،‌،فیزیک)ها‌در‌طبیعت،‌و‌یا‌علوم‌تجربی‌مانند‌پدیده‌از بسیاری

معادله‌تابعی‌نسبت‌به‌یک‌یا‌چند‌شود‌که‌اگر‌آهنگ‌تغییرات‌یک‌منجر‌به‌یک‌معادله‌تابعی‌می‌این‌ارتباط‌به‌زبان‌ریاضی،‌بیان

‌مستقل‌بررسی‌شود، ‌رامی‌متغیر ‌چنین‌درهای‌معادلات‌دیفرانسیل‌همکاربرد .معادلات‌دیفرانسیل‌بیان‌کرد با توان‌آن‌پدیده

بسیاری‌‌معادلات‌دیفرانسیل‌در .علوم‌فراوانند های‌دیگرزمینه بسیاری‌از اقتصاد‌و‌مهندسی‌و‌در‌نیز‌هندسه‌و‌ریاضیات‌به‌ویژه‌در

های‌زمان‌مکان‌آن‌در وسیله‌سرعت‌وبهحرکت‌جسم‌،‌مکانیک به‌عنوان‌مثال‌در.‌شوندظاهر‌می‌های‌علوم‌مهندسی‌و‌پایهپدیده از

‌در.‌کندرا‌مشخص‌میهای‌گوناگون‌وارده‌نیرو‌و،‌شتابجرم‌جسم‌متحرک،‌رابطه‌بین‌قانون‌دوم‌نیوتن‌‌و،‌شودمختلف‌توصیف‌می

بیان‌،‌زمان‌است‌آن‌مکان‌ناشناخته‌جسم‌تابعی‌ازقالب‌یک‌معادله‌دیفرانسیل‌که‌در‌‌در‌توانیم‌حرکت‌جسم‌راچنین‌شرایطی‌می

 .کنیم‌

‌ویژگیمعادلات‌دیفرانسیل‌دارای‌ساختارهای‌متفاوتی‌می ‌هر‌ساختار ‌داردباشند‌و ‌های‌خاص‌خود‌را ‌فراوانی‌برای‌هایتکنیک.

‌.های‌عددیهای‌توانی‌یا‌روشصورت‌سریزدن‌جواب‌به‌وجود‌دارد‌مثلاً‌تقریب‌تقریب‌زدن‌جواب‌

  جزئیمعمولی و  دیفرانسیل  معادلات :2-1

اگرتعداد‌متغیر‌.‌گویندمستقل‌را‌معادله‌دیفرانسیل‌می‌متغیر‌نسبت‌به‌یک‌یا‌چند‌هایشمشتق‌رابطه‌بین‌یک‌متغیر‌وابسته‌و‌هر

از‌یکی‌باشد‌مشتقات‌جزئی‌‌مستقل‌بیشتر‌تعداد‌متغیراگر‌ گوییم‌و‌(ODE)‌1معمولی‌معادله‌دیفرانسیل‌را،‌مستقل‌یکی‌باشد

2معادله‌دیفرانسیل‌جزئی‌معادله‌دیفرانسیل‌را، وهستند،‌
(PDE)گوییم‌. 

 

                                                           
2
.Ordinary  Differential Equation 

1.Partial Differential Equation 
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معادلات‌ کلی‌تابع‌مجهول‌وابسته‌باشد،‌شکلنیز‌        متغیرهای‌مستقل‌باشند،‌و‌       1    کنیمفرض‌می

‌شود‌بیان‌می زیر‌جزئی‌به‌صورت دیفرانسیل

 1  1                                           1    

البته‌لازم‌‌.ام‌را‌در‌برگرفته‌است‌ ‌جزئی‌از‌مرتبه‌هاییک‌بردار‌است‌که‌تمامی‌مشتق ‌      و‌‌مفروضیک‌تابع‌F آن‌ که‌در

‌.موجود‌نباشند‌هاکه‌ممکن‌است‌بعضی‌از‌مشتق‌ذکر‌استبه

‌

 شوندبه‌صورت‌زیر‌بیان‌می ‌    2 و‌‌(    به‌عنوان‌مثال‌

     

  
 = ( 

  

  1
, 

  

  2
,…… ,

  

   
 ) ,                                                                                                             2  1  

 2    

  2  = (
 2 

  1
2  

 2 

  1  2
 , …… ,

 2 

      
 ,…, 

 2 

   
2 ),                                 1   i,j    n.   ‌

 شود‌به‌عنوان‌مثال‌که‌متغیر‌مستقل‌در‌اندیس‌ظاهر‌می‌شوندای‌نوشته‌میگونههای‌جزئی‌بهگاهی‌اوقات‌مشتق: نماد گذاری

  

  
‌  

 2 

       
 .دهندنشان‌می‌‌    و   صورت‌بهرا‌به‌ترتیب‌و 

 مثال :2-1-2

 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌.معادلات‌‌دیفرانسیل‌زیر‌را‌در‌نظر‌بگیرید‌

‌‌‌‌‌‌‌1    2  2 

  2  2  3 2  1              

2      2              1    ‌‌

‌‌‌‌‌‌‌‌‌.‌دله‌دوم،‌یک‌معادله‌دیفرانسیل‌جزئی‌استمعادله‌اول‌یک‌معادله‌دیفرانسیل‌معمولی‌و‌معا

 تعریف :1 1-2-

‌.مشتق‌است‌که‌در‌آن‌معادله‌ظاهر‌شده‌است‌ءیک‌معادله‌دیفرانسیل‌جزئی،‌‌بالاترین‌مرتبه‌ءمرتبه
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‌ 0    . بزرگترین‌عددی‌باشد‌که‌ است‌اگر‌‌  از‌مرتبه‌،معادله‌زیرکه‌حالت‌کلی‌از‌معادله‌دیفرانسیل‌جزئی‌استبنابراین‌

                             1    ‌                                                                              1  3  

‌.معادله‌دیفرانسیل‌گوییم‌ءرا‌درجه‌(معمولی‌یا‌جزئی)در‌یک‌معادله‌دیفرانسیل‌‌بالاترین‌مشتق‌موجود‌درجه‌

 

 مثال: 9-1-2

 .را‌در‌نظر‌بگیرید‌معادلات‌زیر

‌1معادله‌لاپلاس                                                                                                                    1              

1معادله‌گرما
                    

 معادله‌دیم
3    2                                                                                                                                                                                        

   

 .باشددیم‌از‌مرتبه‌سه‌و‌درجه‌یک‌می‌ءمعادله باشند‌ودرجه‌یک‌می‌و،‌لاپلاس‌و‌گرما‌از‌مرتبه‌دو‌‌هایمعادله

‌

 تعریف4-1-2: 

‌تمام‌مشتق ‌تابع‌مجهول‌و ‌خطی‌گوییم‌اگر ‌آن‌از‌درجه‌یک‌هاییک‌معادله‌دیفرانسیل‌را ‌یعنی‌جملاتی‌به‌باشند‌موجود‌در ،

 .های‌آن‌در‌معادله‌وجود‌نداشته‌باشدضرب‌تابع‌مجهول‌و‌مشتقصورت‌حاصل

 

 

                                                           
2.

 Laplace Equation
 

1.Heat Equation 

1.Dym Equation 
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‌جزئی‌خطی‌به‌صورت‌زیر‌استشکل‌کلی‌یک‌معادله‌دیفرانسیل‌

              1      1               1                                                              4  1   

و‌اگر‌نسبت‌به‌بالاترین‌مرتبه‌مشتقی‌که‌در‌معادله‌ظاهر‌شده‌خطی‌باشد،‌‌است‌صورت‌معادله‌دیفرانسیل‌غیرخطیدر‌غیر‌این

‌.معادله‌دیفرانسیل‌را‌شبه‌خطی‌گوییم

‌  مثال :5-1-2

‌.معادلات‌زیررا‌در‌نظر‌بگیرید

1   2             2  1                                                                             

 2        2
                                                                                                           ‌‌

3      3       2     1       

اول،‌خطی‌از‌مرتبه‌دوم‌و‌درجه‌یک،و‌معادله‌دوم،‌شبه‌خطی‌از‌مرتبه‌سه‌و‌درجه‌یک،‌و‌معادله‌سوم‌غیر‌خطی‌از‌مرتبه‌‌ءمعادله

 .باشددوم‌و‌درجه‌سه‌می

 تعریف :6-1-2 

-این‌گاه‌آن‌معادله‌همگن‌است‌در‌غیرآن‌آن‌باشدهای‌متغیر‌وابسته‌یا‌یکی‌از‌مشتقمعادله‌دیفرانسیل‌جزئی‌شامل‌اگر‌هر‌جمله‌

‌.شودصورت‌ناهمگن‌محسوب‌می

 ‌مثال : 2-1-7 

‌.معادلات‌زیر‌را‌در‌نظر‌بگیرید

                                                                                                                                  1         معادله‌لاپلاس
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                                                                                                                        ‌1معادله‌پواسن

‌درصورتی‌جزئیمعادله‌لاپلاس‌یک‌معادله‌دیفرانسیل ‌پواسن، ‌معادله ‌یک‌1       که‌خطی‌همگن‌و دیفرانسیل‌‌معادله،

 .همگن‌استجزئی‌غیر

 تعریف: 8 1-2-

اش‌در‌،‌تابعی‌است‌که‌در‌این‌ناحیه‌تمامی‌مشتقات‌جزئی‌ جواب‌یک‌معادله‌دیفرانسیل‌جزئی‌با‌متغیرهای‌مستقل‌در‌ناحیه‌

‌.معادله‌وجود‌داشته‌باشد‌و‌در‌معادله‌صدق‌کند

‌

 شرایط اولیه و مرزی برای معادلات دیفرانسیل جزئی  : 9-2

،‌باید‌شرایطی‌در‌دست‌باشد‌که‌به‌ما‌در‌پیدا‌کردن‌جواب‌معادله‌کمک‌دیفرانسیل‌جزئیدست‌آوردن‌جواب‌هر‌معادله‌هبرای‌ب

‌ناحیه‌معمولاً‌.کند ‌در‌آن‌جستجو‌میاین‌شرایط‌در‌قسمتی‌از واضح‌است‌که‌شرایط‌‌.کنیم‌بیان‌خواهد‌شدای‌که‌ما‌جواب‌را

شرایط‌اولیه‌تابع‌مجهول‌را‌در‌زمان‌آغازی‌‌کند‌وتوصیف‌می‌را‌تابع‌مجهول‌یا‌مشتق‌های‌آن‌در‌نواحی‌مرزی‌تعیین‌شده‌،مرزی

 .کندمعین‌می

 مثال  :2-9-2

 .معادله‌زیر‌را‌درنظر‌بگیرید

 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌                                                   1≤ x≤1,      ‌‌‌

‌                                       ‌‌صورت‌زیر‌استاین‌معادله‌به‌شرایط‌اولیه

     1                  ‌

 

                                                           
2
. Poisson  Equation
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 و‌شرایط‌مرزی‌عبارت‌است‌از

  1               1                      1   ‌

 

 با دو متغیر مستقل معادلات دیفرانسیل جزئی مرتبه دوم :4-2

‌دوم‌‌ای‌است‌که‌درمعادله‌جزئی‌مرتبه‌دوم،‌یک‌معادله‌دیفرانسیل بالاترین‌ و‌هستندآن‌مشتقات‌تابع‌مجهول‌از‌مرتبه‌اول‌و

‌شکل‌زیر‌استعبارت‌دیگر‌بهبه .مشتق‌موجود‌در‌آن‌از‌مرتبه‌دوم‌است

                 2      1                                                                                               1  1  

 ‌.دارند‌غیره‌و‌هدایت‌گرما‌در‌جامدات‌و،‌انتشار‌موج‌مکانیک‌جامدات،‌معادلات‌کاربردهای‌زیادی‌در‌مسائل‌مکانیک‌سیالات‌واین‌ 

‌‌.استها‌پیشنهاد‌شده‌های‌تحلیلی‌زیادی‌برای‌حل‌آنها‌بسیار‌اهمیت‌دارد‌و‌روشبه‌همین‌جهت‌حل‌آن

 دسته بندی معادلات دیفرانسیل جزئی مرتبه دوم با دو متغیر مستقل :2-4-2

 به‌شکل‌زیر‌هستند این‌معادلات‌در‌حالت‌کلی

       
 2 

  2           
 2 

    
         

 2 

  2                                                                     1  1                 

 .[2،1] هستند‌ سب‌بر‌حمقادیر‌ثابت،‌یا‌توابعی‌از‌متغیرهای‌مستقل‌و‌یا‌‌‌ و  ،  ،  ، که‌در‌آن

‌فرض‌کنید‌ 

  

  
                 

  

  
          

 2 

  2           
 2 

  2             
 2 

    
              ‌ 

     شودمیزیر‌نوشته‌‌شکلبه‌(1-1)معادله‌   

                                                                           ‌‌

  .شودبرای‌ادامه‌کار‌دو‌تعریف‌ارائه‌می 
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  تعریف : 1-4-2

چون‌.‌طور‌یکتا‌معین‌نیستندها‌بالاترین‌مرتبه‌مشتق‌به‌هایی‌هستند‌که‌روی‌آنمنحنی منحنی‌مشخصه‌یک‌معادله‌دیفرانسیل،

‌.گذاری‌کردیمنام‌ ،  ، و ها‌را‌معادله‌از‌مرتبه‌دوم‌است‌لذا‌بالاترین‌مرتبه‌مشتق‌دوم‌مدنظر‌است‌که‌آن

 تعریف : 9-4-2

‌.های‌آن‌هستندجواب‌مشخصه‌ای‌است‌که‌منحنیمعادله‌مشخصهدیفرانسیل‌معادله‌

‌عبارت‌اند‌از‌  و های‌دیفرانسیل

   
 2 

  2     
 2 

    
     

                                                                                                                                                   7  1   

   
 2 

    
    

 2 

  2      

                    

‌نویسیمسه‌معادله‌را‌به‌صورت‌یک‌دستگاه‌میحال‌

 
             
             
             

                                                                                                                              8  1   

‌.دترمینان‌ماتریس‌ضرایب‌باید‌مخالف‌صفر‌باشد‌که‌این‌دستگاه‌جواب‌یکتا‌داشته‌باشدلذا‌برای‌این‌.مجهولند‌ ،  ، و 

      
                
            1
1             

  1                                      ‌                                                                      9  1  

 .‌ D 1یعنی ،ها‌این‌دستگاه‌جواب‌نداردکه‌در‌آنهایی‌هستند‌منحنی های‌مشخصه،طبق‌تعریف‌منحنی

   
                
            0
0             

   =1.     ‌


