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೯دایا...

است، گذشته زیستن براي که لحظه�اي بی�ثمري بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنی من به
انتخاب خود را، آن تا بگذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مُردنی و نخورم حسرت

می�داري. دوست تو که آنچنان اما کنم،
بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانی تو، بخاطر دیدن شکنجه که می�دانند همه و می�دانی تو
امید از می�خندم، دل در من که توست شادي از است، من زندگی بزرگ لذت تنها تو پاي به
هواي که توست خوشبختی از و می�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست رهایی
که را شگفتی نیروي بزنم. حرف خوب نمی�توانم می�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاك

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�هاي و ساده کلمات زیر در
در امیدي برق آوردن از من، لبان بر لبخندي تحمیل از زندگی که می�دانند همه و می�دانی تو

است. عاجز من، دل در شعفی موج برانگیختن از من، نگاه
آموخت. خواهم خود را مردن چگونه بیاموز، من به را زیستن چگونه تو،

بی�پاداش، کار بی�سلاح، جهاد بی�همراه، رفتن نومیدي، در صبر شکست، در تلاش توفیق من به
بی�ریا، ایمان بی�نان، خدمت بی�نام، عظمت بی�عوام، مذهب بی�دنیا، دین سکوت، در فداکاري
و جمعیت، انبوه در تنهایی بی�هوس، عشق بی�غرور، قناعت بی�خامی، گستاخی بی�نمود، خوبی

کن. روزي بداند، دوست بی�آنکه داشتن دوست

঒ࡣت اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا

৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه



චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس
فریده دکتر خانم خود، راهنماي استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه� آغاز در
مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�هاي بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه قریشی،

نمی�رسید. انجام به
تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که پیغامی محمدرضا دکتر آقاي جناب از
دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازي آماده در و فرمودند

دارم. را امتنان کمال
بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در
برادر و عزیز الناز و صونا از می�کنم تشکر و را مقدس�شان وجود می�کنم ستایش خدا، از
این در که وجودشان، امیدبخش گرماي و سرشار عاطفه پاس به دوستانم تمام و آرش نازنینم

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین

ণ࣓ماآࠢਁی-آبان۱۳۹۱
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مقدمه

واقع در می�کند، ایفا مدرن سیستم�هاي طراحی در اساسی نقش امروزه که بهینه کنترل نظریه
صورت به شده مدل�بندي طبیعی پدیده یک یا فیزیکی مسئله� یک مینیمم�سازي یا ماکزیمم
دلیل به نظریه این می�باشد. مسئله قیود در صادق بهینه مسیرهاي آوردن بدست براي ریاضی

است. برخوردار فوق�العاده�اي اهمیت از مهندسی، و پایه علوم در فراوانش کاربردهاي

کلی طبقه�بندي یک در که دارد وجود بهینه کنترل مسائل حل براي مختلفی روش�هاي
روش�هاي مطالعه به پایان�نامه این در داد. قرار غیرمستقیم و مستقیم دسته دو در آنها می�توان

شد. خواهیم متمرکز انتگرال معادلات با درگیر بهینه کنترل مسائل حل براي مستقیم

براي مستقیم روش�هاي کاربرد به آن در که است شده تنظیم فصل چهار در پایان�نامه این
می�شود. پرداخته انتگرال معادلات با درگیر بهینه کنترل مسائل حل

انتگرال معادلات دستگاه و انتگرال� معادلات معرفی با مقدمه�اي، ارائه با اول، فصل در
معادلات نوع این یکتایی و وجود با ارتباط در مقدماتی قضایاي ارائه به ولترا، و فردهلم
به را فصل این بهینه، کنترل نظریه اساسی مفاهیم در کوتاه مقدماتی بیان با سپس پرداخته�ایم.

برده�ایم. پایان

انتگرال معادلات با درگیر بهینه کنترل مسائل عناوین با ترتیب به را سوم و دوم فصل
که آنجا از کرده�ایم. نامگذاري فردهلم انتگرال معادلات با درگیر بهینه کنترل مسائل و ولترا
فردهلم انتگرال معادلات با درگیر بهینه کنترل مسائل مطالعه پایان�نامه، این در ما اصلی هدف
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12 مقدمه

در ولترا انتگرال معادلات با درگیر بهینه کنترل مسائل در کوتاه مقدمه�اي ارائه با لذا می�باشد،
و حل مثلثی توابع روش بنام عددي روش یک از استفاده با تنها را مسائل نوع این دوم، فصل

رسانده�ایم. پایان به را فصل این مثالی بیان با
ارائه�اي با فصل این اول بخش در کرده�ایم. بیان مجزا بخش چهار در را سوم فصل مطالب
پژوهشی کارهاي فردهلم، انتگرال معادلات با درگیر بهینه کنترل مسائل تاریخچه� از مختصري
فصل، این بعدي بخش سه کرده�ایم. بیان دقیق صورتی به را اخیر دهه�هاي در شده انجام
را انتگرال معادلات با درگیر بهینه کنترل مسائل حل براي کارآمد عددي روش سه معرفی
است: شده تشکیل اصلی قسمت پنج از بخش�ها این تمامی کلی چارچوب می�شود. شامل

مسئله اصلی بیان •

نظر مورد روش معرفی و مسئله گسسته�سازي •

مسئله روي نظر مورد روش اعمال •

خطا آنالیز •

عددي مثال�هاي •

مسائل براي مستقیم و نوین روشی ارائه� به قبلی فصول مطالب از الهام با چهارم فصل در
بخش سه در را فصل این مطالب پرداخته�ایم. فردهلم انتگرال معادلات با درگیر بهینه کنترل
مقدمه�اي بیان ضمن و کرده� آغاز طیفی روش�هاي معرفی با را اول بخش کرده�ایم. تنظیم مجزا
دوم بخش کرده�ایم. بیان مختلف زمینه�هاي در را روش این کارایی مربوطه، روش براي کوتاه
معرفی با و داده�ایم اختصاص کلی حالت در طیفی شبه روش کامل معرفی به را فصل این
کرده�ایم. بیان چندجمله�اي این پایه�هاي اساس بر را طیفی شبه روش لاگرانژ، چندجمله�اي�هاي
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اعمال به فصل این سوم بخش در نهایت در رسانده�ایم. پایان به مثالی ارائه با را بخش این
فردهلم انتگرال معادلات با درگیر بهینه کنترل مسائل روي لاگرانژ پایه�هاي با طیفی شبه روش
و زده تقریب لاگرانژ پایه��هاي با را مسئله جواب�هاي مسئله، اصلی بیان همراه به و پرداخته�ایم
مثال�هاي ارائه پرداخته�ایم. مسائل این حل به بهینه کنترل مسئله� گسسته�سازي با ترتیب بدین

شد. خواهد فصل این در ما مباحث بخش پایان



1 فصل
مقدماتی قضایاي و تعاریف

مقدمه 1.1
بهینه کنترل نظریه�ي در مقدماتی بیان و انتگرال معادلات انواع معرفی فصل، این در ما هدف
تعاریف و قضایا به ارجاع امر در تسهیل و نظریه این با مختصر آشنایی منظور به می�باشد.
تحریر رشته به را فصل این تا داشت آن بر را ما پایان�نامه، این آتی بخش�هاي در نیاز مورد

باشد. ناآشنا کاملاً که است شده ارائه صورتی در فقط نتیجه یک اثبات درآوریم.

انتگرال معادلات معرفی 2.1
می�شود. ظاهر انتگرال علامت زیر مجهول تابع آن در که است معادله�اي انتگرال، معادله یک
با درگیر مسائل جمله از دارند. دیفرانسیل معادلات با تنگاتنگی رابطه�ي معادلات نوع این
اشاره .... و ماکسول معادلات ریسمان، یک ارتعاش مسئله�ي به می�توان انتگرال، معادلات

کرد. حل نیز دیفرانسیل معادلات توسط می�توان را ارتعاش مسائل البته کرد.

از است عبارت انتگرال معادله یک .1.2.1 تعریف

(λI +K)x(t) = f(t), (1.1)

حقیقی، مقداري λ همانی، عملگر I تابعی، فضاي یک روي انتگرالی عملگر یک K آن در که
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هرگاه گوییم ناهمگن را (؟؟) انتگرال معادله است. مجهول تابع x(t) و دلخواه تابعی f(t)
گوییم خطی را معادله این ترتیب، همین به باشد. f(t) = 0 هرگاه گوییم، همگن و f(t) ̸= 0

باشد. غیرخطی عملگر یک K هرگاه گوییم غیرخطی و باشد خطی عملگر یک K هرگاه

را (؟؟) انتگرال معادله .2.2.1 تعریف

هرگاه گوییم، اول نوع فردهلم1 انتگرال معادله الف-

K(x(t)) =

∫ b

a

K(t, s, x(s))ds, λ = 0,

فرم به انتگرال معادله یک عبارتی به ∫باشد، b

a

K(t, s, x(s))ds = f(t) (2.1)

گوییم. اول نوع فردهلم انتگرال معادله را

هرگاه گوییم، دوم نوع فردهلم انتگرال معادله ب-

K(x(t)) =

∫ b

a

K(t, s, x(s))ds, λ ̸= 0

فرم به انتگرال معادله یک عبارتی به باشد،

λx(t)−
∫ b

a

K(t, s, x(s))ds = f(t), (3.1)

گوییم. دوم نوع فردهلم انتگرال معادله را

هرگاه گوییم، اول نوع ولترا2 انتگرال معادله ج-

K(x(t)) =

∫ t

a

K(t, s, x(s))ds, λ = 0

1Fredholm
2Volterra
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فرم به انتگرال معادله یک عبارتی به باشد،
∫ t

a

K(t, s, x(s))ds = f(t), (4.1)

گوییم. اول نوع ولترا انتگرال معادله را

هرگاه گوییم، دوم نوع ولترا انتگرال معادله د-

K(x(t)) =

∫ t

a

K(t, s, x(s))ds, λ ̸= 0

فرم به انتگرال معادله یک عبارتی به باشد،

λx(t)−
∫ t

a

K(t, s, x(s))ds = f(t), (5.1)

گوییم. دوم نوع ولترا انتگرال معادله را

،x اینکه فرض با واقع در کرد. تعریف را انتگرال معادلات دستگاه می�توان مشابه طور به
صورت به برداري توابعی f و K

x(t) =


x1(t)
x2(t)...
xm(t)

 , f(s) =


f1(s)
f2(s)...
fm(s)

 ,

و

K(t, s,x(s)) =


K1(t, s, x1(s), x2(s), · · · , xm(s))
K2(t, s, x1(s), x2(s), · · · , xm(s))...
Km(t, s, x1(s), x2(s), · · · , xm(s))


دستگاه ترتیب، به را معادلات این آنگاه باشند، (؟؟) و (؟؟) (؟؟)، (؟؟)، معادلات از یک هر در
معادلات دستگاه دوم، نوع فردهلم انتگرال معادلات دستگاه اول، نوع فردهلم انتگرال معادلات

نامید. خواهیم دوم نوع ولترا انتگرال معادلات دستگاه و اول نوع ولترا انتگرال
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انتگرال معادله�ي .3.2.1 قضیه

x(t)−
∫
Ω

K(t, s, x(s))ds = f(t), (6.1)

K : Ω× Ω× Rn → Rn و f ∈ L2(Ω,Rn) کنید فرض و بگیرید نظر در Ω = (a, b) با را
که باشد چنان K(t, s, 0) ∈ L2(Ω× Ω,Rn) اندازه�پذیر، تابعی

|K(t, s, x(s))−K(t, s, y(s))| ≤ K0(t, s)|x− y|, (7.1)

آنگاه باشد. برقرار K0(t, s) ∈ L2(Ω× Ω,R+) ازاي به

(Tx)(t) = f(t) +

∫
Ω

K(t, s, x(s)) ds, (8.1)

اگر و است L2(Ω,Rn) فضاي از خوش�تعریف ∫عملگري ∫
Ω×Ω

K2
0(t, s) dt ds < 1 (9.1)

است. L2(Ω,Rn) فضاي در منحصربفرد جوابی داراي (؟؟) فردهلم انتگرال معادله�ي آنگاه

ببینید. را 1.4.1 قضیه� [؟] منبع برهان.

خطی انتگرال معادله�ي .4.2.1 نتیجه

x(t)−
∫
Ω

K(t, s)x(s) ds = f(t) (10.1)

تابعی K : Ω× Ω → Rn و f ∈ L2(Ω,Rn) کنید فرض و بگیرید نظر در Ω = (a, b) با را
که باشد ∫اندازه�پذیري ∫

Ω×Ω

|K(t, s)|2 dt ds < 1, (11.1)

است. L2(Ω,Rn) فضاي در منحصربفرد جوابی داراي (؟؟) فردهلم انتگرال معادله�ي آنگاه
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کرد: بیان را زیر نتیجه�ي می�توان ترتیب همین به

صورت به خطی انتگرال معادله�ي دستگاه .5.2.1 نتیجه

xi(t)−
n∑
j=1

∫
Ω

Ki,j(t, s)xj(s) ds = fi(t), i = 1, · · · , n, (12.1)

و fi ∈ L2(Ω,Rn) کنید فرض و بگیرید نظر در Ω = (a, b) با را

Ki,j : Ω× Ω → Rn, i, j = 1, · · · , n,

که باشند اندازه�پذیري توابع
n∑

i,j=1

∫ ∫
Ω×Ω

|Ki,j(t, s)|2 dt ds < 1, (13.1)

است. L2(Ω,Rn) فضاي در منحصربفرد جوابی داراي (؟؟) فردهلم انتگرال معادله�ي آنگاه

تغییرات حساب و بهینه کنترل نظریه در مقدماتی مفاهیم 3.1
راست خط قطعه رسم با صفحه یک در نقطه دو بین فاصله کوتاهترین می�دانیم که همانطور
ثابت محیطی براي را مساحت حداکثر که است شکلی دایره می�آید. دست به نقطه دو آن بین
آن راه�حل�هاي قدیمی�ترین بود. شده شناخته قدیم یونانیان براي حقایقی چنین می�دهد. بدست
می�باشند. مطرح بهینه�سازي نظریه عنوان تحت امروزه که هستند مسائلی دسته در مسائل نوع
از اما دهند، جواب را مسائل این از معدودي تعداد که شد باعث یونانیان هندسی شم اگرچه
بهینه�سازي زمینه در مسائل نوع این به دادن جواب براي استوار نظریه�اي که بود هجدهم قرن
برخی فعالیت�هاي خاطر به 1950 سال از واقع در بهینه کنترل نظریه کرد. رشد به شروع
سفینه�هاي ریاضی مسائل گردید. آغاز شمسی منظومه در کشفیاتی با ارتباط در دانشمندان
راستاي در که است مسیرهایی ایجاد هدف واقع در است. بهینه�سازي مسائل شامل نیز فضایی
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مورد هدف به می�شود، هدایت و کنترل کوچک راکد موتور یک با که فضاپیما یک مسیرها آن
جدید مسائل نوع این برسد. شده مصرف سوخت کمترین با یا ممکن زمان کمترین در نظرش
به آن ریشه که جدید نظریه یک و نبود حل قابل بودند، شده ابداع تاکنون که روش�هایی با
برآید. جدید مسائل حل عهده از بتواند تا می�یافت توسعه می�باید می�گردد باز هجدهم قرن
که است نامی تغییرات حساب واقع در است. تغییرات حساب از توسیعی بهینه کنترل نظریه
کمینه شامل زمینه این در مسائل اولین از یکی می�شود. اطلاق انتگرال�ها بهینه�سازي نظریه به
شامل مسئله این شد. مطرح 1994 سال در برنولی جان وسیله به که است انتگرال یک کردن
که می�باشد هموار سیم یک مسیر در جاذبه نیروي تحت صیقلی گلوله یک حرکت بستر تعیین
سوال و می�کند وصل هم به ندارند قرار راست خط یک طول در که را B و A ثابت نقطه دو
A نقطه از سکون حالت از گلوله اگر طوریکه به باشد داشته باید شکلی چه سیم که است این

بغلتد. B نقطه به زمان کمترین در شود رها
ابتدا در که می�کند برخورد روش این به تابعک یک کردن کمینه مسئله با تغییرات حساب
در منحنی در کوچکی تغییر اثر سپس و می�گردد تعریف قبول قابل ضعیف تغییرات از رده�اي

می�گیرد. قرار بررسی مورد J تابعک روي است تغییر به مجاز که جهتی
تغییرات که هنگامی را J تغییرات تابعک�ها بهینه�سازي نظریه در اساسی نتایج اثبات براي
شرط اولین که شرط این می�کنیم. محاسبه می�گردد اعمال خاص جهتی در منحنی در کوچکی
این به واقع در یافت. توسعه و بسط همکارانش و لاگرانژ اویلر وسیله به می�شود نامیده لازم
ورود از قبل است. گرفته نام تغییرات حساب خود تاریخ در مفهوم این ابتدا در که است دلیل

شویم. آشنا زیر تعاریف و مفاهیم با ابتدا در است لازم بهینه�سازي مبحث به

اعداد مجموعه تا می�کند عمل توابع از مجموعه�اي بر که J [y] مانند انتگرال�هایی .1.3.1 تعریف
می�نامیم. تابعک نماید، تولید را متناظرش
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دیفرانسیل معادلات و جزئی) یا (معمولی دیفرانسیل معادلات براي بهینه کنترل قضیه
دیفرانسیل معادلات سیستم�هاي همه�ي تقریباً است. برخوردار اي ویژه اهمیت از تأخیري
سیستم�هایی کلاس بوسیله�ي می�توانند کنترلی دیفرانسیل-انتگرالی معادلات یا کنترلی معمولی
زیست اقتصاد، در مسائل از بسیاري شوند. مدل�سازي کنترلی ولتراي انتگرال معادلات از
مدل�سازي ولترا کنترلی معادلات توسط که حافظه تأثیرات و واگیردار بیماري�هاي علم شناسی،
بهینه کنترل مبحث به ورود از قبل می�باشند. حل قابل پویا برنامه�ریزي مسئله توسط می�شوند،
لازم کرد، بهینه�سازي را فردهلم یا ولترا انتگرالی معادله�ي یک می�توان چطور اینکه بیان و

باشیم. داشته نیاز مورد مفاهیم بر اجمالی نگاهی ابتدا در است

اثر هم بر که عناصري و اجزاء از شده تشکیل کلی طور به سیستم یک .2.3.1 تعریف
مقاومت، مثل عناصر از مجموعه�اي از متشکل الکتریکی سیستم مثال طور به می•گذارند.

باشد. می ... و خازن سلف،

سپس است سیستم رفتار تعیین براي هایی روش کردن پیدا هدف سیستم�ها بررسی در
تغییر تر مطلوب پاسخ و رفتار آوردن دست به براي را سیستم از قسمت�هایی باشد لازم اگر
ابتدا در بگیریم. نظر در را برق مولد یک مانند الکتریکی سیستم یک اگر مثال براي میدهیم.
به غیره و ولتاژ فرکانس، شده، تولید قدرت قبیل از مواردي لحاظ به را آن رفتار می�خواهیم
صورتی در و نماییم تعیین بار قسمت در ناگهانی تغییرات به را آن پاسخ سپس و آورده دست
مطلوب صورت به را سیستم رفتار که هستیم روشی یافتن پی در نبود ما مطلوب پاسخ این که
شرایط و امکانات داراي باید باشد بررسی و مطالعه قابل اینکه براي سیستم یک دهد. تغییر
کمیت این که باشد اندازه�گیري قابل هاي کمیت داراي باید سیستم هر نمونه براي باشد. خاصی
این باید دهیم تغییر را سیستم این رفتار بتوانیم اینکه براي همچنین نامیم. می خروجی را ها
دلخواه به را آنها بشود که باشد داشته وجود آن در کمیت�هایی باید یعنی باشد نفوذ قابل سیستم


