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وردگارا...

شͺری تو ͬͺنی و احساس که این مͽر نمͬ�رسد، تو شͺرگزاری نهایت و پایان به کس هیچ
به باز کند، کوشش تو فرمانبرداری و طاعت در چقدر هر و نماید. واجب او بر را دیͽر

است. ناتوان و عاجز تو بی�انتهای احسان و فضل خاطر
باشد آزمایشͬ همان این شاید مͬ�گویم: خود با زندگیم سخت لحظات در همیشه خدایا،
ای پس بسازی، برایم زندگͬ از زیبایی تصویر مͬ�خواهͬ ͷتاری پرده�ی این پشت در تو که

بیاموز. صبوری و بیازما توانم اندازه�ی به مرا خدا
نیست بیش ندانستنͬ تو دانشلایتناهͬ مقابل در دانسته�هایم کنم، قبول تا کمͷکن من به
جز قطره ͷی اندازه�ی به حتͬ را همه آن و مͬ�دانم من که آنͬ از بیشتر تو دانایی که بدانم و

نمͬ�توانم. دانستن تو، یاری به

ඵزدارمو ৯دارم...ૡঙه وਠमی೯ච໔دا

ඵزدارم...৯دارم. ૡঙه وਠमی೯ච໔دا



ث

චاری... ণپاس໋�

نکنم، فراموش و باشم شͺرگزار شادی لحظه�های در آموخت من به که را سپاسخداوندی
اندوهم لحظه�های در که آموخت و اوست بی�منت لطف از دانسته�هایم و داشته�ها تمام
حͺمت و تقدیر مطیع که است کسͬ سربلند و است رفتنͬ غم�ها همه�ی که باشم صبور

باشد. الهͬ
از مͬ�دانم واجب برخود است شده آماده حاضر، پایان�نامه�ی که الهͬ لطف پاس به اينک
مجتبی دكتر آقای جناب راهنمایم استاد مساعدت�های و توجه بذل بی�دريغ، حمايتهای

نمايم. سپاس�گزاری آقازاده ناصر دکتر آقای جناب مشاورم استاد و رنجبر

صبوری�هایشان و مهربانͬ سایه زیر توانستم که عزیزم مادر و پدر دستان بر مͬ�زنم بوسه و
بردارم. قدم دانش و علم کسب راه در

شهریور١٣٩٠ زندی شیوا
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چͺیده

بررسͬ مورد را آن جواب�های انواع و کاماسا-هلم معادله�ی ساختار ما نامه پایان این در
از معادله این برای حل روش�های انواع مͬ�کنیم. بیان را آن کاربردهای و داده قرار
معادله این کاربرد کثرت دلیل به ولͬ مͬ�شود، بیان محلͬ گسسته گالرکین روش جمله
(... و هواشناسͬ ،ͷانیͺم سازه، ،ͷمهندسͬ(هیدرولی و ͷفیزی مختلف شاخه�های در
بیشتر در چون دهد. ارائه را جواب از بسته�ای فرم که است شده بیان روش�هایی بیشتر،
جوابی فرم آوردن بدست بنابراین است، نیاز مورد جواب�ها تحلیل و تجزیه مهندسͬ مسائل
تحلیلͬ- روش�های دلیل این به است. ضروری باشد مسئله تحلیلͬ جواب به ͷنزدی که
برای را تغییراتͬ تکرار روش و آدمیان تجزیه روش هموتوپی، اختلال روش مانند تقریبی

داده�ایم. قرار بررسͬ مورد معادله این

گالرکین، روش عددی، روش�های همͽرایی، کاماسا-هلم، معادله�ی کلیدی: کلمات
تغییراتͬ. تکرار روش آدمیان، تجزیه روش هموتوپی، اختلال روش

ذ



پیشͽفتار

پدیده�های همه تقریبا که یافته�اند رشدی چنان اخیر سال چند در جزئͬ معادلاتدیفرانسیل
ͷدینامی گرما، هدایت ثقلͬ، جاذبه�ی امواج، در معادلات این مͬ�شوند. شامل را طبیعͬ
در مͬ�شوند. ظاهر پدیده�ها از دیͽر بسیاری و کوانتوم ͷانیͺم صوت، انتشار سیالات،
در جدیدی روش�های و شروع معادلات این روی بر ریاضͬ تحقیقات بیستم قرن اوایل
بود ١٩۵٢ سال در هیدروژنͬ بمب اختراع با همزمان اما شد. کار��برده به محض ریاضͬ
به انرژی عظیم منبع ͷی عنوان به هسته�ای گداخت روی بر تحقیق به زیادی علاقه که
در زیادی مقالات انتشار به منجر شده کنترل هسته�ای گداخت در تحقیقات آمد. وجود
نظری پلاسمای ͷفیزی کلͬ طور به شد. ١٩۶٠ دهه�ی اوایل در و ١٩۵٠ دهه�ی اواخر
به باعث و آمد در ریاضͬ منظم ساختار ͷی صورت به که بود دوره این در بار اولین
اینک جزئͬ دیفرانسیل معادلات شد. کاربردی ریاضیات برای مناسبی بستر آمدن وجود
،ͷفیزی در آنها کاربردهای کثرت دلیل به و بوده ریاضͬ آنالیز مباحث مهمترین از ͬͺی
نظیر ͬͺفیزی طبیعͬ قوانین اکثر برخوردارند. سزایی به اهمیت از علوم سایر و مهندسͬ
نیوتن حرکت معادلات استوکس، ناویر معادلات نیوتن، تبرید قانون ماکسول، معادلات
بیان جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات با کوانتوم ͷانیͺم در شرودینگر معادله و
به نسبت مشتقات و فضا ارتباط وسیله�ی به را ͬͺفیزی پدیده�های قوانین این یعنͬ شده�اند.
پدیده�های مطالعه به اخیر دهه�های در دانشمندان که زیادی توجه مͬ�دهند. توضیح زمان
هر در تقریبا مͬ�کند. بیان را تکنولوژی با را آن تنگاتنگ ارتباط مͬ�دهند، نشان غیرخطͬ
مثل شاخه�های در نمود مشاهده را غیرخطͬ پدیده�های و مسائل فیزیͷمͬ�توان از شاخه�ای
نظری ͷفیزی حتͬ و ͷفیزی اختر شاره�ها، ͷدینامی پلاسما، ͷفیزی چͽال، ماده ،ͷاپتی

ر
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روش�های غیرخطͬ مسائل به پرداختن برای اگرچه دارند، وجود بسیاری غیرخطͬ مسائل
از مواقع بسیاری در و ندارند عمومیت آن�ها از ͷی هیچ اما شده�اند، ابداع قدرتمندی
که است خاطر بدان معادلات این در مشتقات وجود مͬ�شود. استفاده ابتکاری روش�های
جریان شدت و شار اصطͺاک، نیرو، شتاب، سرعت، مانند ) طبیعͬ پدیده�های مشتق�ها
را مجهولͬ کمیت جزئͬ مشتقات که داریم معادلاتͬ اینرو از مͬ�دهند، نمایش را ( ... و
مهندسͬ و ͷفیزی مسائل بیشتر کلͬ طور به مͬ�دهند. ارتباط هم به بیابیم مͬ�خواهیم که
رژه یا تکثیر مسائل و ویژه مقدار مسائل تعادل، مسائل کلͬ صورت سه به مͬ�توان را
جایͽاه از تکثیر معادلات شͺل اساسͬ�ترین عنوان به موج معادلات که کرد، تقسیم�بندی
یͷپدیده�ی دیͽر ͬͺفیزی سیستم هر و پلاسمایی دریͷسیستم امواج برخوردارند. ویژه�ای
مثلا هستند، آشنایی بسیار امواج از نور و صوت همچون پدیده�هایی هستند. مرسوم بسیار
است الͺترومغناطیسͬ موج ͷی نور و هوا در فشاری موج ͷی جز نیست چیزی صوت

مͬ�کند. حرکت نور سرعت به مرسوم ثابت سرعت با که
ایجاد سیال یا مایع آزاد سطح از جسم ͷی سریع گذر اثر در که امواجͬ مطالعه�ی برای
منتشر ایجاداغتشاش محل از امواج این مͬ�شود. استفاده حرکت معادله�ی از مͬ�شوند.
حرکت بر عمود اساسا موج حرکت عرضͬ امواج در هستند. عرضͬ امواج نوع از و شده
مهندسین توسط سال صد مدتبیشاز به امواج این شͺل سرعتو است. سیال المان�های
عموما مطالعات پدیده، زیاد پیچیدگͬ علت به است، بوده بررسͬ تحت ریاضیدانان و
که مͬ�آورد بار به نتایجͬ کم�عمق آب�های تئوری مͬ�شوند. منحصر عمق کم امواج به
از ͬͺی معادلات این حل اینرو از است. معتبر پلاسما و سدها، رودخانه�ها، کانالها، برای
دنیای در ͬͺپزش و ( ... و ͷهیدرولی ،ͷانیͺم عمران، (سازه، مهندسͬ اساسͬ نیازهای
جواب�ها از خطͬ ترکیب هر است ساده بسیار خطͬ امواج معادلات حل است. امروز
روش ͷی با مͬ�توان را خطͬ مسائل کلͬ طور به هستند، معادله جواب خودشان نیز
مͬ�کنند، توصیف را ͬͺفیزی سیستم ͷی که معادلاتͬ متاسفانه اما کرد حل ͷسیستماتی
ترین ساده هستند. سیستم�ها این جمله�ی از نیز سیالات که هستند غیرخطͬ معادلاتͬ
نوعͬ به را معادلات این که است این مͬ�رسد ذهن به معادلات این حل برای که رهیافت
برای و است توجیه قابل ͷکوچ دامنه�های برای تنها کار این البته که کنیم. سازی خطͬ
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به باید و نمͬ�آید کار به ͷسیستماتی روش�های این دیͽر بزرگتر دامنه�های با غیرخطͬ امواج
بسیار مدل�های معمولا کاربردی مسائل شویم. متوسل معادلات حل برای دیͽری راه�های
ͬͺفیزی پدیده�های متقابل تاثیرات پیچیده، هندسͬ شͺل�های دارند. پیچیده�ای و پیشرفته
از آن�ها تبعیت و آن�ها در ساکن مرزی شرایط وجود با پدیده�ها زمانͬ وابستگͬ مختلف،
نمونه�هایی ... و مسائل اقتصادی جنبه�های رعایت از ناشͬ محدودیت�های آماری، قوانین
آن�ها تحلیلͬ طور به صرفا نمͬ�توان وجه هیچ به که هستند، واقعͬ مدل�های ویژگͬ�های از
روش�های پرداخت. باید مسائل بررسͬ به دیͽری روش�های با ناچار، به نمود. بررسͬ را
روش�های مͬ�شود. محسوب روش�ها این از نمونه�ای عددی روش�های و تحلیلͬ-تقریبی
روز و یافته توسعه میلادی ١٩۶٠ دهه از کامپیوترها حد از بیش پیشرفت علت به عددی
پیچیده�ترین برای حتͬ که نمود اذعان مͬ�توان امروزه مͬ�شود. افزوده آن اهمیت بر روز به
خصوصسیالات در ویژه به مهندسͬ کاربردهای محدوده در نظر مورد ͬͺفیزی پدیده�های
تحقیق زمینه این در که فردی هر که است، رسیده ارزش و اهمیت از درجه�ای به روش این
ͬͺی که است آن بر سعͬ پژوهش این در شود. مسلط ابزار این به باید ناچار به مͬ�کند
معادله�ی به موسوم آب کم�عمق موج�های حرکت معادلات زمینه در معادلات مهمترین از
و معرفͬ را است غیرخطͬ جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات نوع از که کاماسا-هلم١
تحلیلͬ-تقریبی و عددی روش�های همچنین کنیم. بررسͬ را آن جواب�های انواع و رفتار�ها
که طوری به است شده تدوین فصل چهار در پژوهش این کنیم. بیان معادله این برای را
لازم فصل�ها دیͽر مطالعه برای که مقدماتͬ تعریف�های و اساسͬ مفاهیم به آن اول فصل
و کاماسا-هلم معادله�ی مورد در کلیاتͬ دوم فصل . است شده داده اختصاص مͬ�باشد،
چهارم و سوم فصل در است، آن جواب�های انواع و مختلف های زمینه در کاربردهایش
مͬ�شود. بیان معادلات این برای تحلیلͬ-تقریبی روش�های و عددی روش�های ترتیب به
، [٢۴] ، [١۶] ، [١۴] ، [۴] مراجع پژوهش این اصلͬ مقالات که است ذکر به لازم

است. [٢۵]

١Camassa-Holm equation



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

شده آورده است، نیاز مورد دیͽر فصل�های برای که اولیه مفاهیم و تعاریف فصل این در
است.

آن تفاوت جزئͬ، مشتقات شامل است، معادله�ای (PDE) جزئͬ دیفرانسیل معادله ͷی
فقط مجهول تابع (ODEs)در که است این در (ODEs) معمولͬ دیفرانسیل معادلات با

دارد. بستگͬ متغیر چند به مجهول تابع (PDEs) در ولͬ دارد، بستگͬ متغیر ͷی به
است. معادله در موجود جزئͬ مشتق بالاترین PDE ͷی مرتبه�ی از منظور

معمولͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه ͷی دیفرانسیل: معادلات دستگاه .١.١ تعریف
نسبت مجهول تابع چند یا دو مشتقات شامل کدام هر که است معادله��ای چند یا دو شامل

هستند. مستقل متغیر ͷی به

مطرح ͬͺفیزی سیستم ͷی ریاضͬ توصیف برای که :١ اولیه مقدار مسائل .٢.١ تعریف
نقطه ͷی در مشتقاتش یا مشتق و نامعلوم تابع آن�ها در که هستند مسائلͬ مͬ�شوند،

مͬ�آیند. دیفرانسیل معادله همراه به اولیه) مشخص(نقطه

اولیه مقدار مساله�های بودن خوشطرح

دیفرانسیل معادله خوشطرح: یͷمساله (ͷتعریفکلاسی)هادامار شرایط تعریف٣.١.
مͬ�کند صدق ذیل خواصاساسͬ در که است اولیه شرایط از مجموعه ͷی همراه به جزئͬ

١Initial Value problem

١



٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

موجود کند صدق مساله شرایط همه�ی در که u(x, y)جوابͷی حداقل جواب: وجود -١
باشد.

باشد. داشته وجود جوابی چنین ͷی دقیقا : جواب یͽانگͬ -٢

قرار مساله داده�های روی پایداری حالت ͷی در u(x, y) یͽانه جواب : جواب پایداری -٣
جواب جزئͬ تغییر تنها مساله، داده�های روی جزئͬ تغییر هر که معنͬ این به باشد داشته

گردد. سبب را

کافͬ فرد به منحصر یͷجواب وجود از اطمینان تنها ،ͬͺفیزی مساله�های برای : تذکر
از ͬͺفیزی مساله��ی در داده�ها معمولا زیرا است. جواب پایداری اساسͬ، شرط بلͺه نیست،
خطای ابزاری، خطای چون خطاهایی میان این در و مͬ�آیند �دست به تجربه و آزمایش راه
مͬ�گردد باعث پایداری شرط برقراری بنابراین، موجودند. غیره و تقریب�زدن و محاسباتͬ

باشیم. شاهد را مساله جواب در جزئͬ تغییر تنها داده�ها در تقریب کارگیری به که

آن عددی جواب ϕ ∈ RN+1 و معادله ͷی تحلیلͬ جواب u ∈ RN+1 اگر .۴.١ تعریف
طول h آن در که شوند، مͬ تعریف زیر صورت به L∞ و L2 خطاهای صورت این باشددر

باشد. مͬ افراز

L2 = ||u− ϕ||2 =

√√√√h
N∑
i=0

||ui − ϕi||

L∞ = ||u− ϕ|| = max
i

|ui − ϕi|

و بوده پیوسته G ⊂ Rn دلخواه ناحیه در که را f(x) توابع همه مجموع .۵.١ تعریف
صورتͬ در و داده نشان Ck(G) نماد با را باشد، پیوسته و موجود k مرتبه�ی تا آن مشتقات

مͬ�دهیم. نمایش Ck ساده نماد با ، G = Rn که

ازای به هرگاه مͬ�کند، صدق c نقطه در α مرتبه از لیپ�شیتز شرط در F تابع تعریف١.۶.
باشد برقرار زیر رابطه�ی c ͬͽهمسای در x هر



٣ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

|F (x)− F (c)| ≤ L|x− c|α.

است. لیپ�شیتز ثابت نام به ثابتͬ مقدار L آن در که

مͬ�گویند. هموار تابع را باشد موجود مرتبه�ی هر از آن مشتقات که تابعͬ .٧.١ تعریف

است زیر خواص با تابعͬ بعدی ͷی دیراک دلتای تابع .٨.١ تعریف

i. δ(x− ξ) = 0 x ̸= ξ

ii.

∫
Rε

δ(x− ξ)dx = 1 Rε = {ξ − ε < |x− ξ| < ξ + ε}

iii.

∫
δ(x− ξ)f(ξ)dξ = f(x).

گوئیم، جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ͷیͷجوابکلاسی را u تابع .٩.١ تعریف
مͬ�شود. صفر با متحد راست طرف دهیم، قرار درمعادله هرگاه

دیفرانسیل معادله ͷی توزیع حالت در یاجواب اساسͬ جواب را u تابع .١٠.١ تعریف
دیراک دلتای تابع برابر راست طرف دهیم قرار معادله در هرگاه گوئیم، جزئͬ مشتقات با

شود.

پراکندگͬ�ها(تابع�هایی فضای است. باز Ωیͷمجموعه ⊂ Rd فرضکنید تعریف١١.١.
مͬ�شود تعریف زیر صورت به هستند) هموار بار بی�نهایت که فشرده محمل با



۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

C∞
0 (Ω) = {φ ∈ C∞

0 (Ω) : supp(φ) ⊂ Ω}

است. فشرده supp(φ)

ͷی چندگانه، اندیس باشد. فضا بعد d کنید فرض چندگانه٢ اندیس .١٢.١ تعریف
طول است. α = (α1, α2, . . . , αd)صورت به نامنفͬ صحیح عدد تا d از مرتب گردایه�ی
مشتق�پذیر بار m تابع ͷی ν اگر مͬ�دهیم. نشان |α| =

∑d
i=1 αi

با را α چندگانه اندیس
|α| ≤ m هر برای آنگاه باشد

Dαν =
∂|α|ν(x)

∂xα1
1 . . . ∂xαd d

مثال برای است. جزئͬ مشتقات برای نماد ͷی این است، ام α مرتبه جزئͬ مشتق

∂ν

∂x1
= Dαν for α = (1, 0, . . . , 0)

∂αν

∂x1 . . . ∂xd
= Dαν for α = (1, 1, . . . , 1)

m مرتبه�ی مشتقات همه مجموعه�ی آنگاه α = (0, . . . , 0) که زمانͬ قرارداد به بنا
شود. نوشته مͬ�تواند {Dαν | |α| = m}صورت νبه تابع

باقیمانده روش�های از استفاده برای ضعیف فرمول و ضعیف مشتق�های تعریف در
در را نتایج این که مͬ�شود استفاده جزبه�جز انتگرال�گیری اولیه نتایج از بعضͬ به وزن�دار

مͬ�کنیم. یادآوری زیر قضایای صورت به اینجا

است، لیپ�شیتز پیوسته مرز با کراندار دامنه ͷی Ω ∈ Rd کنید فرض [٢١] .١.١ قضیه
داریم u, υ ∈ C1 ∩ C(Ω̄) برای

٢Multi-index



۵ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

∫
Ω

du

dxi
υdx = −

∫
Ω

u
dυ

dxi
dx+

∫
dΩ

uυνids

است. dΩ مرز واحد خارجͬ نرمال بردار ν(x) = (ν1, ν2, . . . , νd)
T که

باشد لیپ�شیتز پیوسته مرز با کراندار دامنه ͷی Ω ⊂ Rd کنید فرض [٢١] .٢.١ قضیه
مͬ�کند. صدق زیر رابطه در w ∈ [C1 ∩ C(Ω̄)]d هموار بردار هر

∫
Ω

▽.w(x)dx =

∫
dΩ

w(x)v(x)ds

است. dΩ مرز خارجͬ نرمال بردار v(x) که

ͷی α و f ∈ Cm(Ω) و است باز مجموعه ͷی Ω ⊂ Rd کنید فرض [٢١] .٣.١ قضیه
برقرار φ ∈ C∞

0 (Ω) هر برای زیر رابطه آنگاه ، |α| ≤ m طوریͺه به است چندگانه اندیس
است

∫
Ω

Dαf(x)φ(x)dx = (−1)|α|
∫
Ω

f(x)Dαφ(x)dx.

.تابع 1 ≤ p < ∞ و است باز مجموعه ͷی Ω ⊂ Rd کنید فرض .١٣.١ تعریف
مجموعه زیر هر برای اگر شود مͬ نامیده Ω در موضعͬ p-انتگرال�پذیر ،f : Ω → R

Ω در -انتگرال�پذیر p �های تابع همه فضای . f ∈ Lp
loc(K) باشیم داشته ΩازK فشرده�ی

مͬ�شود. داده نشان Lp(Ω) با را

است. چندگانه اندیس ͷی α و f ∈ L1
loc باشد باز Ω ⊂ Rd کنید فرض .١۴.١ تعریف

φ ∈ C∞
0 (Ω) هر برای زیر رابطه�ی اگر مͬ�گوییم، ام αمشتقضعیف Dαرا

wf ∈ L1
loc تابع

باشد. برقرار



۶ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

∫
Ω

Dα
wf(x)φ(x)dx = (−1)|α|

∫
Ω

f(x)Dαφ(x)dx

باشد چندگانه اندیس ͷی α و f ∈ L1
loc و باشد باز Ω ⊂ Rd کنید فرض [٢١] .١.١ لم

مͬ�شود. تعریف Ω در فرد به منحصر طور به Dα
wf ∈ L1

loc(Ω) ام αضعیف مشتق

روش�های با آن�ها مشتق�های که است ناهموار و ناپیوسته تابع�های شامل لب فضای
تقریبا ͷکلاسی مشتق�های موارد از بسیاری در حال هر به نشده�اند، تعریف ͷکلاسی
زیر از مستقل را مشتق مفهوم که است این داریم نیاز که چیزی دارند. وجود جا همه
مشتق�های تعریفکردن با را کار این سوبولف، دهیم. تعمیم صفر اندازه با مجموعه�هایی

هستند. توزیع ضعیف مشتق�های تعریف برای اصلͬ جز است. داده انجام ضعیف

صحیح عدد ͷی k و باشد باز Ω ⊂ Rd کنید فرض سوبولف٣ فضای .١۵.١ تعریف
توابع همه�ی مجموعه�ی ،W k,p(Ω)سوبولف فضای p ∈ [1,∞] و باشد نامنفͬ

ضعیفαام مشتق ، |α| ≤ k با α چندگانه اندیس هر برای به�طوریͺه است ν ∈ Lp(Ω)

یعنͬ و Dα
wν ∈ Lp(Ω) باشد موجود Dα

wν یعنͬ

W k,p(Ω) = {ν ∈ Lp(Ω) : Dα
wν ∈ Lp(Ω) ∀ |α| ≤ k}

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به ||.||Wk,p(Ω) نرم 1 ≤ p ≤ ∞ هر برای

||ν||Wk,p(Ω) =

∫
Ω

∑
|α|≤k

|Dα
wν|pdx

 1
p

=

∑
|α|≤k

||Dα
wν||

p
Lp(Ω)

 1
p

مͬ�کنیم: تعریف p = ∞ برای و

||ν||Wk,p = max
|α|≤k

||Dα
wν||L∞(Ω)

٣Sobolev spaces


