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به دکتری درجه شرایط از ͳ΋ی عنوان به نامه پایان این

ͳبخشریاض

رایانه و ͳریاض دانش΋ده

کرمان باهنر شهید دانشΎاه

شود. ͳنم شناخته مزبور دوره تحصیل از فراغت عنوان به ͳمدرک هیچΎونه و شده تسلیم

امضاء: ͳحسین ΁شی عالمه دانشجو:

امضاء: ͳسالم عباس دکتر راهنما: استاد

امضاء: ͳآقاملای غلامرضا دکتر مشاور: استاد

امضاء: : اول داور

امضاء: دوم: داور

امضاء: :ͳمیل΋ت تحصیلات نماینده

است. کرمان باهنر شهید دانشΎاه به مخصوص و محفوظ چاپ حق

پ



به تقدیم

عزیزم دخترهای ستایش و ریحانه

ت



ͳقدردان و تش΋ر

یافت او از آرام زمین جنبش Έفل یافت او از نام ͳهست آن΋ه نام به

در آنچه که ͳمهربان خداوند کرد. عطا بستن کار به و درک آموختن، توان من به که شاکرم را همتا ͳب پروردگار

که عزیزم پدر و مادر از فرمود. عطا من به باشم، داشته ͳگاه آ آن به آن΋ه بدون ͳحت داشتم، نیاز بدان راه این

سپاسΎزاری و ͳقدردان آنهاست خیر دعای و وجود لطف از همه یابم دست بدان آنچه هر و آنهاست از وجودم

نرم او ͳهمراه با جز ͳطولان مسیر این ͳسخت و بوده ام ͳΎهمیش پشتیبان و یاور دوست، که همسرم از کنم. ͳم

صدر سعه با و نموده تحمل مرا تحصیل شرایط بردباری، با که عزیزم، فرزندان از سپاسΎزارم. بسیار نبود، ͳشدن

سپاسΎزارم. و ممنون هستند ام ͳزندگ لذت و ͳشیرین و کردند یاری مرا خویش شیرین و کودکانه های هم΋اری و

و بودند من پشتیبان و همراه دلسوز پدری مانند سال چند این ͳط در که ͳسالم دکتر آقای جناب بزرگوارم استاد از

محترم مشاور استاد از همچنین سپاسΎزارم. متواضعانه بردم، استفاده بسیار ایشان فراوان دانش و ها ͳراهنمای از

سپاسΎزارم. صمیمانه بود راهΎشا برایم ایشان ارشادات که ͳآقاملای دکتر آقای جناب

داوری که نیز خسروی دکتر خانم سرکار و ͳول دکتر آقای جناب مصلحیان، صال دکتر آقای جناب ارجمند اساتید از

آرزومندم. ͳسلامت و موفقیت ایشان برای توانا ایزد محضر از و دارم را تش΋ر و تقدیر کمال اند پذیرفته را رساله این

ͳحسین ΁شی عالمه

١٣٩٢ ماه خرداد

ث



چ΋یده

نامساوی و ͳهندس- ͳحساب میانΎین نامساوی ͳماتریس های نسخه زمینه در شده ثابت نتای; ابتدا رساله دراین

های نامساوی از تعدادی سپس و دهیم ͳم قرار ͳبررس مورد عددی شعاع نرم و پایا ͳان΋ی های نرم با را Ίیان

به باشد مثبت اکیداً و اس΋الر غیر ͳماتریس A ∈ Mn اگر خصوص، به دهیم. ͳم بهبود و تعمیم را عملΎری

دارد وجود X ∈ Mn ماتریس گاه آن ، ۱/p + ۱/q = ۱ با p > q > ۱ و ۱ ∈ σ(A) که طوری

و A,B ∈ Mn مثبت های ماتریس برای همچنین .ω(AXA) > ω(۱
p
ApX + ۱

q
XAq) که طوری به

نامساوی اما ، ω(AXA) ≤ ۱
۲ω(A

۲X +XA۲) که داد خواهیم Xنشان ∈Mn هر برای

یافته بهبود ش΋ل Έی از استفاده با نیست. برقرار ͳکل حالت در ω(AXB) ≤ ۱
۲ω(A

۲X + XB۲)

اگر که کنیم ͳم ثابت خصوص به دهیم. ͳم بهبود را عملΎری های نامساوی از تعدادی Ίیان نامساوی از

گاه آن ، r ≥ ۲
q
و ۱/p+ ۱/q = ۱ با p ≥ q > ۱ و A,B,X ∈ B(H)

ωr(A∗XB) ≤
∥∥∥∥۱p (B∗|X|B)rp/۲ +

۱
q
(A∗|X∗|A)rq/۲

∥∥∥∥− (
۱
p
) inf
∥x∥=۱

η(x),

.η(x) :=
(
⟨(B∗|X|B)x, x⟩rp/۴ − ⟨(A∗|X∗|)A)x, x⟩rq/۴

)۲
آن در که

باشد ۱/۲ مخالف و ͳحقیق عددی ν اگر که کنیم ͳم ثابت هاگروپ” ” قضیه از استفاده با همچنین

که طوری به دارد وجود X ∈ Mn ماتریس گاه آن باشد، مثبت اکیداً و اس΋الر غیر ͳماتریس A ∈ Mn و

.∥AνXA۱−ν∥ > ∥νAX + (۱− ν)XA∥

عملΎری. نرم پایا، ͳان΋ی تحت نرم ،Ίیان نامساوی مثبت، معین ماتریس عددی، شعاع کلماتکلیدی:



مقدمه

ͳریاض از بسیاری علاقه مورد ابتدا از که هستند ͳماتریس آنالیز ͳپژوهش های حوزه مهمترین از ͳ΋ی ها نامساوی

عملیات، در تحقیق کنترل، و سیستم نظریه ،ͳعلم محاسبات جمله از مختلف علوم در ͳکاربردهای و بوده دانان

دارد. ͳمهندس و اقتصاد ،Έاستاتی ،ͳریاض Έفیزی

و ٢ وود لیتل ١ هاردی، توسط [١٣] ها” ”نامساوی نام با ͳجامع تقریبا کتاب ۱۹۳۴ سال در بار نخستین

های نامساوی حوزه در مقاله و رساله کتاب، نشر و چاپ برای زیادی های تلاش ، پس آن از شد. نΎاشته ٣ پولیا

نامساوی ،ͳماتریس آنالیز و عملΎرها نظریه در پژوهش و تحقیق ͳاساس های زمینه از ͳ΋ی گرفت. صورت ͳریاض

از ͳماتریس آنالیز کننده منع΋س ͳماتریس های نامساوی گفت توان ͳم واق΄ در است. ͳماتریس و عملΎری های

،ͳماتریس های میانΎین ،ͳماتریس نرم مانند ͳمختلف موضوعات ،ͳماتریس های نامساوی باشند. ͳم ͳکم دیدگاه

گیرد. ͳم بر در را ها ماتریس منفرد مقادیر و ویژه مقادیر مثبت، معین تواب΄ محدب، تواب΄

به که آنچه اما گیرند، کار به ها ماتریس برای را اعداد های نامساوی و روابط اند کرده ͳسع زیادی افراد

گرفت کار به را دقت نهایت باید ها ماتریس برای ها نامساوی از ͳبعض کارگیری به در که است این رسد ͳم نظر

ͳمطلوب نتای; به ها آن از ͳبرخ تنها اما دارد، وجود ها ماتریس برای اعداد های نامساوی از ͳجالب های نسخه زیرا

همه | A + B |≤| A | + | B | ش΋ل به B و A ماتریس دو برای مثلث نامساوی مثال برای رسند. ͳم

اعداد برای همواره را زیر نامساوی باشند مثبت عدد دو b و a اگر دیΎر، ͳمثال عنوان به .[٨] نیست درست جا

١G. H. Hardy

٢E. Littlewood

٣ Polya

چ



: داریم

| a− b |≤ a+ b

باشد: زیر صورت به B و A مثبت ماتریس دو برای نامساوی این ͳماتریس ی نسخه داریم انتظار ظاهرا

| A−B |≤ A+B

استفاده ماتریس) خود جای (به ت΋ین مقادیر ی نسخه از اگر شاید .[٨] نیست درست همیشه نامساوی این ͳول

که این ͳیعن باشیم. تر موفق کنیم

sj(A−B) ≤ sj(A+B), ۱ ≤ j ≤ n (١)

برای را تری ضعیف ادعای اگر اما ، .[٨] کند ͳم نقض را فوق نامساوی ͳدرست که آورد ͳمثال توان ͳم هم باز

که: این ͳیعن گیریم. کار به پایا ͳان΋ی های نرم

|||A−B||| ⩽ |||A+B||| , (٢)

است. شده آورده [٨] در نامساوی این از اثبات Έی است. درست همواره (٢) نامساوی گاه آن

ش΋ل به را ͳحساب - ͳهندس میانΎین از ͳماتریس ای نسخه ۵ کیتانه و ۴ باهاتیا بار اولین برای ۱۹۹۰ سال در

نمودند: اثبات و بندی صورت زیر

۲sj(A∗B) ≤ sj(AA
∗ +BB∗), ۱ ≤ j ≤ n.

۴Bhatia

۵Kittaneh

ح



بود: خواهد زیر ش΋ل به فوق نامساوی گاه آن باشند، مثبت B و Aماتریس دو اگر که است ΀واض

۲sj(AB) ≤ sj(A
۲ +B۲), ۱ ≤ j ≤ n.

مختلط های ماتریس همه جبر Mn آن در که A,B ∈ Mn اگر فوق، نامساوی از نتیجه Έی عنوان به پس

داریم: پایا ͳان΋ی تحت نرم هر برای ۶ فن ͳتسلط قضیه به بنا گاه آن باشد، ͳم n× n

|||A∗B||| ≤ ۱
۲ |||A

∗A+B∗B||| . (٣)

از تعمیم Έی همچنین ها آن است. برقرار نیز ͳهندس ـ ͳحساب میانΎین نامساوی پایا ͳان΋ی نرم ی نسخه پس

کردند: ثابت زیر صورت به (٣) نامساوی

|||A∗XB||| ≤ ۱
۲ |||AA

∗X +XBB∗||| (A,B,X ∈Mn).

کرد. ارائه زیر صورت به را ”Ίیان” نامساوی ͳماتریس نسخه ٧ آندو ۱۹۹۵ سال در

دارد وجود B و A به وابسته U ∈Mn ͳان΋ی ماتریس Έی ، A,B ∈Mn های ماتریس از جفت هر برای

که طوری به

U∗|AB∗|U ≤ |A|
p

p

+
|B|
q

q

.

نتیجه در

sj(AB) ≤ sj(
Ap

p
+

Bq

q
).

های گزاره گوناگون، های اثبات که است کرده Έتحری را گان نویسند از بسیاری موضوع این رسد ͳم نظر به

ͳم ͳبررس را ها توسی΄ این از ͳبرخ حاضر رساله در بیابند. مختلف جهات در ͳهای تعمیم و ها توسی΄ معادل،

۶Fan dominance theorem

٧Ando

خ



اند. شده تنظیم فصل چهار در مطالب منظور این برای نمائیم. ͳم بحث مربوطه موضوعات دیΎر روی بر و کنیم

است. شده آورده بعد های فصل مفاهیم فهم جهت نیاز مورد های پیشنیاز اول فصل در

سپس و گذرانیم ͳم نظر از پایا ͳان΋ی تحت نرم با را ͳهندس- ͳحساب نامساوی ͳماتریس نسخه دوم فصل در

کنیم. ͳم ͳبررس عددی شعاع نرم با را نامساوی ͳماتریس نسخه

با و کنیم ͳم ͳبررس عملΎری نرم و عددی شعاع نرم با را Ίیان نامساوی ͳماتریس نسخه ابتدا سوم فصل در

دست به پایا ͳان΋ی های نرم با Ίیان نامساوی از ͳماتریس نسخه Έی رد برای جدید اثبات Έی آن از استفاده

آوریم. ͳم

عملΎری نامساوی تعدادی ͳحساب - ͳهندس نامساوی جای به Ίیان نامساوی از استفاده با ابتدا چهارم فصل در

ͳم بهبود را ها نامساوی این Ίیان نامساوی از یافته بهبود ش΋ل Έی از استفاده با سپس و داده تعمیم را مهم

دهیم.

د
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ر



١ فصل

نیازها پیش

ها خواصآن ͳبرخ مثبتو معین ماتریسهای ١.١

روی کراندار ͳخط عملΎرهای تمام جبر Mnو با را n×n مختلط های ماتریس تمام جبر رساله این سراسر در

دهیم. ͳم نمایش B(H) با Hرا مختلط هیلبرت فضای

صورت این در A ∈ B(H) کنیم فرض تعریف١.١.١.

.A∗A = AA∗ اگر گوییم، نرمال را A عملΎر (الف)

.A = A∗ اگر گوییم، خودالحاق را A عملΎر (ب)

.AA∗ = A∗A = I اگر گوییم، ͳان΋ی را A عملΎر (پ)

،x ∈H بردار هر برای هرگاه گویند، مثبت معین نیم را A ∈ B(H) عملΎر تعریف٢.١.١.

.⟨x,Ax⟩ > ۰ ، x ∈H ناصفر بردار هر برای هرگاه گویند مثبت معین و ⟨x,Ax⟩ ≥ ۰

اختصار برای باشد. پذیر مع΋وس اگر تنها و اگر است مثبت معین A ∈ B(H) مثبت معین نیم ماتریس

ͳم کار به (A > ۰) مثبت معین برای را اکید مثبت و (A ≥ ۰) مثبت معین نیم برای را مثبت اصطلاح

بریم.

کنیم. ͳم ذکر اثبات بدون را مثبت های ماتریس به مربوط ͳمقدمات قضایای مهمترین از تعدادی زیر در

١



کنید. مراجعه [۵] مرج΄ به بیشتر جزئیات دیدن برای

معادلند: زیر عبارات گاه آن ،A ∈Mn اگر .٣.١.١ گزاره

است؛ اکید) (مثبت مثبت ماتریس Έی A (الف)

باشد؛ ͳم (مثبت) ͳنامنف اش ویژه مقادیر ی همه و است خودالحاق A (ب)

اند؛ (مثبت) ͳنامنف آن ١ ͳاصل های کهاد ی همه و است خودالحاق A (پ)

A = B∗B که طوری به هست B ∈Mn (نامنفرد) ماتریس (ت)

A = T ∗T که هست T ∈Mn (نامنفرد) ͳبالامثلث ماتریس (ث)

A اگر همچنین باشند، ͳنامنف آن ͳاصل قطر عناصر که شود انتخاب طوری تواند ͳم T که است ذکر به لازم

است. معروف ٢ ͳ΋چولس ی تجزیه به A ی تجزیه این بود. خواهد ی΋تا T گاه آن باشد، اکید مثبت

نویسیم ͳم باشد. ͳتام΋ی B که طوری به A = B۲ که هست B ∈ Mn اکید) (مثبت مثبت ماتریس (ج)

نامیم. ͳم A جذر را آن و B = A۱/۲

که: طوری به موجودند Cn از xn ، . . . ، x۲ ، x۱ (مستقل) بردارهای (ح)

aij = ⟨xi, xj⟩ (i, j = ۱,۲, ..., n)

باشد. ͳم A ماتریس ام j ستون و ام i سطر در واق΄ درایه aij

مرتب λ۱(A) ≥ . . . ≥ λn(A) صورت به را آن ویژه مقادیر گاه آن باشد، خودالحاق A ∈ Mn اگر

مثبت ماتریس ویژه مقادیر واق΄ در که را آن ت΋ین مقادیر گاه آن باشد، دلخواه A ∈ Mn اگر و کنیم ͳم

کنیم. ͳم مرتب s۱(A) ≥ . . . ≥ sn(A) صورت به باشند ͳم |A| = (A∗A)۱/۲

هرگاه A ≥ B گوییم باشند خودالحاق ͳرهایΎعمل A,B ∈ B(H) کنیم فرض تعریف١.١.۴.

.A−B ≥ ۰

١principal minors

٢Cholesky decomposition

٢



که طوری به باشند خودالحاق ͳهای ماتریس A,B ∈Mn کنید فرض ویل:٣[۴] ͳنوای΋ی قضیه

صورت این در .A ≥ B

λj(A) ≥ λj(B) (۱ ≤ j ≤ n).

.U A U∗ ≥ B که طوری به دارد وجود U ͳان΋ی ماتریس بΎوییم این΋ه با است معادل اخیر رابطه

های ماتریس ترتیب به D و C ، B ، A اگر است. جالب و مفید اغلب ͳبلوک های ماتریس با کردن کار

[ A C
D B ] ∈Mn گاه آن ،p+ q = n که طوری به باشند، q × p ، p× q ، q × q ، p× p مختلط

ماتریس بودن مثبت به مربوط که زیر قضیه شود. ͳم داده نمایش A ⊕ B با اغلب [ A 0
0 B ] ͳبلوک ماتریس و

است. معروف ۴ شور ͳمتمم قضیه به است ͳبلوک های

اگر صورت این در باشند. مثبت ͳهای ماتریس B ∈ Mq و A ∈ Mp کنید فرض [۵] .۵.١.١ قضیه

گاه آن ،A > ۰ A X

X∗ B

 ≥ ۰⇐⇒ B −X∗A−۱X ≥ ۰

گاه آن ،B > ۰ اگر صورت همین به

 A X

X∗ B

 ≥ ۰⇐⇒ A−XB−۱X∗ ≥ ۰.

با A۱۱را ۵ شور متمم گاه آن باشد، ͳبلوک AیΈماتریس =
[
A۱۱ A۱۲
A۲۱ A۲۲

]
∈Mn اگر [۵] تعریف١.١.۶.

Ã۲۲ = A۱۱−A۱۲A
−۱
۲۲A۲۱ با A۲۲را شور متمم صورت همین به Ã۱۱ = A۲۲−A۲۱A

−۱
۱۱A۱۲

دهیم. ͳم نمایش

٣Weyl’s monotonicity theorem

۴Schur complement theorem

۵Schur complement

٣



،i = ۱,۲ برای گاه آن ، ۰ ≤ A =
[
A۱۱ A۱۲
A۲۱ A۲۲

]
ͳبلوک ماتریس اگر .٧.١.١ نتیجه

Aii > ۰⇐⇒ Ãii ≥ ۰.

از است عبارت ،A ماتریس ͳقطب ی تجزیه صورت این در ، A ∈ Mn کنید فرض ۶: ͳقطب تجزیه

نامیم ͳم A مطلق قدر یا A مثبت قسمت را P = (A∗A)
۱
۲ باشد. ͳم ͳان΋ی U و مثبت P که A = UP

دهیم. ͳم نمایش |A| نماد با و

ͳان΋ی ماتریس گاه آن باشد، λn ، . . . ، λ۱ ی ویژه مقادیر با نرمال ͳماتریس A ∈Mn اگر ٧: ͳطیف تجزیه

.Σ = diag(λ۱, λ۲, ..., λn) آن در که ،A = U Σ U∗ که طوری به دارد وجود U

ͳان΋ی A اگر و اند ͳحقیق ها λi باشد، خودالحاق A اگر . λi ≥ ۰ گاه آن باشد، مثبت A اگر مخصوصاً

.|λi| = ۱ گاه آن باشد

ماتریس گاه آن باشد، sn(A) ، . . . ، s۱(A) ت΋ین مقادیر با ͳماتریسA ∈Mn اگر ٨: ت΋ین مقدار تجزیه

.Σ = diag(s۱(A), s۲(A), ..., sn(A)) آن در Aکه = U Σ V ∗ که طوری به دارند Vوجود Uو ͳان΋ی های

عملΎرها عددی شعاع و عددی برد ٢.١

صورت به و داده Wنشان (A) با Aرا عددی برد صورت این در .A ∈ B(H) کنید فرض تعریف١.٢.١.

کنیم ͳم تعریف زیر

W (A) = {⟨Ax, x⟩ : ∥x∥ = ۱} ,

.∥x∥ = ⟨x, x⟩۱۲ آن در که

است. شده ذکر عددی برد خواص از تعدادی زیر گزاره در

۶polar decomposition

٧spectral decomposition

٨singular value decomposition

۴



صورت این در .A ∈ B(H) کنید فرض [١٠] .٢.٢.١ گزاره

است. محدب ای Wمجموعه (A) (الف)

.α, β ∈ C هر برای ،W (αI + βA) = α + βW (A) (ب)

.U ͳان΋ی عملΎر هر ازای به ،W (UAU∗) = W (A) (پ)

.W (A∗) = (W (A))∗ (ت)

صورت به ترتیب به را عددی شعاع و عملΎری نرم صورت این در .A ∈ B(H) کنید فرض تعریف٣.٢.١.

کنیم: ͳم تعریف زیر

∥A∥ = sup
x̸=۰

∥Ax∥
∥x∥

و

ω(A) = sup
x ̸=۰

|⟨Ax, x⟩|
∥x∥۲

= sup {|z| : z ∈ W (A)} .

گاه آن ،A = [ ۰ ۱
۰ ۰ ] اگر .۴.٢.١ مثال

W (A) = {z : |z| ≤ ۱
۲}, ω(A) =

۱
۲ , ∥A∥ = ۱.

بیان اثبات بدون اند، شده ثابت [١٠] در که را عددی خواصشعاع از تعدادی یادآوری، برای زیر گزاره در

کنیم. ͳم

صورت این در .A ∈ B(H) کنید فرض .۵.٢.١ گزاره

است، نرم Έی B(H) روی ω(.) (الف)

نیست، برخوردار ١ ͳضرب زیر خاصیت از ω(.) (ب)

U ͳان΋ی عملΎر هر ازای به ، ω(UAU∗) = ω(A) (پ)

٢ (ͳتوان (نامساوی ،k = ۱,۲,۳, . . . هر برای ، ω(Ak) ≤ ω(A)k (ت)

١ submultiplicative

٢ power inequality

۵



.ω(A) ≤ ∥A∥ ≤ ۲ω(A) (ث)

.ω(A) = ∥A∥ گاه آن باشد، نرمال A اگر (ج)

گاه آن ، i = ۱,۲, . . . , k برای Ai ∈ B(H) (چ)اگر

ω(A۱ ⊕ . . .⊕ Ak) = max
۱≤j≤k

ω(Aj).

ͳیعن نیست) ͳماتریس (نرم نیست برخوردار ͳضرب زیر خاصیت از عددی شعاع دهد ͳم نشان زیر مثال

.AB = BA اگر ͳحت نیست، برقرار ͳکل حالت در ω(AB) ≤ ω(A)ω(B) نامساوی

.ω(A۲) = ω(A۳) =
۱
۲ و ω(A) < صورت۱ این در .A =

[ ۰ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰ ۰

]
کنید فرض .۶.٢.١ مثال

.ω(A۳) > ω(A)ω(A۲) بنابراین

است. شده بیان عددی شعاع ͳزیرضرب خواص زیر گزاره در

گاه آن .A,B ∈ B(H) کنید فرض [١٠] .٧.٢.١ گزاره

.ω(AB) ≤ ۴ω(A)ω(B) (الف)

.ω(AB) ≤ ۲ω(A)ω(B) گاه آن ،AB = BA اگر (ب)

.ω(AB) ≤ ω(A)ω(B) گاه آن باشد، نرمال A و AB = BA اگر (پ)

ͳماتریس و عملΎری های نرم ٣.١

دیΎری های نرم به نمودیم تعریف قبل بخش در که عملΎری نرم و عددی شعاع های نرم بر علاوه رساله این در

پردازیم. ͳم ها آن ͳبررس به اختصار طور به زیر در که داریم نیاز

فضا این که است موجود نیز دیΎری جالب و مهم حاصلضرب ها ماتریس ͳمعمول ضرب کنار Mnدر فضای در

های درایه تمام که است ͳماتریس J اینجا در کند( ͳم تبدیل J واحد عنصر با ی΋دار ͳجابجای جبر Έی به را

۶



B و A درایه به درایه ضرب صورت این در .A = [aij], B = [bij] ∈ Mn کنید فرض باشند.) ͳم ۱ آن

دهیم. ͳم نشان A ◦B ≡ [aijbij] با و نامیده (هادامارد) ١ شور ضرب را

.A ◦B ≥ ۰ گاه آن ،A,B ≥ ۰ اگر [۵] .١.٣.١ گزاره

تعریف زیر صورت به و نامیده ٢ شور ͳضرب عملΎر Mnرا روی SA ͳخط عملΎر تعریف٢.٣.١.

کنیم ͳم

SA(X) := A ◦X.

کنیم ͳم تعریف زیر صورت به ترتیب به را عددی شعاع نرم و عملΎری نرم توسط شده القاء SA نرم همچنین

∥SA∥ = sup
X ̸=۰

∥SA(X)∥
∥X∥

= sup
X ̸=۰

∥A ◦X∥
∥X∥

و

∥SA∥ω = sup
X ̸=۰

ω(SA(X))

ω(X)
= sup

X ̸=۰

ω(A ◦X)

ω(X)
.

کردند. ثابت را زیر مهم قضیه ،[٣] در ٣ اکابو و آندو ۱۹۹۱ سال در

معادلند: زیر موارد صورت این در . A ∈Mn کنید فرض [٣] .٣.٣.١ قضیه

.∥SA∥ω ≤ ۱ (i)

که ͳقسم به دارد وجود ۰ ≤ R ∈Mn ماتریس (ii)

 R A

A∗ R

 ≥ ۰ , R ◦ I ≤ I.

١Schur ( Hadamard )

٢Schur multiplier operator

٣Okabo

٧



در شد، ۴ هاگروپ قضیه عنوان تحت ∥SA∥ نرم تعیین در موفق ” ”هاگروپ که است شده ذکر [٢٩] در

شده آورده زیر صورت به است ٣.٣.١ قضیه از ای نتیجه ͳنوع به واق΄ در که مهم قضیه این ͳاصل قسمت اینجا

است.

معادلند: زیر موارد صورت این .در A ∈Mn کنید فرض [٢٩] .۴.٣.١ قضیه

.∥SA∥ ≤ ۱ (i)

که ͳقسم به دارد وجود ۰ ≤ R۱, R۲ ∈Mn های ماتریس (ii)

 R۱ A

A∗ R۲

 ≥ ۰ , R۱ ◦ I ≤ I, R۲ ◦ I ≤ I.

.∥SA∥ω = max aii گاه آن باشد، مثبت ماتریس Έی A = [aij] ∈Mn اگر [٣] .۵.٣.١ قضیه

.∥SA∥ω = ∥SA∥ گاه آن باشد، خودالحاق ماتریس Έی A ∈Mn اگر [٣] .۶.٣.١ گزاره

.∥SA∥ ≤ ∥SA∥ω ≤ ۲∥SA∥ گاه آن ، A ∈Mn اگر [٣] .٧.٣.١ گزاره

داد نشان [٢٠] در ۵ جانسون ۱۹۷۴ سال در

ω(A ◦B) ≤ ۲ω(A)ω(B) (A,B ∈Mn)

با: است معادل که

∥SA∥ω ≤ ۲ω(A) (A ∈Mn).

۴Haagerup theorem

۵Johnson

٨


