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نتایج اصالت و صحت تأییدیه�ی

تعالͬ باسمه

ریاضͬ رشته تخصصͬ دکتری ١٣٨٧مقطع سال ورودی دانشجوی زعیم امیرحسام اینجانب
نوشته و ایده فکر، از خود رساله در چنانچه نمایم مͬ گواهͬ دیفرانسیل هندسه گرایش محض
بدیهͬ ام. کرده ذکر مناسب جای در نیز را آن ماخذ و منبع مستقیم قول نقل با ام گرفته بهره دیͽری
آن جوابͽوی و دانم مͬ خویش عهده بر نباشد دیͽران قول نقل که مطالبی تمامͬ مسئولیت است

بود. خواهم

زعیم امیرحسام خانوادگͬ: نام و نام
امضا: و تاریخ

محض ریاضͬ رشته تخصصͬ دکتری ١٣٨٧مقطع سال ورودی دانشجوی زعیم امیرحسام اینجانب
مقاله، انتشار به اقدام خود رساله اساسمطالب بر چنانچه نمایم مͬ گواهͬ دیفرانسیل گرایشهندسه
و ... و کتاب مقاله، نشر به نسبت ایشان نظر با راهنما، استاد نمودن مطلع ضمن نمایم ... و کتاب

نمایم. مبادرت راهنما استاد نام ذکر با و مشترک صورت به

زعیم امیرحسام خانوادگͬ: نام و نام
امضا: و تاریخ

رساله این موضوع تحقیق از ناشͬ آوری نو و آزمایشات مطالعات، نتایج از مترتب مادی حقوق کلیه
باشد. مͬ نور پیام دانشͽاه به متعلق

١٣٩١ دی ١۴



دلگرمی و ایت دنیا یک پاس به
مهربا سر به تقد

و

فداکاری و عشق عمر یک پاس به
عزیزم مادر و پدر به تقد



خدایا...١

حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بی�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان
پای به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
که توست رهایی امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو
ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق
جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف
نگاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانگیختن از من،
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

بی�پاداش، کار بی�سلاح، جهاد بی�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
خوبی بی�ریا، ایمان بی�نان، خدمت بی�نام، عظمت بی�عوام، مذهب بی�دنیا، دین سͺوت، در فداکاری
دوست و جمعیت، انبوه در تنهایی بی�هوس، عشق بی�غرور، قناعت بی�خامͬ، گستاخͬ بی�نمود،

کن. روزی بداند، دوست بی�آنکه داشتن

هست خدا باز شوم، تنها تنها�ترین اگر

نداش�هاست... ه جانش او

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



سپاس�گزاری...

آراست. تفکر و عقل زیور به را آدمͬ خود، بی�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس
چایچͬ، دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون و بودند من مشوق همواره که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه

نمͬ�رسید. سرانجام به مجموعه
آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که خواه نجفͬ دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی
در اینجانب حضور زمان در که کالواروسو٢ دکتر آقای جناب ارجمند استاد زحمات به مینهم ارج

گشود. من روی به علم از جدیدی درهای ایشان ارزشمند رهنمودهای سالنتو٣ دانشͽاه
بسیاری زحمات و بود مشوقم و حامͬ همواره که عزیزم همسر از نمایم قدردانͬ بایستͬ پایان در
لطف مورد را من دریغ بی که مهربانم خانواده از سپاسͽزارم شد. متحمل من تحصیل دوران در را

عزیرم. برادران و مادر و پدر دادند، قرار خود محبت و

زعیم امحسام
١٣٩١ ماه دی

٢Dr. Giovanni Calvaruso
٣Salento
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همͽن فضاهای یافته، گسترش متقارن فضاهای واکر، متریͺهای ریمانͬ، شبه هندسه کلیدی: واژگان
کاهشͬ نا

چͺیده
این از خاصͬ رده دارد. شناسͬ کیهان و نسبیت در بسیاری کاربردهای ریمانͬ شبه های ͷمتری
تفاوت از بسیاری و بوده برخوردار ای ویژه اهمیت از معروفند، واکر های ͷمتری به که ها ͷمتری
به ابتدا رساله این در است. مشهود ها ͷمتری اینگونه بین در ریمانͬ شبه و ریمانͬ های هندسه های
بودن واکر ویژگͬ و پرداخته ۴ بعد از سره یافته گسترش متقارن فضاهای عنوان با فضاهایی بررسͬ
قرار توجه مورد نیز بودن دوگان خود ویژگͬ همچنین نماییم. مͬ مشخص کامل طور به آنها برای را
پاد و دوگانͬ خود ویژگͬ بودن، واکر ویژگͬ سپس است. آمده دست به جالبی های نتیجه و گرفته
نماییم. مͬ مطالعه را ۴ بعد از کاهشͬ نا همͽن فضاهای عنوان با فضاهایی ͷمتری دوگانͬ خود

شود. مͬ ارائه فضاها این روی هرمیتͬ پارا ساختارهای درباره نتیجه چند
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گفتار پیش

توسط و بوده فیزیͷکلاسیͷحاکم قوانین دهد، مͬ روی ما پیرامون که هایی پدیده بر معمول طور به
نور سرعت با مقایسه در پدیده هر سرعت نظریه این در شود. مͬ هندسͬ مدل ریمان۴ͬ های ͷمتری
حاصل چنانچه و بوده مثبت مقداری همواره بردارها داخلͬ ضرب شود. مͬ گرفته نظر در ناچیز
ریاضͬ بیان به شود. مͬ نتیجه بردار آن بودن صفر باشد، صفر برابر خود در بردار ͷی داخلͬ ضرب
متریͺهاست) عمومͬ های ویژگͬ (که بودن ناتبهͽون۶ و متقارن۵ بر علاوه هندسه نوع این ͷمتری

هست. نیز معین٧ مثبت
١٩٠٧ سال در سپس شد. ارائه اینشتین٩ آلبرت توسط ١٩٠۵ سال در خاص٨ نسبیت نظریه
جبری صورت به اینشتین، آلبرت او، سابق دانشجوی که را ای نظریه داد نشان ١٠ͬͺمینکوفس هرمان
به ابتدا در اینشتین کرد. مطالعه بعدی چهار فضا-زمان١١ هندسه صورت به توان مͬ بود کرده ارائه
نتیجه این به اینکه از قبل کرد. مͬ نگاه ریاضͬ ترفندی عنوان به بود کرده ارائه ͬͺمینکوفس که روشͬ

است. ضروری عام١٢ نسبیت نظریه در خود کار تکمیل برای فضا-زمان هندسه دیدگاه که برسد
، (M, g) لورنتس١٣ͬ بعدی چهار های خمینه عنوان به فضا-زمان ساختارهای ͬͺفیزی دلایل به
رده این مطالعه است. (۳,۱) علامت دارای g ͷمتری یعنͬ شود. مͬ تعریف همبند١۵ و هموار١۴
ریمانͬ های ͷمتری برخلاف یعنͬ گیرد. مͬ قرار ریمان١۶ͬ شبه های ͷمتری رسته در ها ͷمتری از

هستند. نامعین١٧ ریمانͬ شبه های ͷمتری دیͽر بیان به نیست. اجباری بودن معین مثبت شرط
۴Bernhard Riemann (1826-1866)
۵Symmetric
۶Non-degenerate
٧Positive definite
٨Special relativity
٩Albert Einstein (1879-1955)
١٠Herman Minkowski (1864-1909)
١١Space-time
١٢General relativity (1915)
١٣Hendrikus Albertus Lorentz (1853-1928)
١۴Smooth
١۵Connected
١۶Semi-Riemannian
١٧Indefinite

ذ



بعضͬ بنابراین دارد. ریمانͬ های ͷمتری به زیادی های شباهت ریمانͬ شبه های ͷمتری مطالعه
وجود مانند داد، گسترش ریمانͬ شبه های خمینه به ریمانͬ های خمینه روی از توان مͬ را خواص از
نیز بسیاری های تفاوت وجود این با ثابت١٩[۴٢]. برشͬ خمیدگͬ با ها فرم فضا و ها١٨ ͷژئودزی
عملͽر مانند الحاق٢٠ خود عملͽر هر مثال عنوان به شود. مͬ مشاهده نامعین های ͷمتری مطالعه در
این لزوما ریمانͬ شبه های ͷمتری برای که حالͬ در است شدنͬ قطری ریمانͬ هندسه در ریچ٢١ͬ
اینکه بدون کرد بررسͬ ریمانͬ شبه متریͷهای برای توان مͬ را ویژگیها از برخͬ نیست. برقرار ویژگͬ
خمیدگͬ مطالعه توسیع مانند باشد، داشته وجود ریمانͬ های ͷمتری برای آنها نظیر بررسͬ امͺان
اپراتورهای وجود یا [۵۵ تبهͽون٢٣[۵۴، های توزیع وجود ، [٣٨] تبهͽون٢٢ های صفحه به برشͬ
خمینه وجود سبب شدنͬ قطری نا ژاکوبی٢۴ عملͽرهای وجود واقع در .[٢۶ ،٢۵] شدنͬ قطری نا
نا اینشتین٢۶ͬ مختلط کامل های رویه ابر وجود یا [٢٧] شود مͬ نامتقارن آس˼رمن٢۵ ریمانͬ شبه های

.[۴۶] است توجیه قابل روش همین به نیز تخت٢٧ نامعین فضاهای روی متقارن
هموستار با ͷمتری ͷی به ͷی تناظر عدم ریمانͬ شبه های ͷمتری با ارتباط در اساسͬ ویژگͬ ͷی
لوی هموستار ͷی ریمانͬ) شبه یا (ریمانͬ ͷمتری هر با متناظر دانیم مͬ است. چیویتا٢٨ لوی
موضوع این عکس نباشد ٢٩ درام موضعͬ تجزیه دارای خمینه چنانچه دارد. وجود یͺتا چیویتای
ریمانͬ شبه های ͷمتری برای ولͬ است. برقرار ثابت مقداری ضرب حد تا ریمانͬ های ͷمتری برای
وجود هایی ͷمتری موازی٣٠ تبهͽون برداری های میدان وجود دلیل به یعنͬ نیست، برقرار تناظر این
اولیه ͷمتری از ثابتͬ مضرب شͺل به ولͬ کنند مͬ تعریف را چیویتا لوی هموستار همان که دارد
خلاف بر ریمانͬ، شبه های ͷمتری بودن نامعین دلیل به که کرد اشاره باید اینجا در نیستند[٣٩].
دهند. نمͬ نتیجه را موضع٣١ͬ پذیری کاهش موازی تبهͽون های توزیع وجود ریمانͬ، های ͷمتری
این نامند. واکر٣٢ خمینه باشد موازی تبهͽون توزیع ͷی دارای که را ریمانͬ شبه خمینه ͷی
هر گرفتند. قرار مطالعه مورد ١٩۵٠ سال در واکر جفری آرتور توسط بار نخستین ها ͷمتری نوع
این نوشت. مناسب موضعͬ مختصات ͷی از استفاده با استاندارد فرمͬ به توان مͬ را واکر ͷمتری

١٨Geodesic
١٩Space forms with constant sectional curvature
٢٠Self adjoint operator
٢١Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925)
٢٢Degenerate plane
٢٣Degenerate distribution
٢۴Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851)
٢۵Robert Osserman (1926-2011)
٢۶Complete complex Einstein hyper surface
٢٧Indefinite flat space
٢٨Levi-Civita connection
٢٩Local de Rham decomposition
٣٠Parallel degenerate vector field
٣١Local reducibility
٣٢Arthur Geoffrey Walker (1909-2001)
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مورد و شده معرفͬ [۵۶ ،۵۵ ،۵۴] های مرجع در است معروف کانون٣٣ͬ فرم به که استاندارد فرم
ͷی آیا که است این بیاید پیش اینجا در است ممͺن که طبیعͬ پرسشͬ است. گرفته قرار مطالعه

نه. یا است واکر (M, g) ریمانͬ شبه ͷمتری
کامل طور به بعدی چهار سره٣۴ یافته گسترش متقارن فضاهای برای را مساله این رساله این در
نویسنده [٣٧] مرجع در است. شده مطالعه بسیار یافته گسترش متقارن فضاهای نماییم. مͬ بررسͬ
یا ٣۵ͬͺتوپولوژی ناورداهای بررسͬ بدون یعنͬ مقدماتͬ، روشͬ به را یافته گسترش متقارن فضاهای
ریمانͬ یافته گسترش متقارن فضاهای همͽن٣۶روی ساختارهای است. کرده مطالعه پیشرفته جبر
که را یافته گسترش متقارن فضاهای از دسته آن ͷت˼رژی [۵١ ،۵٠] در است. شده بررسͬ [٣٠] در
جبرهای توصیف به و نمود بندی رده هستند، فشرده ساده لͬ های گروه از قسمتͬ خارج صورت به
مرجع در پرداخت. حقیق٣٨ͬ پونتریاگین مشخصه های کلاس محاسبه و حقیق٣٧ͬ کوهمولوژی
هموتوپ نوع یعنͬ هستند، فرمال٣٩ یافته گسترش متقارن فضاهای همه است شده ثابت [٣۶]

شود. مͬ تعیین گویا کوهمولوژی جبر توسط تنها آنها گویای۴٠
هندسͬ خواص ،[١۵] شدند بندی رده کامل طور به یافته گسترش متقارن فضاهای که زمانͬ از
ابر خمیدگ۴٢ͬ[١١]، خواص همͽن۴١[٢١]، های ͷژئودزی است: شده مطالعه آنها درباره بسیاری
جبری۴۴[۵]. ریچͬ های سولیتون ،[٧] برداری های میدان خواصهمساز۴٣ ،[٢٢] موازی های رویه
های میدان وجود تاثیر تحت فضاها این روی برداری های میدان خواصهمساز از برخͬ است گفتنͬ
چهار یافته گسترش متقارن فضاهای بررسͬ به ما ببینید). را [٧]) گیرد مͬ قرار پوچ۴۵ موازی برداری

نماییم. مͬ بندی رده کامل طور به را واکر های ͷمتری و پرداخته بعدی
بعدی چهار یافته گسترش متقارن های ͷمتری همه ،[١۵] مرجع در شده ارائه بندی رده اساس بر
کلاسها بقیه در است لورنتسͬ که C کلاس جز به گیرد. مͬ قرار D و C ،B ،Aکلاس چهار در سره

است. (۰,۴) یا (۲,۲) ،(۴,۰) علامت دارای ͷمتری
ͷمتری همه که دهد مͬ نشان رساله این در واکر ساختارهای مطالعه از آمده دست به های نتیجه
مͺمل تبهͽون توزیع دو دارای D نوع یا B نوع خنثͬ، علامت با A نوع از یافته گسترش متقارن های

٣٣Canonical form
٣۴Generalized symmetric space
٣۵Topological invariants
٣۶Homogeneous structure
٣٧Real cohomology algebras
٣٨real Pontryagin characteristic
٣٩Formal
۴٠Rational homotopy type
۴١Homogeneous geodesics
۴٢Curvature properties
۴٣Harmonic
۴۴Algebraic Ricci soliton
۴۵Null
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نوع از پوچ۴٧ بخشͬ تبهͽون توزیع ͷی دارای متریͺها این از C نوع همچنین هستند. پوچ۴۶ کاملا
ریمانͬ متریͷهایشبه همه نیست، واکر آشͺارا که A نوع ریمانͬ حالت بجر بنابراین است. (۱,۲)

هستند. واکر سره یافته گسترش متقارن
D و B ،A نوع های ͷمتری روی دوگان۴٩ͬ خود پاد و دوگان۴٨ͬ خود ویژگͬ مطالعه به همچنین
خود (پاد) سره یافته گسترش متقارن همدیس ناتخت های خمینه همه که کنیم مͬ ثابت و پرداخته

هستند. B نوع از لزوما دوگان،
شبه فضاهای از دیͽری گروه یافته گسترش متقارن فضاهای هندسͬ های ویژگͬ بررسͬ از پس
این دهیم. مͬ قرار مطالعه مورد ۴ بعد در موسومند، ناکاهش۵٠ͬ همͽن فضاهای به که را ریمانͬ
شده بندی رده A۱, . . . , A۵, B۱, . . . , B۳ گروه قالب۸ در [٢٣] مرجع در کامل طور به فضاها نوع
ارائه ریچ۵١ͬ های سولیتون مطالعه منظور به ها ͷمتری نوع این خمیدگͬ توصیف [٩] در و است
بعد از کاهشͬ نا همͽن های ͷمتری همه که دهد مͬ نشان شده انجام های بررسͬ نتیجه شود. مͬ
نشان دوگانͬ خود پاد و دوگانͬ خود ویژگͬ مطالعه همچنین هستند. واکر فضاهایی A۳ نوع بجز ۴
پاد های ͷمتری و بوده B۱ و A۱ نوع از لزوما دوگان خود و همدیس تخت نا های ͷمتری دهد مͬ

است. B۳ نوع از تنها نیز دوگان خود
است. شده آورده نیازها پیش اول فصل در است: چنین رساله ساختار

های مطالعه به ویژه به پردازیم. مͬ آنها های ویژگͬ و واکر های خمنیه معرفͬ به دوم فصل در
است. شده مختصر ای اشاره ۴-بعدی و ۳ واکر های خمینه روی شده انجام

برای دهیم. مͬ اختصاص ۴-بعدی سره یافته گسترش متقارن فضاهای بررسͬ به را سوم فصل
شود. مͬ ذکر [١۵] مرجع از آنها برای موجود بندی رده فضاها، این تعریف بیان از پس منظور این
ͷمتری از استفاده با لذا است. رساله این در شده انجام تحقیق حاصل فصل این بعدی های بخش
واکر ساختارهای ادامه در و شده محاسبه فضاها این خمیدگͬ و چیویتا لوی هموستار ناوردا۵٢، های
پاد و دوگانͬ خود های ویژگͬ مطالعه کنیم. مͬ بررسͬ سره یافته گسترش متقارن فضاهای روی را
هرمیتͬ پارا ساختارهای تعیین برای آن های نتیجه از و شده بررسͬ بعدی های بخش در دوگانͬ خود

نماییم. مͬ استفاده
بندی رده بیان از پس کنیم. مͬ مطالعه را ۴ بعد از کاهشͬ نا همͽن فضاهای چهارم فصل در
و چیویتا لوی هموستار ناوردا، های ͷمتری لͬ، جبر توصیف به ها ͷمتری نوع این برای موجود

۴۶Totally null degenerate complementary distribution
۴٧Partially null degenerate distribution
۴٨Self-duality
۴٩Anti-self-duality
۵٠Non reductive homogeneous spaces
۵١Ricci solitons
۵٢Invariant
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این های مطالعه نتیجه فصل این بعدی های بخش پردازیم. مͬ فضاها نوع این خمیدگͬ تانسور
پاد و دوگانͬ خود های ویژگͬ و شده انجام بعد بخش در واکر ساختارهای بررسͬ لذا است. رساله
فضاهای روی را هرمیتͬ پارا ساختارهای فصل این پایان در کنیم. مͬ مطالعه ادامه در را دوگانͬ خود

نماییم. مͬ بررسͬ کاهشͬ نا همͽن
برای ریمانͬ شبه های ͷمتری زمینه در باز های مساله از چندی ذکر به را پیوست-آ پایان در

دهیم. مͬ اختصاص آتͬ تحقیقات
چاپ جهت و گردیده تدوین زیر علمͬ های مقاله رساله این در شده انجام های تحقیق اساس بر

است: شده پذیرفته المللͬ بین معتبر مجلات در
1- G. Calvaruso, A. Zaeim, geometric structures over four-dimensional generalized

symmetric spaces, Mediterr. J. Math., DOI 10.1007/s00009-012-0228-y.

2- G. Calvaruso, A. Zaeim, geometric structures of non-reductive homogeneous 4-spaces,

Adv. Geom., accepted.
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۱ فصل

نیازها پیش

ک˼یلر، و هرمیتͬ ساختارهای عملͽرها، ریمانͬ، شبه های ͷمتری شامل نیازها پیش فصل این در
است. شده آورده دوگان خود پاد و دوگان خود های ͷمتری و همͽن فضاهای متقارن، فضاهای
،۴ ،٣۵ ،١٠ ،۴٧ ،۴٠ ،٣٣ ،۵٣ ،١ ،٢٠ ،٢٨ ،٢٧ ،۴٢] های مرجع پایه بر فصل این های مطلب

است. شده بیان [٢۴ ،٢ ،۴١ ،٣٢ ،٢٣

ریمانͬ شبه های ͷمتری ١.١

(اسͺالر) عددی ضرب به را V چنانچه باشد. بعدی m حقیقͬ برداری فضای ͷی V کنید فرض
بردار شود. مͬ گفته اسͺالر برداریضرب فضای ͷی (V, ⟨·, جفت(⟨· به کنیم مجهز ⟨·, ·⟩ ناتبهͽون
یا گون نور و ⟨v, v⟩ < ۰ اگر نامیم گون زمان ،⟨v, v⟩ > ۰ یا v = ۰ اگر نامیم گون فضا را v ∈ V

هرگاه نامند پوچ) یا گون زمان ترتیب (به گون فضا را V Wاز زیرفضای .⟨v, v⟩ = ۰ اگر نامیم پوچ
فضا یͺه بردارهای کره١ شبه باشد. صفر) یا معین منفͬ ترتیب (به معین مثبت W به ⟨·, ·⟩ تحدید

شوند: مͬ تعریف چنین گون زمان و گون
S± = {v ∈ V |⟨v, v⟩ = ±۱}.

چنانکه کرد انتخاب V برای را {ei}mi=۱ پایه توان مͬ
⟨ei, ej⟩ =

{ ۰ i ̸= j,
±۱ i = j.

که i های اندیس تعداد .εi = ⟨ei, ei⟩ دهیم مͬ قرار نامند. مͬ کنج٣ یا یͺه٢ متعامد پایه را پایه این
q = dimV − p دهیم. مͬ نمایش p با و نامیده اسͺالر ضرب فضای شاخص۴ را εi = −۱ آنها برای

١Pseudo sphere
٢Orthonormal
٣Frame
۴Index

١



(p, q) علامت۵ از ضرباسͺالر صورتگوییم این در ،εi = ۱ که دهد مͬ نشان را اندیسهایی تعداد
p = ۱ چنانچه است. فضا برای انتخابشده یͺه متعامد پایه از مستقل اسͺالر علامتضرب است.
،p = q = m

۲ و باشد زوج عددی m صورتیͺه در نامیم. مͬ لورنتس۶ͬ را اسͺالر ضرب m ≥ ۲ و
گوییم. خنث٧ͬ را اسͺالر ضرب

خود را T : V → V عملͽر بͽیرید. نظر در را (V, ⟨·, ·⟩) اسͺالر ضرب فضای .١.١.١ تعریف
هرگاه گویند ٩ الحاق پاد را T همچنین .x, y ∈ V هر برای ⟨Tx, y⟩ = ⟨x, Ty⟩ هرگاه نامند الحاق٨

.x, y ∈ V هر برای ⟨Tx, y⟩ = −⟨x, Ty⟩

برای که b : V × V → R R-خطͬ تابع ͷی از است عبارت V روی متقارن١٠ دوخطͬ فرم ͷی
.b(v, w) = b(w, v) ،v, w ∈ V هر

ͷی به نسبت آن ماتریسͬ فرم اگر فقط و اگر است ناتبهͽون متقارن خطͬ دو فرم ͷی .٢.١.١ لم
باشد. پذیر وارون پایه) هر به نسبت نتیجه در (و پایه

ببینید. را [۴٢] : برهان

تانسوری میدان ͷی از است عبارت M هموار خمینه روی g ͷمتری تانسور ͷی .٣.١.١ تعریف
باشد. ثابت شاخص Mدارای در که چنان (۰,۲) نوع از ناتبهͽون متقارن

آن باشد مخالفصفر که صورتͬ در و ریمانͬ را ͷمتری باشد صفر برابر ͷشاخصمتری چنانچه
شوند. مͬ تعریف خنثͬ و لورنتسͬ های ͷمتری شاخص مقدار به توجه با نامیم. مͬ ریمانͬ شبه را

است عبارت M روی هموستار١١ ͷی باشد هموار ریمانͬ شبه خمینه ͷی M اگر .۴.١.١ تعریف
که چنان D : χ(M)× χ(M) → χ(M) تابع از

باشد، خطͬ C∞(M) ، V به نسبت DVW •

باشد، R-خطͬ ، W به نسبت DVW •

،DV (fW ) = (V f)W + fDVW •
۵Signature
۶Lorentzian
٧Neutral
٨Self adjoint
٩Skew adjoint
١٠Symmetric bilinear form
١١Connection
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هموستار برای V به Wنسبت هموردای١٢ مشتق DVWرا .f ∈ C∞(M) و V,W ∈ χ(M) هر برای
نامند. مͬ D

که چنان دارد وجود یͺتا ∇ هموستار ͷی (M, g) ریمانͬ شبه خمینه هر روی .۵.١.١ قضیه

.[V,W ] = ∇VW −∇WV •

.Xg(V,W ) = g(∇XV,W ) + g(V,∇XW ) •

که زیر همانͬ توسط و نامند Mمͬ روی چیویتا١٣ لوی هموستار را ∇ .X,V,W ∈ χ(M) هر برای
شود. مͬ مشخص است مشهور کزول١۴ رابطه به

۲g(∇VW,X) = V g(W,X) +Wg(X,V )−Xg(V,W )

−g(V, [W,X]) + g(W, [X,V ]) + g(X, [V,W ]).

ببینید. [۴٢]را : برهان

عملͽرها و تانسورها ٢.١

به آنها از هرکدام که است شده تعریف ریمانͬ شبه های خمینه روی بسیاری عملͽرهای و تانسورها
و تانسورها از بسیاری که تانسورها این مهمترین هستند. خمینه خواصهندسͬ کننده بازگو ای گونه

است. ریمان خمیدگͬ تانسور شوند مͬ ساخته آن ͷکم به عملͽرها

ریمان خمیدگͬ تانسور ١.٢.١

،(۱,۳) نوع از تانسوری میدان باشد. ریمانͬ شبه خمینه ͷی (M, g) کنید فرض .١.٢.١ تعریف
خمیدگͬ تانسور را شود مͬ تعریف زیر صورت به که R : χ(M) × χ(M) × χ(M) → χ(M)

نامند. مͬ ریمان١۵
R(X,Y )Z = [∇X ,∇Y ]Z −∇[X,Y ]Z.

شود. مͬ نامیده ریمان خمیدگͬ تانسور های تقارن و است برقرار پایین های رابطه

،R(X,Y ) = −R(Y,X) •

،g(R(X,Y )V,W ) = g(R(V,W )X,Y ) •
١٢Covariant derivative
١٣Levi-Civita connection
١۴Koszul formula
١۵Riemann curvature tensor

٣



،g(R(X,Y )V,W ) = −g(R(X,Y )W,V ) •

.R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = ۰ •

شود: مͬ بیان زیر صورت به نیز بیانکͬ دوم اتحاد است. مشهور بیانک١۶ͬ اول اتحاد به چهارم رابطه

(∇ZR)(X,Y ) + (∇XR)(Y, Z) + (∇YR)(Z,X) = ۰.

صورت به که شود مͬ یاد ریمان خمیدگͬ تانسور عنوان به (M, g)روی (۰,۴) نوع از تانسور از گاهͬ
شود: مͬ ساخته زیر

R(X,Y, Z, T ) = g(R(X,Y )Z, T ).

ریچͬ عملͽر و تانسور ٢.٢.١

روی (۰,۲) نوع از متقارن تانسور باشد. ریمانͬ شبه خمینه ͷی (M, g) فرضکنید .٢.٢.١ تعریف
شود. مͬ نامیده ریچ١٧ͬ خمیدگͬ تانسور شود، مͬ تعریف پایین شͺل به که M

ϱ(X,Y ) = Tr{Z → R(Z,X)Y }.

g(ρ(X), Y ) = ϱ(X,Y ) رابطه از استفاده با (۱,۱) نوع از تانسور ͷی عنوان به ریچͬ عملͽر
از عملͽر ͷی عنوان به تانسور این به توان مͬ که روست آن از ریچͬ عملͽر نام شود. مͬ تعریف
دهیم. مͬ نمایش τ با و نامند اسͺالر١٩ خمیدگͬ را ریچͬ عملͽر اثر١٨ کرد. نگاه χ(M) به χ(M)

عملͽر ͷی نقطه هر در ریچͬ عملͽر که شود مͬ نتیجه آسانͬ به ریچͬ تانسور بودن متقارن از
است. الحاق خود

مقدار ͷی برای ،ϱ = cg هرگاه نامند اینشتین٢٠ͬ خمینه را (M, g) ریمانͬ شبه خمینه تعریف٣.٢.١.
باشد. ͷمتری از ثابتͬ مضرب ریچͬ تانسور یعنͬ .c ∈ R ثابت

برشͬ خمیدگͬ ٣.٢.١

توجه با نامیم. مͬ p نقطه Mدر بر مماس یͷصفحه را TpM مماس فضای از π بعدی دو زیرفضای
اگر فقط و اگر است ناتبهͽون u, v ∈ TpM بردارهای توسط شده تولید πمماس صفحه ٢.١.١ لم به

gp(u, u)gp(v, v)− gp(u, v)
۲ ̸= ۰.

١۶First Bianchi identity
١٧Ricci tensor
١٨Trace
١٩Scalar curvature
٢٠Einstein

۴



مقدار باشد. p ∈ M نقطه در ناتبهͽون مماس صفحه ͷی π = span{u, v} کنید فرض .۴.٢.١ لم
زیر

K(π) =
Rp(u, v, v, u)

gp(u, u)gp(v, v)− gp(u, v)۲

شود. مͬ نامیده π صفحه برش٢١ͬ خمیدگͬ و است π برای u, v پایه انتخاب از مستقل

ببینید. [۴٢]را : برهان

Mو روی آن برشͬ خمیدگͬ هرگاه ثابتاست خمیدگͬ دارای (M, g) ریمانͬ شبه خمینه گویند
.R = ۰ هرگاه نامند تخت٢٢ را آن همچنین باشد. ثابت مقداری مماس های صفحه همه برای

،R = KR۰ اگر فقط و اگر است K ثابت خمیدگͬ دارای (M, g) ریمانͬ شبه خمینه .۵.٢.١ گزاره
که

R۰(X,Y, Z, T ) = g(X,T )g(Y, Z)− g(X,Z)g(Y, T ).

ببینید. [۴٢]را : برهان

ژاکوبی عملͽر ۴.٢.١

رابطه از استفاده با J (u) : TpM → TpM
ژاکوبی٢٣ عملͽر u ∈ TpM بردار برای .۶.٢.١ تعریف

شود: مͬ تعریف زیر
gp(J (u)v, w) = Rp(v, u, u, w).

است. خودالحاق عملͽر ͷی ژاکوبی عملͽر که باشید داشته توجه

.p ∈M و باشد ریمانͬ شبه خمینه ͷی (M, g) کنید فرض .٧.٢.١ تعریف

J (u) مشخصه ای جمله چند هرگاه شود نامیده گون٢۴ فضا آس˼رمن p ∈ M نقطه در (M, g) •

S+
p روی ژاکوبی عملͽر ویژه مقدارهای دیͽر عبارت به یا باشد. u ∈ S+

p بردار از مستقل
باشند. ثابت

J (u) مشخصه ای جمله چند هرگاه است گون٢۵ زمان آس˼رمن p ∈M نقطه در (M, g) گویند •

S−
p روی ژاکوبی عملͽر ویژه مقدارهای دیͽر عبارت به یا باشد. u ∈ S−

p بردار از مستقل
باشند. ثابت

٢١Sectional curvature
٢٢Flat
٢٣Jacobi operator
٢۴Space like Osserman
٢۵Time like Osserman

۵


