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الف�

وردگارا!
ଡایاسارتوୀای تධ෫روଡحه و ॠدد૽نหداিشا৯دঊمଡدبایبا॰دୀایල່ویହور ජ໑ا
گاਗیبا॰دୀایاিساඇඓࢌوਵࣞفاوتسا౻ಶنز৯دਛیऒودودیࢂඟان دণ࣎ماଢایୀایূجارت،ب࢘ૢه

مͬ�کنند، قویتر مرا آنها زیرا متنفرند من از که کسانͬ از سپاس

مͬ�کنند، بزرگتر مرا قلب آنها زیرا دارند دوست مرا که کسانͬ از سپاس

نیست، ماندنͬ ابد تا چیز هیچ که مͬ�آموزند من به آنها زیرا مͬ�کنند ترکم که کسانͬ از سپاس

مͬ�آموزند... من به را دوست واقعͬ معنای آنها زیرا میمانند من با که کسانͬ تمام از سپاس

از سپاس است، سوخته و ساخته من دوری با و ریخته فراق اشͺهای من نبود از که ازمادرم سپاس

دلͽرمͬ�های با که همسرم خانواده از سپاس و مͬ�ماند همراهم شͺیبایی و صبر با همواره که پدر

و است زندگͬ�ام پشتیبان و یار همواره که همسرم، از سپاس بوده�اند. من مشوق همواره بی�پایانشان،

داشته�اند. دوست مرا همیشه که برادرم و خواهر از سپاس

و الاسلامͬ شیخ محمود سید دکتر آقای جناب دلسوزم راهنمای استاد از که مͬ�دانم لازم خود بر

رسیدن ثمر به در که هایشان راهنمایی و کم�ͷها برای خوئیلر رعنا دکتر سرکارخانم مشاور استاد

زحمت قبول که امجدی جعفر دکتر آقای جناب از هم�چنین و داشته�اند عرضه من به پایان�نامه این

همواره برایشان و باشم داشته قدردانͬ و تشͺر نهایت گرفتند، عهده بر را تحقیق این داوری و فرموده

خواستارم. متعال خداوند از را سربلندی و سرافرازی

آتنانصیری

١٣٩١ تیرماه



چͺیده

از S زیرمجموعه باشد. E یال�های مجموعه و V رأس�های مجموعه با گراف ͷی G کنید فرض

ͷی حداقل با V − S از رأس هر هرگاه مͬ�شود نامیده G برای احاطه�گر مجموعه ͷی ،G رأس�های

و نامیده G احاطه�ای عدد را Gگراف احاطه�گر مجموعه ͷی اندازه مͬ�نیمم باشد. مجاور S از رأس

G برای بیرونͬ همبند احاطه�گر مجموعه ͷی ،G از S احاطه�گر زیرمجموعه مͬ�دهند. نشان γ(G) با

بیرونͬ همبند احاطه�گر مجموعه ͷی اندازه مͬ�نیمم باشد. همبند G−S گراف هرگاه مͬ�شود نامیده

مͬ�دهند. نشان γoc(G) با و نامیده بیرونͬ همبند احاطه�ای عدد را G

عدد برای کران�هایی بیرونͬ، همبند احاطه�گر مجموعه�های بررسͬ ضمن پایان�نامه، این در

را بزرگ بیرونͬ همبند احاطه�ای عدد با گراف�هایی همچنین مͬ�کنیم. ارائه بیرونͬ همبند احاطه�ای

عدد برای را ( Nordhaus - Gaddum ) گادوم و نوردهاوس نوع از نامساوی و کرده دسته�بندی

پارامترهای با بیرونͬ همبند احاطه�ای عدد بین رابطه بعلاوه، مͬ�کنیم. ثابت بیرونͬ همبند احاطه�ای

کرد. خواهیم بررسͬ را گراف دیͽر

نوع از نامساوی بیرونͬ، همبند احاطه�ای عدد بیرونͬ، همبند احاطه�گر مجموعه کلیدی: واژه�های

گادوم و نوردهاوس

ب



پیشͽفتار

است. داشته چشمͽیری رشد نیز گراف نظریه کامپیوتر، علوم رشد با همزمان اخیر، سال پنجاه در

مختلف زمینه�های در آن زیاد کاربردهای دلیل به احاطه�ای پارامترهای و احاطه�گر مجموعه�های مفهوم

محققین توجه مورد و بوده برخوردار اهمیتخاصͬ از ͬͺترونیͺال شبͺه�های و کامپیوتر علوم همچون

است. گرفته قرار زیادی

تحت ، ١ جانکیرم و کولͬ توسط ٢٠٠٠ سال در بار اولین بیرونͬ همبند احاطه�ای عدد مفهوم

پارامتر این برای را کران�هایی همͺارش و کولͬ گردید. معرفͬ جداشدنͬ غیر احاطه�ای عدد عنوان

آوردند. بدست

کرده بررسͬ و معرفͬ را بیرونͬ همبند احاطه�ای عدد مستقل طور به سیمن٢، ٢٠٠٧ سال در آن از پس

دسته�بندی را بزرگ بیرونͬ همبند احاطه�ای عدد با گراف�هایی شان٣، جیانگو ٢٠١٠ سال در است.

،diam(G) ≤ ٢ و δ(G) ≥ ٢ اگر که کردند اثبات همͺارانش، و ۴ اخباری ٢٠١١ سال در کردند.

بررسͬ بیرونͬ همبند احاطه�ای عدد بر را یال افزودن تأثیر همچنین آن�ها .γoc(G) ≤ n+ ١
٢ آنگاه

کردند.

بعدی فصل�های در که مͬ�پردازیم قضایایی بیان و تعاریف ارائه به پایان�نامه این اول فصل در

بیرونͬ همبند احاطه�ای عدد برای را کران�هایی دوم فصل در گرفت. خواهند قرار استفاده مورد

با گراف�هایی و مͬ�کنیم پیدا خاص گراف�های از برخͬ برای را عدد این دقیق مقدار و کرده ارائه

بیرونͬ همبند احاطه�ای عدد سوم فصل در مͬ�کنیم. دسته�بندی را بزرگ بیرونͬ همبند احاطه�ای عدد

١ Janakiram, Kulli,
٢Cyman,
٣ Shan, Jiang,
۴Akhbari

پ



ت

پارامتر این برای ۵را وگادوم نوردهاوس نوع نا�مساوی چهارم فصل در و کرده بررسͬ را درخت�ها

کرد. خواهیم بررسͬ

۵Nordhaus - Gaddum
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١ فصل

مقدماتͬ قضایای و مفاهیم

مقدماتͬ مفاهیم ١.١

برای مͬ�توان که دارند وجود فرآیندهایی و مسائل مͬ�دهیم انجام که فعالیت�هایی و روزمره زندگͬ در

عنوان به نمود. استفاده مͬ�کنند، وصل هم به را نقاط تمام یا برخͬ که خطوطͬ و نقاط از آن�ها بیان

بین ارتباط دادن نشان برای و نقاط از مخابراتͬ مراکز دادن نشان برای مخابراتͬ، شبͺه�های در مثال

شͺل�هایی بین در مͬ�کنیم. استفاده مͬ�کنند وصل هم به را نقاط که خطوطͬ از مخابراتͬ مرکز دو

دو یا شده�اند وصل هم به بار چند نقطه دو که، است این دارد اهمیت که آن�چه مͬ�کنیم، رسم که

مسائل حل و نمودارها و اشͺال این مطالعه نه. یا هستند متصل هم به خطͬ توسط مشخص، نقطه

مͬ�شود. منتهͬ گراف مفهوم به �آن�ها به مربوط

از E مجموعه ͷی و رأس، بنام نقاط، از V متناهͬ مجموعه ͷی از G = (V,E) گراف

اعضای تعداد و مرتبه را V اعضای تعداد است. شده تشͺیل یال بنام V روی نامرتب دوتائͬ�های

مͬ�نامند. یͷ(m,n)−گراف را m اندازه و n مرتبه از گراف ͷی مͬ�نامند. G اندازه را E

قرار استفاده مورد بعدی فصل�های در که را گراف نظریه مقدماتͬ مفاهیم برخͬ بخش این در

مͬ�کنیم. تعریف مͬ�گیرند،

منطبق هم بر یال ͷی سر دو اگر باشد. G از یالͬ e = uv هرگاه مجاورند v و u رأس دو

گراف مͬ�نامند. موازی یال�های را یͺسان انتهایی و ابتدا رئوس با یال دو مͬ�نامند. طوقه را آن باشند

است n مرتبه از گرافͬ ،Kn کامل گراف باشد. نداشته طوقه و موازی یال که است گرافͬ ساده،

١



٢ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم .١ فصل

ͷی مͬ�نامند. تهͬ گراف را یال فاقد گراف مجاورند. هم با دلخواه متمایز رأس دو هر آن در که

رأس دو هر بین و مͬ�شود شروع uرأس با که است G یال�های و رأس�ها از دنباله�ای ,u)−گشت، v)

,u)−مسیر v)ͷی مͬ�یابد. خاتمه v رأس با دنباله این و مͬ�گیرد قرار آن�ها متناظر یال دنباله، متوالͬ

v١, e١, v٢, e٢, v٣, e٣, v۴, e۵, v٢ ،١.١ شͺل در ندارد. تکراری رأس که است ,u)−گشتͬ v) ،G در

تعداد است. ,v١)−مسیر v۴)ͷی v١, e١, v٢, e٢, v٣, e٣, v۴ حالͬ�که در نیست. مسیر استکه گشتͬ

رئوسمتوالͬ با تنها یͷمسیر برایسادگͬ، پایان�نامه این در مͬ�نامند. مسیر طول را یال�هاییͷمسیر

مͬ�شود. داده نشان آن

Gگراف :١.١ شͺل

است. G در ,u)−مسیر v) ͷی طول مͬ�نیمم برابر ،dG(u, v) ،G از v و u رأس دو بین فاصله

G گراف .dG(u, v) = ∞ مͬ�کنیم تعریف نباشد، ,u)−مسیری v) هیچ شامل G که صورتͬ در

نامیده ناهمبند نباشد همبند که گرافͬ باشد. موجود مسیری آن از رأس دو هر بین هرگاه است همبند

حاصل گراف آن، از دلخواه رأس k − ١ حذف با هرگاه مͬ�نامند k−همبند را G گراف مͬ�شود.

و نامیده G کمر را G در دور کوتاهترین طول گویند. یͷدور را G در بسته مسیر ͷی باشد. همبند

مͬ�دهند. نشان g(G) با

باشند. گراف دو H و G کنید فرض مͬ�نامند. درخت را باشد نداشته دور که همبندی گراف

و V (H) = V (G) اگر مͬ�نامند. G زیرگراف را H آنگاه E(H) ⊆ E(G) و V (H) ⊆ V (G) اگر

را باشد درخت که G فراگیر زیرگراف مͬ�نامند. G فراگیر زیرگراف را H آنگاه ،E(H) ⊆ E(G)

G در یال�هایی از متشͺل آن یال�های مجموعه و بوده Gزیرگراف H هرگاه مͬ�نامند. فراگیر درخت

G[V (H)] نماد با و نامیده G القایی زیرگراف را H آنگاه باشند V (H) در آن�ها انتهای دو که باشد



٣ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم .١ فصل

S زیرمجموعه مͬ�نامند. آن همبندی مؤلفه را گراف ͷی ماکسیمال همبند زیرگراف مͬ�دهند. نشان

مستقل مجموعه مͬ�شود. نامیده G از مستقل یͷمجموعه نباشند، مجاور آن رأس دو هیچ که V از

ماکسیمم و نباشد موجود S شامل G در مستقلͬ مجموعه هیچ هرگاه است ماکسیمال ،G در S

مجموعه ͷی رئوس تعداد نباشد. موجود |S| < |S ′| شرط با S ′ مستقل مجموعه هیچ هرگاه است

فرضکنید مͬ�شود. داده نمایش α(G) با و نامیده G استقلال عدد را Gگراف در ماکسیمم مستقل

گویند، G گراف رأسͬ برش ͷی را D این�صورت در باشد. همبند گراف ͷی G و D ⊆ V (G)

آن در که را G از D رأسͬ برش ͷی اندازه مͬ�نیمم باشد. مؤلفه ͷی از بیش دارای G − D هرگاه

،G گراف مͬ�دهند. نشان κ(G) با و نامیده G همبندی عدد باشد بدیهͬ گراف یا ناهمبند G −D

باشد. k حداقل آن همبندی عدد اگر است k−همبند

مͬ�دهند نشان NG(v) با و نامیده v باز ͬͽهمسای را G در vرأس با مجاور رئوس تمام مجموعه

G در v رأس درجه را |NG(v)| .NG[v] = NG(v) ∪ {v } از است عبارت v بسته ͬͽهمسای و

رأس منفرد، رأس را صفر درجه رأس ،n مرتبه از G گراف در مͬ�دهند. نشان deg(v) با و نامیده

برگ ͷی همسایه تنها مͬ�نامند. فراگیر رأس را n−١ درجه رأس و انتهایی رأس برگیا را ͷی درجه

∆(G) و δ(G) با ترتیب به را G گراف در درجه ماکسیمم و درجه مͬ�نیمم مͬ�نامند. اتکا رأس را

مͬ�کنند تعریف زیر صورت به و داده نشان

δ(G) = min{deg(v) : v ∈ V (G)},

∆(G) = max{deg(v) : v ∈ V (G)}.

ͬͽهمسای و NG(S) =
∪

v∈S NG(v) از است عبارت S باز ͬͽهمسای آنگاه ،S ⊆ V (G) اگر

،v ∈ S رأس هر برای .NG[S] = NG(S) ∪ S از است عبارت S بسته

NS(v) = NG(v) ∩ S.

از است عبارت ،Pn[u, S] ،S به نسبت u خصوصͬ ͬͽهمسای .u ∈ S و S ⊆ V (G) کنید فرض

Pn[u, S] = NG[u]−NG[S − {u}].
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باشد. ناهمبند G− v هرگاه گوییم برشͬ رأس را Gگراف از v رأس

شود مͬ تعریف زیر صورت به ،ecc(v) ،v رأس مرکزگریزی آنگاه v ∈ V (G) اگر

ecc(v) = max{dG(v, x) : x ∈ V (G)}.

از درختͬ ،Pn مسیر .diam(G) = max{ecc(v) : v ∈ V (G) } از است عبارت G گراف قطر

در که V = V١
∪

V٢ هرگاه، مͬ�نامند دوبخشͬ را G = (V,E)گراف است. n−١ قطر با n مرتبه

باشد. V٢ در انتها ͷی و V١ در انتها ͷی دارای G یال هر و V١
∩
V٢ = ∅ ،V٢ ̸= ∅ ،V١ ̸= ∅ آن

از عضو هر با V١ عضو هر و |V٢| = n و |V١| = m آن در که V٢ و V١ بخش�های با دوبخشͬ گراف

گراف�های مشابه طور به مͬ�دهند. نشان Km,n با و نامیده کامل گرافدوبخشͬ را است مجاور V٢

قطر با درخت و ستاره را K١,n ویژه به مͬ�شوند. تعریف کامل چندبخشͬ گراف�های و چندبخشͬ

T مرکز برگ غیر رأس آنگاه باشد، مضاعف ستاره یا ستاره T اگر مͬ�نامند. مضاعف ستاره را ٣

مͬ�باشد.

همراه w جدید رأس افزودن و uv یال حذف از است عبارت uv یال کردن زیرتقسیم از منظور

با که درختͬ مͬ�شود. زیرتقسیم ی�ͷبار حداکثر گراف ͷی در یال هر .wv و uw جدید یال دو با

مͬ�شود. نامیده سالم عنکبوت مͬ�آید، بدست ستاره یال�های تمام کردن زیرتقسیم

زیرمجموعه�ای ،G از یͷخوشه مͬ�باشد. k برابر آن رأس هر درجه که است گرافͬ گرافk−منتظم

ماکسیمم خوشه ͷی رأس�های تعداد باشد. کامل گراف G[S] طوری�که به است V (G) از S مانند

مͬ�دهند. نشان ω(G) با و نامیده G خوشه�ای عدد را G از

مͬ�شوند. نامیده این�صورتمستقل غیر در و مجاور باشند، مشترک رأس ͷی در که یال دو

مانند دوسویی نگاشتͬ هرگاه مͬ�دهند نشان G ∼= H با و نامیده یͺریخت را H و G گراف دو

یالͬ θ(u)θ(v) اگر تنها و اگر است G در یالͬ uv به�طوری�که باشد موجود θ : V (G) −→ V (H)

V (G) و Gگراف نسخه ͷی از که است گرافͬ ،G◦H ،H و Gگراف دو تاجͬ گراف Hباشد. در

متصل H از نسخه jامین رئوس تمام به Gرأس jامین آن در و است شده تشͺیل H گراف از نسخه

مͬ�آید. بدست H رأس هر به آویز یال ͷی افزودن از که است گرافͬ G = H ◦K١ تاج است.
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و V (G١) ∪ V (G٢) رئوس مجموعه با گرافͬ ،G١ ∪ G٢ ،G٢ و G١ مجزا گراف دو اجتماع

مجموعه با گرافͬ ،G١+G٢ ،G٢ گرافG١و دو الحاق است. E(G١)∪E(G٢) یال�های مجموعه

E(G١)∪E(G٢)∪{uv|u ∈ V (G١), v ∈ V (G٢) } یا�ل�های مجموعه و V (G١)∪V (G٢)رئوس

،G گراف مͺمل مͬ�نامند. پره n با ،Wn یͷچرخ، را K١ گراف و Cn دور الحاق ویژه، به است.

.uv ̸∈ E(G) اگر تنها و اگر uv ∈ E(Ḡ) و V (Ḡ) = V (G) آن در که است گرافͬ ،Ḡ

احاطه�گر مجموعه�های و احاطه�گر مجموعه�های بر مقدمه�ای ٢.١
همبند

مͬ�پردازیم. همبند احاطه�ای عدد و احاطه�ای عدد مورد در قضایایی اثبات و بیان به بخش این در

هر هرگاه مͬ�شود نامیده احاطه�گر مجموعه ͷی ،G گراف در S ⊆ V مجموعه .١.٢.١ تعریف

اندازه کوچͺترین برابر ،γ(G) ،Gاحاطه�ایگراف عدد باشد. مجاور ،S از رأسͬ با V (G)−S رأس

مͬ�نامند. γ(G)−مجموعه را γ(G) اندازه با احاطه�گر مجموعه ͷی مͬ�باشد. احاطه�گر مجموعه ͷی

مͬ�شود نامیده همبند احاطه�گر مجموعه ͷی ،G گراف در S ⊆ V مجموعه .٢.٢.١ تعریف

G همبند احاطه�ای عدد باشد. همبند G[S] القایی زیرگراف و بوده احاطه�گر مجموعه ͷی S هرگاه

همبند احاطه�گر مجموعه ͷی است. همبند احاطه�گر مجموعه ͷی اندازه کوچͺترین برابر ،γc(G) ،

مͬ�نامند. γc(G)−مجموعه را γc(G) اندازه از

۴ همبند احاطه�ای عدد و ٢ احاطه�ای عدد با گراف ͷی :٢.١ شͺل

احاطه�گر مجموعه ͷی {e, f, g, h } و مͬ�نیمم احاطه�گر مجموعه ͷی {a, g } ،٢.١ شͺل در
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.γc(G) = ۴ و γ(G) = ٢ لذا مͬ�باشد. مͬ�نیمم همبند

برای اگر فقط و اگر است G از مͬ�نیمم احاطه�گر مجموعه ͷی S احاطه�گر مجموعه .٣.٢.١ گزاره

باشد: برقرار زیر شرایط از ͬͺی v ∈ S رأس هر

باشد؛ S از منفرد رأس ͷی v .١

باشد. موجود NG(u) ∩ S = {v } شرط با u ∈ V − S رأس .٢

،v ∈ S رأس هر برای این�صورت در باشد. G مͬ�نیمم احاطه�گر مجموعه ͷی S فرضکنید برهان.

وجود V −S ∪{v } در u چون رأسͬ بنابراین نمͬ�باشد. G برای احاطه�گر مجموعه ͷی S−{v }

v آن در که u = vاین�صورت در است. نشده احاطه S−{v } مجموعه از رأسͬ هیچ توسط که دارد

S توسط نشود، احاطه S−{v } مجموعه بوسیله�ی u اگر .u ∈ V −S یا است S در یͷرأسمنفرد

.NG(u)∩S = {v } یعنͬ بود، خواهد مجاور S در v رأس با فقط uرأس آنگاه شد، خواهد احاطه

شرط دو از ͬͺی ،v ∈ S رأس هر برای و است احاطه�گر مجموعه ͷی S کنید فرض بالعکس،

ͷی S که کنید فرض است. مͬ�نیمم احاطه�گر مجموعه ͷی S که مͬ�دهیم نشان باشد. برقرار فوق

ͷی S − {v } به�طوری�که دارد وجود v ∈ S رأس این�صورت در نباشد، مͬ�نیمم احاطه�گر مجموعه

اول شرط که است مجاور S − {v } در رأس ͷی حداقل با v بنابراین، است. احاطه�گر مجموعه

با V − S در رأس هر آنگاه باشد، احاطه�گر مجموعه ͷی S − {v } اگر همچنین نیست. برقرار

از کدام هیچ نتیجه در نیست. برقرار دوم شرط یعنͬ است، مجاور S − {v } در رأس ͷی حداقل

� است. تناقض ͷی این و نبوده برقرار شروط

. n(G)

١+△(G)
≤ γ(G) ≤ n−∆(G) ،G گراف هر برای .۴.٢.١ لم

مجموعه ͷی V (G)−NG(v)این�صورت در (G)∆باشد. درجه ماکزیمم با رأسͬ v گیرید برهان.

.γ(G) ≤ n−∆(G) لذا و است G از احاطه�گر

لذا .V (G) =
∪

v∈S NG[v]این�صورت در باشد. G در γ−مجموعه ͷی S گیرید حال

n(G) = |V (G)| ≤
∑
v∈S

|NG [v ]| ≤ |S||(∆(G) + ١)|

� است. تمام برهان و
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.γc(G) = n−εT (G) ≤ n−٢ آنگاه باشد، n(G) ≥ ٣ با همبند گراف ͷیG اگر .۵.٢.١ قضیه

است. G گراف از T فراگیر درخت هر در آویز یال تعداد ماکزیمم εT (G) آن در که

رئوس مجموعه L و بوده انتهایی رأس εT (G) با G گراف فراگیر درخت T کنید فرض برهان.

یعنͬ مͬ�باشد رأس n− εT با همبند احاطه�گر مجموعه ͷی T − Lاین�صورت در باشد. انتهایی

γc(G) ≤ n− εT (G).

زیرگراف نتیجه در است، همبند G[S] چون باشد. مجموعه −γc ͷی S کنید فرض بالعکس،

کردن اضافه از حاصل ،G از T فراگیر درخت است. Ts مانند فراگیر درخت ͷی G[S]شامل القایی

در رأس ͷی به دقیقاً V − S در رأس هر کردن وصل و Ts به V − S از باقیمانده رأس n− γc(G)

εT (G) ≥ n− γc(G) نتیجه در دارد. انتهایی رأس n− γc(G) حداقل T حال بͽیرید. نظر در را S

است. برقرار حͺم ،εT (G) ≥ ٢ چون .γc(G) = n− εT (G) نتیجه، در .γc(G) ≥ n− εT (G) یا

�

تعداد l(T ) آن در که ،γc(T ) = n− l(T ) آنگاه باشد، رأس n > ٣ با درختͬ T اگر .۶.٢.١ نتیجه

است. T درخت برگ�های

مͬ�باشد. T برشͬ رئوس همه از متشͺل T درخت ͷی همبند احاطه�گر مجموعه .٧.٢.١ تبصره

این، بر علاوه . n

△(G) + ١ ≤ γc(G) ≤ ٢m − n ،G همبند گراف هر برای .٨.٢.١ قضیه

G اگر فقط و اگر γc(G) = ٢m − n و △(G) = n − ١ اگر فقط و اگر n

△(G) + ١ = γc(G)

باشد. مسیر ͷی

،�۵.٢.١ قضیه بنابر مͬ�شود. نتیجه ۴.٢.١ لم از پایین کران ،γ(G) ≤ γc(G) چون برهان.

γc(G) ≤ n− ٢ = ٢(n− ١)− n.

.γc(G) ≤ ٢m− n لذا و m ≥ n− ١ درنتیجه است همبند G چون

.γc(G) = n−٢ = ٢(n−١)−n = ٢m−n ،۶.٢.١ نتیجه بنابر آنگاه باشد، Gیͷمسیر اگر

،٢m − n ≤ n − ٢ ،۵.٢.١ قضیه بنابر این�صورت در .γc(G) = ٢m − n کنید فرض بالعکس،


