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  و تاریخچه مقدمه: فصل اول  .1

  مقدمه 1. 1

تر و  هاي کامپوزیتی سبک هاي سنگین فلزي به تدریج با سازه سازه ،امروزه در علم مهندسی

الیاف تقویت شده کامپوزیتی به طور وسیعی در صنایع . اند با استحکام بالاتر جایگزین شده

توان  مواد کامپوزیتی را می. گیرند اي، زیردریائی و عمران مورد استفاده قرار می هوافضا، هسته

تواند شامل چگالی پائین، استحکام و سفتی  هاي مواد که می براي دستیابی به ترکیبی از ویژگی

هاي مطلوب باشد،  ، مقاومت به شوك حرارتی و سایر ویژگیبالا، میرایی بالا، مقاومت شیمیائی

  . به طور دقیق طراحی کرد

معمولاً براي  که ،شوند اي شناخته می هاي مهم سازه تیرها معمولاً به عنوان یکی از المان

هاي مدرن مهندسی مورد استفاده  مقاومت در برابر کشش، فشار و خمش در بسیاري از سازه

ر قطعات وسائل دهاي سبک حمل کننده بار  رهاي کامپوزیتی به عنوان سازهتی .گیرند قرار می

علاوه بر این، بسیاري از . کنند عمل می هاي عمرانی و مکانیکی ها، سازه بیلنقلیه فضائی، اتوم

توان به صورت یک تیر  را می ها و ملخ هلیکوپتر اي مانند بال هواپیما، پره توربین عضوهاي سازه

  .یل نمودمدلسازي و تحل

. توانند نوسان کنند تمام اجسامی که داراي دو پارامتر جرم و کشسانی هستند، میبطور کلی 

کنند و در طراحی معمولاً باید  اي ارتعاش می هاي صنعتی تا اندازه ها و سازه از اینرو اغلب ماشین

  .رفتار نوسانی آنها در نظر گرفته شود

 فنیتئوري و  بعدي داراي اهمیت زیادي از نظریک هاي پیوسته  مسئله ارتعاشات سیستم

هاي پیوسته یک بعدي، به  مسئله ارتعاشات تیرها به عنوان یک مدل ساده از سیستم. است
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بسیاري در چند دهه  ز موضوعات مهم تبدیل شده و توجهها به یکی ا دلیل کاربرد روز افزون آن

  .اخیر به آن اختصاص یافته است

ارتعاشات وجود دارد که ارتعاشات آزاد و ارتعاشات اجباري نامیده  دو دسته بندي کلی براي

 از حالت تعادل اولیه خارج شده و دهد که سیستم ارتعاشات آزاد وقتی روي می ].1[شوند می

تحت کنش نیروهاي ذاتی خود سیستم نوسان کند و نیروهاي تحریک خارجی وجود نداشته 

این . کند ا یک یا چند فرکانس طبیعی نوسان میسیستمی که ارتعاشات آزاد دارد ب. دنباش

  .شوند ها خواص سیستم دینامیکی هستند که با توزیع جرم و سفتی آن تعیین می فرکانس

اي  که تحلیل آن از اهمیت ویژه ،هاي ارتعاشات است ارتعاشات اجباري یکی دیگر از شاخه

گیرد، سیستم با همان  وقتی یک سیستم تحت تأثیر تحریک هارمونیک قرار می. برخوردار است

منابع معمول تحریک هارمونیک عبارت از نامیزانی در . کند فرکانس تحریک نوسان می

و حرکت  شوند هاي رفت و برگشتی ایجاد می هاي چرخان، نیروهایی که توسط ماشین ماشین

در صورت بروز  توانند براي ماشین نامطلوب باشند زیرا ها می این تحریک. باشند خود ماشین می

از طرف .  شود هاي نوسانی بزرگ، عملکرد این تجهیزات یا ایمنی سازه دچار آسیب می دامنه

هاي طبیعی سیستم برابر شود حالت تشدید روي  دیگر اگر فرکانس تحریک با یکی از فرکانس

هاي بزرگی مثل  شکست سازه. خطرناك روي دهد و هاي بزرگ دهد و ممکن است نوسان می

از . تواند بر اثر تشدید روي دهد ها یا بال هواپیماها از جمله حوادثی است که می ها، ساختمان پل

به . هاي بزرگ جلوگیري شود ها باید از تشدید، و همچنین از ایجاد دامنه اینرو در اغلب حالت

به علت خستگی در اثر ارتعاش در  گاز هاي توربین یکی از دلایل مهم شکست پرهن مثال عنوا

بنابراین باید مودهاي ارتعاشی که پره در آنها در حالت تشدید . ]2[ باشد محدوده تشدید پره می

توان به  با انجام آنالیز مودال روي پره می. گیرد شناسایی شده و از آنها دوري شود قرار می

از تشدید، افزایش راندمان توربین و عملکرد بهتر در اثر کنترل  دوريح پروفیل پره جهت اصلا

عمر بیشتر پره و هزینه پائین  این امر سبب .دست یافت هاي پره تحت تأثیر ارتعاش تغییرشکل

براي استفاده بهینه از آنها اهمیت  ها ماشینرفتار  بحث درباره .شود میتعمیر یا تعویض پره 

دور موتور و شوند با توجه به  به عنوان نمونه موتورهایی که روي بال هواپیما نصب می .رددا

سازي  همچنین براي شبیه. نندتوانند بار هارمونیکی را به سازه بال القا ک می ،فرکانسی که دارند
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 تحلیلبر روي پایداري سازه پل، معمولاً  وسائل نقلیههایی مانند پل و بررسی اثر عبور  سازه

  .گیرد ی، مورد استفاده قرار م1بار متحرك تحتارتعاشات اجباري 

این تحریک معمولاً بر اثر . ندسی با تحریک هارمونیک روبرو هستندهاي مه اغلب سیستم

ک اگرچه تحریک هارمونیک خالص کمتر از تحری. شود یزانی ماشین آلات چرخان ایجاد مینام

رفتار سیستمی که تحت تأثیر تحریک هارمونیک دهد، فهم  تناوبی و انواع دیگر آن روي می

به دست  تر تحریک توان پاسخ سیستم را به انواع کلی زیرا به کمک آن می ،ست ضرورت داردا

. تواند به صورت نیرو یا تغییرمکان یک نقطه از سیستم باشد تحریک هارمونیک می. آورد

  ].1[نوسانی است هاي چرخان یک منبع معمولی براي تحریک  نامیزانی در ماشین

 مطالعهبه  ارتعاشات توان گفت سهم بیشتري از تحقیقات صورت گرفته در زمینه می

اند و کارهاي مطالعاتی کمتري در زمینه تحلیل ارتعاشات اجباري  ها پرداخته ارتعاشات آزاد سازه

هاي  ها تحت بارگذاري ه در اکثر کاربردهاي صنعتی، سازهبا توجه به اینک. صورت گرفته است

گیرند، تحقیق و مطالعه در  هاي تصادفی قرار می هارمونیک ناشی از نامیزانی جرم و یا بارگذاري

  . زمینه ارتعاشات اجباري از اهمیت خاصی برخوردار است

و  تحت شرایط عملیاتی شدید هستند اند، بهینه طراحی شده طور که به ییها اکثر سازه

براي نوسانات کوچک و با فرض بروز خیزهاي . کنند هاي ارتعاشی بزرگی را تجربه می دامنه

تواند به طور دقیق با معادلات و شرایط مرزي  پذیر می کوچک، پاسخ یک جسم تغییرشکل

در حالی که، با افزایش دامنه نوسانات، اثرات غیرخطی اهمیت پیدا . خطی توصیف شود

مدل کرد شامل با تئوري ارتعاشات خطی آنها را توان  که می یارتعاش هاي پدیده. کنند می

هاي  هاي طویل، بال هواپیما، پره ارتعاشات با دامنه کوچک اشیاء طویل و باریک مثل پل

هاي معینی  از طرف دیگر پدیده. هستندهاي انعطاف پذیر  شافت 2حرکات چرخشیهلیکوپتر و 

غیر قابل توصیف  عوامل غیرخطی موجود در سیستمشوند که بدون درنظرگرفتن  مشاهده می

پره با هوا و بین شافت و یاتاقان کنش بین پل و فنداسیون، بین  در واقع برهم. هستند

دهند که براي توصیف آنها باید  هاي غیرخطی رفتارهایی را نشان می سیستم. غیرخطی هستند

  .هاي غیرخطی استفاده نمود از تئوري

                                                        
1
 Moving load 

2
 whirling 
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 به عوامل تواند می هاي ارتعاشی بزرگ، علاوه بر دامنهها،  در سازه خطیغیرعوامل بروزرفتار 

  .تقسیم شود یا ساختاري، نیروهاي حجمی و یا اصطکاك مادي هندسی، اینرسی،

هاي بزرگ است که منجر به رابطه  طور کلی غیرخطی هندسی ناشی از تغییرشکل به

، 1توسط کشش غیر خطی تواند غیرخطی هندسی می. شود جابجایی می-غیرخطی کرنش

کشش غیرخطی . اد شودایج هاي بزرگ کرنش اي و هاي سازه المان بزرگ هاي انحناها و دوران

که  اي باشد ی آن به گونهگاه در صورتی که شرایط تکیه پذیر، صفحه میانی یک جسم تغییرشکل

این . شود می، با ارتعاشات عرضی آن توأم کند هاي آن را محدود نقاط انتهایی و یا لبه حرکت

اگر ارتعاشات با دامنه . دگرد رنش و جابجایی میرابطه غیرخطی بین کایجاد کشش منجر به 

کارگیري رابطه غیرخطی بین انحنا و جابجایی  هبزرگ با تغییرات بزرگ در انحنا همراه باشد، ب

. هاي متمرکز یا توزیع شده هستند غیرخطی اینرسی ناشی از حضور جرم اثرات. ضروري است

نیروي . دهد ، رخ میباشند ها ها توابع غیرخطی از کرنش که تنش نیز در صورتی غیرخطی مادي

، مانند اصطکاك خشکباشد، تابع غیرخطی از جابجائی و سرعت  نیز در صورتی که اصطکاك

  ].3-4[تواند منجر به بروز رفتار غیرخطی گردد می

اي حاکم یا شرایط مرزي و یا  معادلات دیفرانسیل پاره در ممکن است  غیرخطی هاي مؤلفه

غیرخطی ظاهر شده در این معادلات بستگی به دستگاه مختصات  شکل. هر دو ظاهر شوند

هایی از شرایط مرزي غیرخطی  مثال. دارد استفاده شده و جهت نیروهاي حجمی مانند گرانش

  .]3-4[ل هستندو قیود وابسته به تغییرشک در سیالات 2شامل سطوح آزاد

  مروري بر مطالعات انجام شده 2. 1

 گرفتهمطالعات بسیاري توسط محققین انجام  تیرهاي فلزي و کامپوزیتی زمینه ارتعاشات در

هاي انجام شده مربوط به حوزه ارتعاشات آزاد  اکثر پژوهشهمانطور که پیشتر ذکر شد، . است

متري را به خود اختصاص داده بوده و مطالعات صورت گرفته روي ارتعاشات اجباري سهم ک

در زمینه ارتعاشات غیرخطی از نوع  از طرف دیگر، در بیشتر تحقیقات صورت گرفته. است

ها کوچک در نظر گرفته  یات فون کارمن استفاده شده است که طبق آن کرنشاز فرض هندسی

  .شوند می

                                                        
1
 Nonlinear stretching 

2
 Free surfaces 



5 

 

 

گردد که در  برمی] 5[ یگرگاه ساده به کار کرِ ات با دامنه بزرگ تیرهاي با تکیهمطالعه ارتعاش

 حل سپس .اي حاکم به معادلات دیفرانسیل معمولی کاهش یافتند آن معادلات دیفرانسیل پاره

به طور مشابه . به دست آمد 2با استفاده از تقریب تک پارامتري 1به صورت توابع بیضوي آنها

 پروسهولا حلی را بر پایه گاه ل ت با دامنه بزرگ تیرهایی با تکیهبراي مسئله ارتعاشا] 6[ن رجِبِ

ریتز را براي -ریلی روش] 7-8[ سرینیواسان. هاي پیوسته ارائه کرد کلاسیک مکانیک سیستم

عاشات آزاد و اجباري تیرها حل معادلات دیفرانسیل غیرخطی حاکم بر تعادل دینامیکی براي ارت

اي  ادله دیفرانسیل پارهمحققان قبلی قادر بودند مع. به کار گرفت گاه ساده هاي با تکیه و ورق

غیرخطی حاکم را به یک معادله دیفرانسیل غیرخطی معمولی بر حسب تابع مجهولی از زمان 

کاهش دهند و با استفاده از تقریب تک پارامتري، حل معادله دیفرانسیل معمولی را بر حسب 

را به  w(x,t)گالرکین، حل - سرینیواسان با استفاده از پروسه ریتز]. 7[توابع بیضوي بنویسند

),(),(صورت txCtxw nn  انتخاب کرد کهnC توابع. اي از پارامترهاي مجهول است مجموعه 

n گالرکین به طور کلی -روش ریتز. انتخاب شده باید شرایط مرزي نیروئی مسئله را ارضا کنند

براي تقریب تک پارامتري، معادله . شود می nC حسب منجر به یک دستگاه معادلات جبري بر

  ].7[کند فرکانس مطلوبی را فراهم می-نهائی از مرتبه دو است که روابط دامنه

ها تحت  دیگر به مطالعه ارتعاشات آزاد و اجباري تیرها و ورق تحقیقیسرینیواسان در 

اي در  هاي چنین اعضاء سازه گاه وقتی که تکیه. استارتعاشات با دامنه نسبتاً بزرگ پرداخته 

همین . شود باشند، یک تنش غشائی در این اعضاء القاء می) بدون حرکت(ثابت  ،حین خمش

  ].8[در نظرگرفته شده است پژوهش اوتنش غشائی به عنوان منبع غیرخطی بودن در 

ابسط داد از روش اختلال را براي شرایط مرزي مختلف با استفاده مطالعات خود] 9[نونس .

هایی که به صورت تقریبی با استفاده از جداسازي متغیرها به صورت ترکیبی از  طبق نظر او حل

شدند براي شرایط مرزي ساده کاربرد  در نظر گرفته می (t)و متغیر زمان  (x)متغیر مکان 

این روش براي تیر با  ازاو . داشتند و براي سایر شرایط مرزي باید از روش اختلال استفاده کرد

 ،کردن از اینرسی نظر صرفبا . ساده استفاده کرد -یردار و گیردارگ-گاهی گیردار شرایط تکیه

توسط دیگر  با معادله به دست آمده هاي ثابت گاه معادله حرکت یک تیر یکنواخت با تکیه

                                                        
1
 Elliptic functions 

2
 One-term approximation 
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یا تیرهایی که  هاي میانی گاه ارتعاشات غیرخطی تیرها با تکیه. استمشابه  ]7[ پژوهشگران

  ].9[تواند به صورت مشابه تحلیل شود  می است، انتهاي آنها به صورت الاستیک مهار شده

. ارائه کرد فرمولاسیون المان محدود را براي ارتعاشات دامنه بزرگ تیرها و ورق ها] 10[می 

ن ثابت شده و نیروي محوري میانگین در طول الما نظر صرفدر کار او، از تغییر شکل محوري 

  .فرض شده است

معادلات مودال را براي ارتعاشات غیرخطی تیرها، ] 11[پاندلاي و ستیمورتی 1973در سال 

 و تفاوت موجود در ندها با استفاده از معادلات لاگرانژ توسعه داد ها و پوسته ها، حلقه ورق

آنها با توجه به . ردندها را برجسته ک ها و پوسته حلقهها،  ورق طبیعت معادلات مودال براي تیرها،

این مطلب که در اکثر تحقیقات صورت گرفته روي ارتعاشات خمشی با دامنه بزرگ تیرها و 

ها  ها و پوسته و در مورد حلقه) افزایش فرکانس با دامنه(ها، غیرخطی از نوع سخت شونده  ورق

دلات مودال این است، این موضوع را با معا) کاهش فرکانس با دامنه(از نوع نرم شونده بوده 

نی از ساختار دف اصلی پژوهش آنها به دست آوردن دید روشه. اي نشان دادند اعضاء سازه

 بندي پیکرهي به دست آوردن معادلات از آنها برا .هاي مختلف بوده است معادلات مودال سازه

آنگاه به این نتیجه رسیدند که اگر یک ورق مسطح تقویت شود، لاگرانژ استفاده کردند و 

توان انتظار داشت که ورق تقویت شده، درجه بالاتري از غیرخطی از نوع سخت شونده را  می

توان چنین رفتاري را  از پوسته  به طور مشابه می. نسبت به ورق تقویت نشده از خود بروز دهد

حلقوي تقویت شود،  هايفریماگر پوسته با اعضاء طولی و . تقویت شده با حلقه انتظار داشت

ها در غیر  در حالی که حلقه ،سهیم خواهند شد اعضاء طولی در غیرخطی از نوع سخت شونده

قیق هر نوع غیرخطی به طوري که تأثیر نهایی به اندازه د ،خطی نرم شونده سهیم خواهند شد

  ].11[ها و اعضاء طولی بستگی خواهد داشت  مربوط به حلقه

مسائل ارتعاشات غیرخطی با تأثیرات  از روش تقریبی براي] 12[ریفیلد 1975در سال 

نیز ارتعاشات ] 13[و همکارانش  رائو .شرایط مرزي مختلف استفاده نمود غیرخطی مادي با

ها را مطالعه کردند و براي تیرها تغییرشکل برشی و اینرسی دورانی را در  غیرخطی تیرها و ورق

جابجائی -روابط کرنش نشده و ، تغییرشکل محوري در نظرگرفتهمعادلات آنهادر . نظر گرفتند

تیرهاي با جابجایی غیرخطی براي -روابط کرنشدر پژوهش آنها . اند سازي شده غیرخطی، خطی

  .است  ارائه شدهبا درنظرگرفتن تغییرشکل برشی ه ساده و گیردار گا تکیه
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ارتعاشات غیرخطی روي تیرها و  همسئل1976در سال ] 14[ راجو و همکارانشدر ادامه 

و اینرسی  1اي ریتز و با درنظرگرفتن تغییرشکل درون صفحه- را با استفاده از روش ریلی ها ورق

نشان نتایج پژوهش آنها . جابجایی بررسی کردند - سازي رابطه کرنش خطی از استفادهو با 

اي و اینرسی در جهت کاهش غیرخطی  ثیر تغییر شکل طولی یا درون صفحهکه تأ دهد می

هاي نازك تأثیرات  علاوه بر این براي تیرهاي باریک و ورق. دامنه است-فرکانسبودن در رابطه 

اشات خمشی با دامنه بزرگ وقتی که سازه تحت ارتع. کردن است نظر صرفاینرسی طولی قابل 

در پژوهش . شوند اي با مودهاي خمشی کوپل می مودهاي طولی یا درون صفحه ،گیرد قرار می

هاي ساده  گاه جابجائی یک تیر با تکیه-بطه کرنشبه دست آوردن راریتز براي -روش ریلیآنها 

  . تحت ارتعاشات با دامنه بزرگ به کار گرفته شده است

گاه ساده را با استفاده از معادلات  ارتعاشات غیرخطی تیرهائی با تکیه] 15[ وارادانپراتاپ و 

ی که ناشی از نیروي تعادل غیرخطی واقعی، عبارات غیرخطی دقیق براي انحناء و غیرخط

همچنین آنها معیاري براي تعریف درجه غیرخطی بودن ارائه . مطالعه کردند، محوري است

 .است شده نظر صرفنیروهاي اینرسی طولی  ازبراي ساده سازي مسئله در تحقیق آنها . دادند

غیرخطی هاي  هاي المان محدود و اختلال براي مطالعه ارتعاشات سازه ترکیبی از روش روندي

  .ارائه شده است] 16[توسط پاداوان  

هاي کلاسیک تحلیل  روش در زمینهکارهاي انجام شده ] 17-18[ یستیمورت1982در سال 

تیرها با انواع غیرخطی مادي، هندسی و سایر موارد غیرخطی و همچنین کارهاي انجام شده 

نامیکی را گردآوري روي تحلیل المان محدود تیرهاي غیرخطی تحت بارهاي استاتیکی و دی

  . کرد

ارتعاشات آزاد و اجباري غیرخطی با دامنه بزرگ را براي تیرها مورد ] 19[ آمفايو می 

در فرمولاسیون خود در نظر  را طولی آنها اثرات جابجائی طولی و اینرسی. مطالعه قرار دادند

زي مختلف به حل اند و با استفاده از روش المان محدود و با در نظرگرفتن شرایط مر گرفته

 و تابعی از کسینوس در پژوهش آنها تابع تحریک خارجی به صورت هارمونیک. مسئله پرداختند

در نظرگرفته شده که هم به صورت بار گسترده و هم به صورت بار متمرکز مورد بررسی قرار 

و  ها کرنش را براي بارگذاريآنها وابستگی دامنه ارتعاش به نسبت فرکانس و . گرفته است

                                                        
1
 In-plane deformation 
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 و نتیجه گرفتند که تأثیرات تغییرشکل طولی و اینرسی نموده مطالعهشرایط مرزي مختلف 

  .در جهت کاهش غیرخطی بودن است طولی

ریتز را با درنظرگرفتن جابجائی درون -حل ریلی] 20[ و همکاران ساراما1988در سال 

که ناشی از تقریب اي و اینرسی ارائه دادند و خطاي موجود در فرمولاسیون قبلی را  صفحه

همچنین آنها دوباره فرمولاسیون گالرکین، لاگرانژي، ریتز . خطی سازي معادل بود، پیدا کردند

و المان محدود را آزمودند و دو فرمولاسیون المان محدود ترکیبی براي تحلیل بحرانی 

شد،  رفته میبه کار گ گاه ساده هاي مختلفی که پیشتر براي مسئله ارتعاشات تیرها با تکیه فرض

  .ارائه دادند

هاي فرکانسی را از معادله حرکت، معادله بالانس انرژي و  نسبت] 21[ شسینق و همکاران

همراه با و حالت ترکیبی ممکن به دست آمده است،  4گالرکین که از -روش اختلال و حل ریتز

آنها مشاهده . استخراج کردند سازي، هاي خطی بدون تقریبهمراه با و بدون جابجائی محوري و 

سازي و فرضیات هارمونیک ساده،  سیون بدون جابجائی محوري با خطیکردند که فرمولا

-هاي دیگر مانند ریتز هاي به دست آمده از روش هاي غیرخطی مشابهی را با فرکانس فرکانس

گالرکین و اختلال که با جابجائی محوري و بدون فرضیات نوسان هارمونیک و خطی سازي به 

براي ارتعاشات  بندي را فرمول] 22[و همکارانش  سینقدر نتیجه، . کند تولید می اند، دهدست آم

با استفاده ( آزاد غیرخطی تیرها ارائه دادند که در آن معادلات ماتریسی المان محدود دینامیکی

گیري  اند و با استفاده از انتگرال به معادلات جبري کاهش یافته ) از شکل مود همگرا شده

 آنها نتیجه گرفتند که در هیچ تحلیل ارتعاشاتی غیرخطی،. اند مستقیم حل شده عددي

یک ] 23[کاپانیکا و راسیتی 1989در سال . کرد نظر صرفهاي محوري  توان از جابجائی نمی

درجه آزادي در هر گره براي مطالعه ارتعاشات غیرخطی  10اي با  المان تیر تیموشنکو دو گره

مرتبه اول و مراتب  هاي کلاسیک لایه متقارن و نامتقارن بر پایه تئوريتیرهاي کامپوزیتی چند

گیري که پیشتر توسط سینق و همکاران ارائه شده بود، ارائه  انتگرال روشبالا با استفاده از 

با استفاده از شکل مودهاي خطی با که ان محدود دینامیکی را معادلات ماتریسی المآنها  .کردند

جبري به معادله  کاهش داده و به یک معادله جبري را نیک به دست آمدهفرض نوسانات هارمو

  .کردندهاي فرکانسی با روش اختلال حل  براي دستیابی به نسبتدست آمده را 


