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و با تشکر فراوان از استاد ارجمند  اند اند و همواره یار و پشتیبان من بوده دریغ نکرده
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 چکیده 

و ادعدای  لندکس    یابی پارامترهای توزیع نرمال در مدلل ررریدنوخ ی دی تتدب تدابع زیداخ      برآورد

هدای بند ی بدرای     بنکدی  هدا و پدن   نامده  برآورد  پایداخ در این . ایبموضوعاتی در این زمنکه موردنظر

 بدرآورد ردرا همانکدل    فراواندی  ی کککله بنکی معمولاً از پن . شونل توزیع نرمال نتنجه می یکپارامترهای 

در توزیدع پنشدگو            نمم دریتکمایی که با یک رونل جایگذاری بوینله جانشنن کدردخ سماک

ی ای قدلرم ل،      تتب تابع زیاخبنکی بن  را  پن  نامه همچکنن دراین پایاخ . شود ایب ایتفاده می

 بدرآورد م دوج توأم پنشنن را در   ارر واریان  نامعلوم باشل. دهنم قرار میامتتاخ مورد  لنکس  زیاخ

. ککدنم  ایدتفاده مدی   لندکس  هدای   خوینله واریان  نمونه بدرای زیدا   همنانگنن نامعلوم برای واریان  ب

تتدب    شدونل  های بن  در ترکنبات ی ی از ضرایب رررینونی ایدتفاده مدی  برآوردهمچکنن در ادامه 

. شدود  ارائده مدی   نمم دریدتکمایی سماک برآورد بن  بهتراز بنکی و پن    برآوردهای پنشنن مکایب عتوزی

. ایدب  ینمم دریدتکمای سد ماک بدرآورد از  بن  پنشنن جفری بهتر و بالاتر لنکس   برآورد برایاس زیاخ

بنکدی بند  بهترایدب ویدا      تواخ رفب که پدن   صورت واضح نمی   اغلب بهبنکی پن    در بتثبهرحال

 . باشل بهتر می نمم دریتکماییسماک برآورد
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  مقدمه

ررا تتب  بن ی و فراوانی های روشای روی مقایسه بنن  دقب قابل ملاحظه  بنسب یال رذشته در

ایتفاده کردخ . بریی توابع زیاخ یسکوایب معلوم همانکل زیاخ تواخ دوم ی ا صورت ررفته ایب

  بنشتر موارد در. مسائل مکایب ایبتوابع زیاخ متقارخ همانکل زیاخ تواخ دوم ی ا برای بسناری از 

و ممسن ایب برای . انل  که در بسناری از نوشته ها م رح شله. معقول هستکل هایی انتخابآنها 

اشاره ( 799    79 )  و رلسر( 799 ) 2  فولر(  791    791 )  ج ئنات مورد بتث به انلریوخ

 . بنکی به این صورت ممسن ایب نامکایب باشل و پن  برآوردبرای بریی از مسائل   بهرحالشود 

ایم و در ادامه به بناخ  متغننره وچکلمتغننره پردایته های نرمال یک ابتلا به تشریح توزیع  فصل اول در

ررها برآوردهای این  چکنن بریی از ویژری ها و هم بلیب آوردخ آخ ی ررها و شنوهبرآوردانواع 

 . ککنم های مختلف را ارائه می یی از تابع زیاخشود و درآیر بر پردایته می

 برآوردرویانه را برای زمانی که  و ریسک پن         1 ریسک مورد انتظار را برای  فصل دوم در

     با م دوج پنشنن     تتب را   بن ی برآورد. ککنم رنری می شود نتنجه جایگذاری می  ایتفاده شله

دیب  هیا نامعلوم ایب ب معلوم و 2   که وابسته به هر دو حالب   2     یا با م دوج توأم پنشنن

معلوم  2   که ارر واریان   دیب یواهنم آورد هبنکی برای توزیع نرمال ب همچکنن یک پن . آوریم می

 برآورد ی این فصل درادامه. ایب    بنکی بن ی تتب یک تقریب از پن   باشل    با م دوج پنشنن

قرار ایکتتاج  لنکس  مورد های مورد انتظار تتب و زیاخ های لنکس  زیاخبنکی برای  پن  بن ی و

و به   هایشاخ ایجاد شله ایب بنکی ها و پن برآوردو یک نظریه مجانبی ی ح بالا برای این  رنرد می

                                                           
1  .Anderson 
   .Fuller 
   .Gleser 
 برآورد ماکسنمم دریتکمائی.   



 

  

 

  -2 بخ  در. شونل ها از لتاظ فرض علمی تتب این توابع زیاخ مقایسه می ترتنب این ریسک

عکواخ  بهکه      با  (لنکس  زیاخ)  2  رر بن ی تتببرآوردرا بعکواخ      رر بن یبرآورد ی مقایسه

برایاس بریی  .ایب ارائه شله باشل  می( ی ای قلرم ل،   تابع زیاخ)    برآوردرر بن ی تتب

. شود مینمای  داده     بهتراز      تابع زیاخ  دریب و صتنح ایب   حتی زمانی که  توضنتات

زیرا . ارائه شونل (یاده)بن ی یام برآوردتوانکل بعکواخ یک ای ار از این  این نوع نتایج می  بکابراین

 . کککل های نرمال نق  یک قانوخ ایایی و مهم در آمار را بازی می توزیع

های قبلی را در ترکنبات ی ی از ضرایب رررینونی  های پارامترها در فصلبرآورد  درفصل یوم

و نتایج   علدی تتلنل  فصل چهارم در. شود داده میادامه  2  و   ب این دو نوع تابع زیاختت

 شله نامه رکجانله آیر پایاخ  پنویبدر   مفنل هستکل اثبات قضایا چکلین لم که در. انل شله ارائهجلیل

 . ایب

  



 

  

 

 

 

 

 :صل اولف

 متغییره و چندتوزیع نرمال یک متغییره  0-0

 مقدمه 0-0-0

رذاری و  علب نام .احتمالات ایب نظریههای احتمالی پنویته در  ترین توزیع یسی از مهمتوزیع نرمال 

عی و های طبن هکگام نویاخ وانی بسناری از مقادیر حاصل شله ی هم همچکنن اهمنب این توزیع 

نق   دلنل اصلی این پلیله  .ا مقادیر حاصل از این توزیع ایبفن یسی پنراموخ یک مقلار ثابب ب

شود که  حل مرک ی نشاخ داده می ی زباخ یاده در قضنه به .ایب ی حلمرک ی ر قضنهتوزیع نرمال د

متکاهی نانگنن و پراککلری مجموع مقادیر حاصل از متغنرهای مختلف که هرکلام م تتب شرای ی 

این قانوخ که تتب  .ر ن دیک به توزیع نرمال ایبدارای توزیعی بسنا با اف ای  تعلاد متغنرها  دارنل 

لاد زیادی از های مختلفِ تع یکل نویاخآیبب شله که بر و مفروضات طبنعی نن  برقرار ایب شرایط 

 .به صورت توزیع نرمال آشسار شود در طبنعب متغنرهای ناشکایته 

از آخ در کارهای یود با نام توزیع یا تابع  ی کارل فردریک راوس دهراهی به دلنل ایتفارا ع این توزی

ای  با نام انتکای زنگوله این توزیع  تابع احتمال همچکنن به دلنل شسل شود؛ نامنله می( راویی)رویی

 .نن  معروف ایب( زنگلی )

و دیگری تعننن     مساخ ی پارامتر ایب که یسی تعننن کککله تابع احتمال این توزیع دارای دو

آخ با پارامتر  پراککلریتوزیع با پارامتر مساخ و منانگنن همچکنن .توزیع هستکل    ی مقناس هکککل

  0   در حالب یاص ارر .ل حول منانگنن توزیع متقارخ ایبمکتکی تابع احتما. مقناس برابر ایب

 .شود نرمال ایتانلارد نامنله می باشل توزیع     و

 

http://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%86%D8%B8%D8%B1%DB%8C%D9%87_%D8%A7%D8%AD%D8%AA%D9%85%D8%A7%D9%84%D8%A7%D8%AA


 

  

 

 توزیع نرمال یک متغییره 0-0-2

 صدورت زیدر   ارر چگالی آخ بده   ایب صورت نرمال توزیع شله به  روینم متغننر تصادفی. - تعریف

 :باشل

                
 

 2  
       2 2 2                                            

توزیعی که با تابع  هر. کککل صلق می  0    و  ∞      در    و    که درآخ پارامترهای

 . شود توزیع نرمال نامنله می  تعریف شود         ی چگالی داده شله در راب ه

ایم زیرا معلوم یواهل شل که این پارامترها  بردهرا به کار  2   و    نمادهای  برای نشاخ دادخ پارامترها

 . انل ترتنب منانگنن و وراریان  این توزیع به

 

      و      نقاط ع ف آخ در و      چگالی نرمال در تواخ برریی کرد که مل یهولب می به

نمادرذاری    آیل می  فراواخ پن  نامه پایاخاین  چوخ توزیع نرمال در. (ببنکنل ار - شسل ). دهکل رخ می

باشل 2  واریان  و  دارای توزیع نرمال با منانگنن   ارر متغننرتصادفی. شود برای آخ ارائه می

ϕ همچکنن نماد.  2        :نویسنم می
ϕ نماد و  2         را برای چگالی    2   

را     2   

 . کار یواهنم برد هبرای تابع توزیع تجمعی آخ ب

 

 های نرمال چگالی:  - شسل
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یا  نرمال استانداردمتغننرتصادفی   باشل   و واریان  صفر متغننر تصادفی نرمال دارای منانگنن ارر

 های زیرین زیرنوی   برای متغننر تصادفی نرمال ایتانلارد. شود تصادفی نرمال شله نامنله می متغننر

   یعکی. شونل نمادهای چگالی و تابع توزیع حذف می

𝜙    
 

 2 
  

 
2 

2
                                            𝜙     

 

  

                                   2      

ϕ چوخ
   پ  مستل م آخ ایب که  تابع چگالی ایب    2   

 𝜙
   2     

 

  

    

 .پذیریم که دریتی آخ را می  باشل

   متغننر تصادفی نرمال باشل   ارر: - قضنه

𝔼                                  2                          2 2 2                                         

 :برهاخ

          𝔼     

    𝔼         

     
 

 2 

 

  

          1 2 2       2  

    
 

 2 
           1 2 2        2 2 2       

 

  

  

 

 :داریم  اررعبارت دایل کروشه را مربع کامل ککنم

     2  2 2            2  2 2        1 2   1 2

        2  2   1 2  
 

 :پ  داریم

           2 2 2 
 

 2  
         2  2 2 2 

 

  

      

  حاصل انتگرال همراه با ضریب
 

 2  
ل وماً یک ایب زیرا برابر ی ح زیر نمودار توزیع نرمال با  

   بکابراین. ایب2  و واریان   2     منانگنن
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           2 2 2    

 :شود نتنجه می   0   وقرار دادخ       رنری از با مشت،

𝔼        0    

 و

       𝔼  2   𝔼    
2
      0   2   2  

 . شود برای پارامترها توجنه می2  و   جا ایتفاده از نمادهای که ازاین

ϕ چوخ انتگرال نامتکاهی
تواخ  تجمعی را تکها می تابع توزیع  ای نلارد شسل تابعی یاده    2   

 :صورت زیر نشاخ داد به

 
   2     𝜙

   2   
 

  

                                                                               1       

ی  در بازه 2  و واریان    دهل ارر بخواهنم یک متغننر تصادفی نرمال با منانگنن ی زیر نشاخ می قضنه

 . ایتانلارد پنلا ککنمتواننم برحسب تابع توزیع تجمعی نرمال  می  دلخواهی قرار رنرد

   راه آخ   2        ارر:2- قضنه

           
   

 
    

   

 
                                                        5         

 :برهاخ

          
 

 2  
  

 
2         2

 

 

      
 

 2 
  

 
2 

2
  

       

       

   
   

 
    

   

 
   

                        :تذکر

این توزیع . شود های تصادفی ظاهر می توزیع نرمال به عکواخ الگوی مک قی برای رفتار بریی پلیله

 ی قضیه توزیع حلی در  توزیع نرمال. های احتمال دیگر نن  هسب شسل حلی بسناری از توزیع

 . باشل نن  می حدمرکزیمشهور 
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 متغننرهای تصادفی   ارر به ازای هر علد صتنح مثبب  . ی حل مرک ی قضنه: -  قضنه

  با منانگنن  توزیع مستقل و هم       2     
 
    و واریان  

  راه برای هر آخ  باشکل2

  ∞              
                                         1         

   که درآخ

   
     𝔼      

         
 

     
 

     
   

             و        𝔼 ما از روابط
2 1  ی راب ه. ایم ایتفاده کرده   ککل که برای  بناخ می    

منل       به مقلار      2      مقلار تابع توزیع تجمعی متغننر تصادفی     هر شکایه ثابب

 . (توزیع نرمال ایتانلارد ایب تابع توزیع تجمعی      که شویم یادآور می). ککل می

         2    توزیع ارر متغننرهای تصادفی مستقل و هم :ی حل مرک ی توجه ککنل مفهوم قضنه به

      راه را که دارای منانگنن و واریان  نن  هستکل در ایتنار داشته باشنل آخ
 
 
که از کم      

دارای   آیل درمی«ایتانلارد شله»و تقسنم حاصل بر انتراف معنارش به صورت کردخ منانگنک  از آخ 

  جایب ی کلنلی که بایل توجه کرد این نسته. شود توزیعی ایب که به نرمال ایتانلارد ن دیک می

توزیع مشترک   دارای منانگنن و واریان  باشکل         2      مادامی که متغننرهای تصادفی

 . ککل باشل هنچ فرقی نمیها هرچه  آخ

 

 توزیع نرمال چند متغییره 0-0-9

 داننم میطور که  دراین حالب هماخ. ککنم شروع می  شود نشاخ داده می    0     باکه   توزیع 

دارای توزیع   تصادفیمتغننر. اریان  آخ برابر واحل ایبمنانگنن این متغننرتصادفی برابر صفر و و

2  و واریان   نرمال با منانگنن  ایب ارر توزیع آخ با توزیع0 

 صورت این متغننر به    دراین حالب. یسی باشل  ایب   0     که درآخ     

 2  2   2      
 

2 2      2                                                                                  9     

 تابع مولل رشتاور این متغننر تصادفی عبارت ایب از. 0  و          ایب که درآخ 
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      𝔼      𝔼              𝔼                   

           2 2                                                                                                             9       

تابع چگالی احتمال توأم . نظر بگنریل را در         متغننرتصادفی مستقل نرمال ایتانلارد  اککوخ

 ها عبارت ایب از آخ

 2    2      
 
2
   

2      
2    

  نماد برداری داریم در
2      

2 بکابراین تابع چگالی .               که درآخ     

 صورت به    احتمال

 2    2      
 
2
                                                                                   7       

 توجه ککنل که. شود نوشته می

𝔼    𝔼             𝔼       𝔼          

 همچکنن و

       𝔼      𝔼 

  
2    2

 2   2
2

     

  2  

  
       2

  
   

2

   

 0
0  

 0
 0

  
0 0

  
  

  

 دارای بردار منانگنن  بکابراین بردار تصادفی. نتنجه دارای کوواریان  صفرنل ها مستقل و در    زیرا

7    چگالی احتمالتابع  و    ماتری  کوواریان                   صورت را به وآخ باشل می   

 بعل    وانلی     ماتری  کوواریان  یا ماتری  پراککلری        منانگنن   دهنم که درآخ نشاخ می

اککوخ تعریف توزیع نرمال چکل متغننره را مانکل حالب یک متغننره ارائه . باشل می    بردار تصادفی

 . دهنم می

ایب          ی ی ناویژه دارای توزیع نرمال چکل متغننره   بعلی  روینم بردار تصادفی:2- تعریف

 و      طوری که به     ماتریسی ایب   باشل که درآخ      مانکل توزیع     ارر توزیع

 . پراککلری توزیع نامنمرا ماتری  کوواریان  یا ماتری     را منانگنن توزیع و              

 . دهنم تعریف دیگری را که معادل تعریف فوق ایب ارائه می
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ارر هر   فقط و را دارای توزیع نرمال چکلمتغننره روینم ارر    بعلی  بردار تصادفی: - تعریف

 . دارای توزیع یک متغننره باشل   ترکنب ی ی از

 

 متغییرههای توزیع نرمال چند  بعضی از ویژگی 0-0-4

ککنل  فرض. ککنم وار ذکر می را فهریب های توزیع نرمال چکل متغننره بعضی از ویژریدراین بخ  

 صورت به  راه تابع مولل رشتاور آخ            

     𝔼           2 2           𝔼         𝔼                

 تواخ نوشب باشل و می می          شود که درآخ تعریف می

     𝔼                

                    𝔼                                 

                    𝔼           2 2            

                     𝔼       

 

   

 

                         
 
2
  
2 

 

   

 

                        
 
2
   

2
 

   

  

                        
 
2
     

                        
 
2
        

                    
 
2
       

9   ازکه درآخ  ی پاینن  پ  با این توضنتات دراصل قضنه. ها ایتفاده شله ایب  واز ایتقلال    

 . ایم را اثبات کردهباشل  که اولنن ویژری می


