
i
i

i
i

i
i

i
i

যࡪما္اॐඟ໌૱ناনඟ໌࣓م



i
i

i
i

i
i

i
i

رفسنجان عصر(عج) ولی دانشگاه
ریاضی علوم دانشکده

ریاضی گروه

محض ریاضی رشته ارشد کارشناسی پایان�نامه
گرایشهندسه

Spin(۷) ساختار روي شار
راهنما: استاد
زاده امینی مسعود

دانشجو:
آبادي کمال ثابت حمید

1393 بهمن



i
i

i
i

i
i

i
i

قدردانی و تشکر

فرمود. الهام وجودمان بر را شکرش و تابانید ما قلب به را شناختش نور که را خدا سپاس
توحید پرفیض وادي به را ما و گشود ما بر را پروردگاریش به دانش بی�پایان دروازه�ي

نمود. راهبري خالصانه�اش
دکتر آقاي جناب بزرگوارم، راهنماي استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه��ي آغاز در
ایشان، ارزنده� راهنمایی�هاي بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه زاده، امینی مسعود

نمی�یافت. تحقق مجموعه این
بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و عشق خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در

. را مقدسشان وجود می�کنم ستایش خدا، از
دارم. را تشکر کمال عزیزم، هم�کلاسی�هاي و خوبم دوستان همه�ي از �چنین هم

آبادي کمال ثابت حمید
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چکیده

Spin(۷) ساختار ابتدا در کرد، خواهیم بررسی را Spin(۷) ساختار روي پژوهششار این در
بیان پذیرند می را ساختار این که هایی خمینه براي کافی و لازم شرط و کرده تعریف را
روي عمومی شار آخر در و پرداخت خواهیم فرم فضاهاي تجزیه به سپس کرد، خواهیم

آورد. خواهیم بدست را Spin(۷) ساختار
تجزیه. هموستار، فرم، ،فضاي Spin(۷) ساختار شار، کلیدي: کلمات
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پیش�گفتار

انجام تانسور تاب جمله از آن، به وابسته مفاهیم و Spin(۷) زمینه�ي در بسیاري پژوهش�هاي
کاریگیانیس اسپیرو کارهاي در بار اول Spin(۷) ساختار شار مفهوم ویژه به است. شده
بین�المللی کنفرانس دهمین در پژوهشگر این گفته�هاي اساس بر هم آن که می�شود مشاهده
مشابه Spin(۷) ساختار شار مفهوم می�باشد. آن کاربردهاي و دیفرانسیل هندسه مورد در

است. شده بیان تفصیل به [8] در که است G۲ ساختار شار
خواهیم مفاهیمی و تعاریف بیان به اول فصل در که می�باشد فصل چهار شامل پایان�نامه این
کرد خواهیم بیان را مقدماتی تعاریف ابتدا است. نیاز مورد پژوهش این طول در که پرداخت

پردازیم. می اصلی تعاریف بیان به سپس و
متریک سپس و پرداخت خواهیم Spin(۷) ساختار با هاي خمینه بررسی به دوم فصل در

داد. خواهیم قرار بررسی مورد را Spin(۷) ساختار روي
روي Spin(۷) ساختار وجود پرداخت، خواهیم فرم�ها فضاي تجزیه بررسی به سوم فصل در
قرار بررسی مورد فصل این در که می�کند مشخص را فرم�ها فضاي از تجزیه�اي ،M منیفلد

گرفت. خواهد
را Spin(۷) ساختار روي عمومی شار معادلات، گیري مشتق از استفاده با چهارم فصل در

آورد. خواهیم بدست
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1 فصل

مقدماتی مفاهیم و تعاریف

است. نیاز مورد پژوهش این طول در که می�پردازیم مفاهیمی و تعاریف بیان به فصل این در
پردازیم. می اصلی تعاریف بیان به سپس و کرده بیان را مقدماتی تعاریف ابتدا

مقدماتی تعاریف 1.1

هموار نگاشت اگر می�کند عمل راست از P خمینه روي G لی گروه گوییم .1.1.1 تعریف
چنان�که باشد موجود (p, g) 7−→ p · g ضابطه با σ : P ×G −→ P

p · (g۱g۲) = (p · g۱) · g۲ (1
p · e = p (2

اصلی کلاف یک از منظور باشد. لی گروه یک G و هموار خمینه یک X اگر .2.1.1 تعریف
ρ : P −→ X هموار نگاشت و P مانند همواري خمینه ،G گروه ساختار با X روي هموار

که به�گونه�اي است، (p, g) 7−→ p · g ضابطه با σ : P ×G −→ P راست عمل و
باشد پوشا ρ (1

ρ(p) = ρ(p · g) ،g ∈ G و p ∈ P هر براي (2
وابرریختی و X در x از V همسایگی ،x ∈ X هر براي بدیهی) موضعا (خاصیت (3

که باشد داشته وجود ψ(p) = (ρ(p), φ(p)) ،ψ : ρ−۱(V ) −→ V ×G
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Spin(۷) ساختار روي شار 2

باشد زیر ویژگی داراي φ : ρ−۱(V ) −→ G

φ(p · g) = φ(p)g, ∀p ∈ ρ−۱(V ), g ∈ G.

دهیم. می نشان G ↪→ P −→M با را اصلی کلاف

آنگاه باشد هموار نگاشت یک π : E −→M و باشند خمینه Mدو و E اگر .3.1.1 تعریف
اگر گوییم M روي برداري کلاف یک را E

باشد پوشا π(1
باشد بدیهی 2)موضعاً

است. یکریختی یک φ |Ex : Ex −→ Rm و Ex = π−۱(x) ،x ∈M هر 3)براي

روي برداري کلاف یک (E, π,M) 3تایی و باشد هموار خمینه یک M اگر .4.1.1 تعریف
مرتب پایه ،x در E از کنج یک از منظور باشد، M

است موجود ρ : Rm −→ Ex یکریختی یک p هر براي است. Ex براي p = (e۱, ..., em)

است. Rm استاندارد پایه {e۱, ..., em} و ρ(ei) = bi که طوري به
به باشد x در E کنجهاي همه مجموعه (FE)x کنیم فرض

FE = ∪x∈M (FE)x

گویند. E کنجی کلاف

اصلی تعاریف 2.1

یک باشد. برداري کلاف یک π : E −→ M و خمینه یک M کنید فرض .1.2.1 تعریف
خطی نگاشت یک E روي ∇E هموستار

می�کند، صدق زیر رابطه در که است ∇E : C∞(E) −→ C∞(E ⊗ T ∗M)

∇E(αe) = α∇Ee+ e⊗ dα.

از منظور است. M روي هموار نگاشت یک α و E از هموار مقطع یک e ∈ Γ∞(E) که
است. E برداري کلاف هموار مقاطع تمام Γ∞(E)
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3 مقدماتی مفاهیم و تعاریف .1 فصل

M روي برداري کلاف یک π : E −→ M و خمینه یک M کنید فرض .2.2.1 تعریف
نقطه با حلقه یک γ : [۰,۱] −→ M و x ∈ M اگر باشد. E روي هموستار یک ∇E و
یک Pγ : Ex −→ Ex موازي انتقال نگاشت .γ(۰) = γ(۱) = x یعنی باشد، x پایه�اي

است. معکوس�پذیر خطی نگاشت
می�کنیم: تعریف زیر به�صورت (x پایه�اي نقطه با ∇E هولونومی (گروه Holx(∇E)

Holx(∇E) = {Pγ : است x پایه�اي نقطه با حلقه یک γ}.

تعریف زیر صورت به کریستوفل ضرایب آنگاه باشد، متري تانسور یک gµr اگر .3.2.1 تعریف
می�شود،

Γαρσ =
۱
۲
( ∂

∂xσ
gαβ +

∂

∂xρ
gασ − ∂

∂xα
gρσ

)
-G یک داراي M گوییم باشد، M روي هموستار یک ∇ کنیم فرض اگر .4.2.1 تعریف
G-ساختار به بتوان را D یعنی F روي ∇ متناظر هموستار اگر است، ∇ با سازگار ساختار

داد. کاهش
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2 فصل

Spin(۷) ساختار با خمینه�هاي

باید خمینه یک که شرایطی سپس و کنیم می تعریف را Spin(۷) ساختار ابتدا فصل این در
[۸], [۶] مراجع از فصل این در کنیم. می بیان را بپذیرد Spin(۷) ساختار تا باشد داشته

می�شود. استفاده

Spin(۷) ساختار 1.2

می�شود: تعریف زیر به�صورت GL(۸,R) از Spin(۷) گروه زیر

Spin(۷) = {A ∈ GL(۸,R) | A∗Ω۰ = Ω۰}

آن در که

Ω۰ = dx۱۲۳۴ + dx۱۲۵۶ + dx۱۲۷۸ + dx۱۳۵۷ − dx۱۳۶۸ − dx۱۴۵۸

− dx۱۴۶۷ − dx۲۳۵۸ − dx۲۳۶۷ − dx۲۴۵۷ + dx۲۴۶۸ + dx۳۴۵۶

+ dx۳۴۷۸ + dx۵۶۷۸

روي Spin(۷) ساختار یک از منظور باشد، TM کنجی کلاف F کنید فرض .1.1.2 تعریف
است. Spin(۷) تار با F از P اصلی کلاف زیر یک M 8-بعدي خمینه

اگر تنها و اگر پذیرد می Spin(۷) ساختار یک M 8-بعدي خمینه .2.1.2 قضیه
شود. یکریخت (R۸,Ω۰) با (TxM,Ωx) x ∈M هر براي که باشد موجود Ω ∈ Λ۴(M)
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5 SPIN(۷) ساختار با خمینه�هاي .2 فصل

بطوریکه باشد موجود TxM از { ∂
∂x۱

, · · · , ∂
∂x۸

} پایه که معناست این به یکریختی اینجا در
R۸ استاندارد پایه {ε۱, · · · , ε۸} آن در که Ω۰(εi۱ , · · · , εi۴) =Ωx ( ∂

∂xi۸
, · · · , ∂

∂xi۴
)

باشد.
کلاف زیر یک بنابراین باشد. موجود M روي Spin(۷) ساختار یک کنیم فرض برهان.

است. موجود F از Spin(۷) تار با P اصلی
راست عمل یک لذا است GL(۸,R) تار با اصلی کلاف یک P

((x, e۱, ..., e۸), A) −→ (x, f۱, ..., f۸) ضابطه با σ : P × GL(۸,R) −→ P

دارد. وجود
ماتریس آنگاه باشند، P اعضاي (x, f۱, · · · , f۸) و (x, e۱, · · · , e۸) اگر

.fi = Aj
iej که است موجود A ∈ Spin(۷)

صورت به را Ωx ، (x, e۱, · · · , e۸) ∈ P که باشد {e۱, · · · , e۸} دوگان {e۱, · · · , e۸} اگر
می�کنیم: تعریف زیر

Ωx = e۱۲۳۴ + e۱۲۵۶ + e۱۲۷۸ + e۱۳۵۷ − e۱۳۶۸ − e۱۴۵۸

− e۱۴۶۷ − e۲۳۵۸ − e۲۳۶۷ − e۲۴۵۷ + e۲۴۶۸ + e۳۴۵۶

+ e۳۴۷۸ + e۵۶۷۸

.eijkm = ei ∧ ej ∧ ek ∧ em آن در که
باشیم: داشته باید است. تعریف خوش Ωx می�دهیم نشان حال

e۱۲۳۴ + e۱۲۵۶ + e۱۲۷۸ + e۱۳۵۷ − e۱۳۶۸ − e۱۴۵۸

− e۱۴۶۷ − e۲۳۵۸ − e۲۳۶۷ − e۲۴۵۷ + e۲۴۶۸ + e۳۴۵۶

+ e۳۴۷۸ + e۵۶۷۸ = f۱۲۳۴ + f۱۲۵۶ + f۱۲۷۸ + f۱۳۵۷

− f۱۳۶۸ − f۱۴۵۸ − f۱۴۶۷ − f۲۳۵۸ − f۲۳۶۷ − f۲۴۵۷

+ f۲۴۶۸ + f۳۴۵۶ + f۳۴۷۸ + f۵۶۷۸

می�شود. ثابت خوشتعریفی A∗Ω۰ = Ω۰ تساوي از
می�کنیم. تعریف زیر صورت به را P برگشت:

P = {(x, e۱, · · · , e۸) : Ωx(ei۱ , · · · , ei۴) = Ω۰(εi۱ , · · · , εi۴)}
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Spin(۷) ساختار روي شار 6

می�شود نتیجه Ωx(ei۱ , · · · , ei۴) = Ω۰(εi۱ , · · · , εi۴)}تساوي از است. 4-فرمی یک Ωx

در که می�کنیم محاسبه را A∗Ω۰ حال است. ei۱,··· ,i۴ ضرایب برابر Ωi۱,··· ,i۴ ضرایب که
می�کند، تبدیل هم به را می�کند صدق P شرط بر که اي پایه دو که است ماتریسی A آن

.A∗Ω۰ = Ω۰ که می�بینیم

Spin(۷) ساختار روي متریک 2.2

آنگاه باشد، ω متریک حجم عنصر با پذیر جهت ریمانی خمینه یک M اگر .1.2.2 تعریف
.dim(M) = n آن در که می�شود تعریف زیر صورت به ∗ عملگر
∗ : Λp(M) −→ Λn−p(M)

α ∧ ∗β −→ g(α, β)ω.

می�کنیم تعریف باشیم داشته M روي Spin(۷) ساختار یک می�کنیم فرض
Λ۲۳(M) = {β ∈ Λ۲(M); ∗(Ω ∧ β) = ۳β},

Λ۲−۱(M) = {β ∈ Λ۲(M); ∗(Ω ∧ β) = −β}.

می�پردازیم. آن به ادامه در که نوشت، زیر صورت به توان می را Λ۲(M)

Λ۲(M) = Λ۲۳ ⊕ Λ۲−۱,

α۳ ∈ Λ۲۳(M) که α = α۳ + α−۱ آنگاه باشد α ∈ Λ۲(M) اگر
.α−۱ ∈ Λ۲−۱(M) و

است. برقرار زیر روابط W و V میدان دو هر براي .2.2.2 قضیه

(V ⌟W⌟Ω) ∧ (V ⌟W⌟Ω) ∧ Ω = ۶(| V |۲| w |۲ +⟨V,W ⟩۲)vol

برهان.
(V ⌟W⌟Ω) ∧ (V ⌟W⌟Ω) ∧ Ω = (۶(⟨V, V ⟩⟨W,W ⟩ − ⟨V,W ⟩⟨W,V ⟩

+ ۷(Ω(V,W, V,W )))vol

= ۶(| V |۲| w |۲ +⟨V,W ⟩۲)vol
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7 SPIN(۷) ساختار با خمینه�هاي .2 فصل

Mرا روي Ω 4-فرمی بنابراین باشیم. Mداشته روي Spin(۷) ساختار یک کنید فرض
{e۰, · · · , e۷} پایه یعنی است. یکریخت (Ω۰,R۸) با (Ωx, TxM) ،x هر ازاي به که داریم

که است موجود TxM از

Ωx(ei۱ , · · · , ei۴) = Ω۰(εi۱ , · · · , εi۴)

است. R۸ استاندارد یکه متعامد پایه {ε۰, · · · , ε۷} آن در که
,Ω۲x(ei۱ , · · · , ei۸) = Ω۲۰(εi۱ , · · · , εi۸) ̸= ۰ بنابراین

می�شود. تعریف زیر صورت به را M روي gΩ ریمانی متریک ،Ω روي از
همسایگی یک در می�توان آنگاه باشد V (p) ̸= ۰ که Mباشد، روي برداري میدان یک V اگر

گرفت. نظر در را (q, e۱, · · · , e۷) کنج p نقطه از
می�کنیم. تعریف

Bij(V ) = ((ei⌟V ⌟Ω) ∧ (ej⌟V ⌟Ω) ∧ (V ⌟Ω))(e۱, · · · , e۷),

A(V ) = ((V ⌟Ω) ∧ Ω)(e۱, · · · , e۷),

V ⌟(Ω ∧ Ω) = (V ⌟Ω) ∧ Ω+ Ω ∧ (V ⌟Ω) = ۲(V ⌟Ω) ∧ Ω,

V ⌟Ω۲ = ۲(V ⌟Ω) ∧ Ω.

بنابراین
V ⌟Ω۲(e۱, · · · , e۷) = ۲A(V ).

نتیجه در
۰ ̸= Ω۲(V, e۱, · · · , e۷) = ۲A(V ) ⇒ A(V ) ̸= ۰

gΩ(V, V ) =

√√√√۷۳(detBij(V ))
۱
۳

۶۷
۳A(V )۳

آن در که
detBij(V ) = ۶۷ | V |۱۲ (V ۰)۹(det۸(g))

۹
۲ ,

A(V ) = ۷V ۰(det۸(g))
۱
۲ .

کرد. تعریف M روي ∇ چویتا لوي هموستار یک gΩ روي از می�توان حال
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3 فصل

فرم�ها فضاي تجزیه

به مربوط قضایاي اثبات به سپس و می�کنیم بیان را فرم فضاهاي تجزیه ابتدا فصل این در
می�شود. استفاده [۸], [۶], [۷], [۳] مراجع از فصل این در می�پردازیم. تجزیه این

فرم�ها فضاي تجزیه 1.3

در که می�کند مشخص را فرم��ها فضاي از تجزیه�اي ،M خمینه روي Spin(۷) ساختار وجود
می�شود. تجزیه زیر صورت به Λ۲ فضاي که می�کنیم مشاهده می�پردازیم. آن به ادامه

Λ۲ = Λ۲۳ ⊕ Λ۲−۱,

آن در که
Λ۲۳ = {β ∈ Λ۲; ∗(Ω ∧ β) = ۳β},

Λ۲−۱ = {β ∈ Λ۲; ∗(Ω ∧ β) = −β}.

آنگاه باشد، M روي برداري میدان یک V و ریمانی خمینه یک (M, g) اگر .1.1.3 تعریف
به که است M روي 1-فرمی یک می�دهیم، نشان V b با را آن که ،g به وابسته V دوگان

می�شود، تعریف زیر صورت

V b : TM −→ R

V b(w) = g(v, w)
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9 فرم�ها فضاي تجزیه .3 فصل

چون و است برداري میدان یک ∂
∂xi

باشند، M موضعی مختصات x۱, · · · , xm اگر
داریم: لذا است)، dxi خطی ترکیب p-فرمی هر (یعنی است، دوگان فضاي پایه (dxi)

(
∂

∂xi
)b = Lijdx

j ,

بنابراین

(
∂

∂xi
)b(

∂

∂xk
) = g(

∂

∂xi
,
∂

∂xk
) = gik,

Lijdx
j(

∂

∂xk
) = Lijδ

j
k = Lik,

که: می�گیریم نتیجه پس

Lik = gik ⇒ (
∂

∂xi
)b = gijdx

j .

داریم: را زیر تعریف مشابه، طور به

نشان α♯ با که g به وابسته α دوگان آنگاه Mباشد، روي 1-فرمی یک α اگر .2.1.3 تعریف
می�شود، تعریف زیر صورت به که است برداري میدان یک می�شود، داده

α♯ :M −→ TM

،M روي β 1-فرمی هر براي که

β(α♯) = g(α, β).

می�شود: تعریف زیر شرح به g(α, β) آن در که
بنابراین α ∈ Λk(M) باشد، M موضعی مختصات x۱, · · · , xm اگر

α =
۱
k!
αi۱,··· ,ikdx

i۱ ∧ · · · ∧ dxik−۱ .

داریم: باشد k-فرم یک α اگر
∂

∂xm
⌟α =

۱
(k − ۱)!αm,i۱,··· ,ikdx

i۱ ∧ · · · ∧ dxik−۱ .
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زیرا

∂

∂xj
⌟dxi1 ∧ · · · ∧ dxik =


۰ j /∈ {i۱, · · · , ik},

(−۱)r−۱dxi۱ ∧ · · · ∧ dxir

∧ · · · ∧ dxik j = ir.

داریم نتیجه در

i ∂
∂xm

α = i ∂
∂xm

(
۱
k!
αi۱,··· ,ikdx

i۱ ∧ · · · ∧ dxik)

= (
۱
k!
αm,i۲,··· ,ikdx

i۲ ∧ · · · ∧ dxik)

− (
۱
k!
αi۱,m,··· ,ikdx

i۱ ∧ · · · ∧ dxik)

+ · · ·+ (−۱)k−۱(۱
k!
αi۱,··· ,ik−۱dx

i۱ ∧ · · · ∧ dxik−۱).

بیاوریم اندیس اولین به جابجایی، با mرا اگر بنابراین داریم، جمع اندیس�ها روي عبارت هر در
داریم:

i ∂
∂xm

α = (
k

k!
αm,i۱,··· ,ik−۱dx

i۱ ∧ · · · ∧ dxik),

می�دهد نتیجه که

∂

∂xm
⌟α =

۱
(k − ۱)!αm,i۱,··· ,ikdx

i۱ ∧ · · · ∧ dxik−۱ .

تعریف زیر صورت به k-فرمی�ها، روي متریک یک می�توان باشد، M روي متریک یک gاگر
کرد،

g(dxi۱ ∧ · · · ∧ dxik , dxj۱ ∧ · · · ∧ dxjk) = det(giajb),

و است (gij) ماتریس معکوس (gij) که

gij = g(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
),

g(dxi, dxj) = gij ,
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11 فرم�ها فضاي تجزیه .3 فصل

اگر بخصوص

α =
۱
k!
αi۱,··· ,ikdx

i۱ ∧ · · · ∧ dxik−۱ ,

β =
۱
k!
βj۱,··· ,jkdx

j۱ ∧ · · · ∧ dxjk−۱ ,

g(α, β) = g(
۱
k!
αi۱,··· ,ikdx

i۱ ∧ · · · ∧ dxik−۱

,
۱
k!
βj۱,··· ,jkdx

j۱ ∧ · · · ∧ dxjk−۱)

= (
۱
k!
)۲αi۱,··· ,ikβj۱,··· ,jkdet(g

iajb)

= (
۱
k!
)۲αi۱,··· ,ikβj۱,··· ,jk(

∑
σ

sgnσgi۱jσ(۱) · · · gikjσ(k)).

بنابراین
g(α, β) =

۱
k!
αi۱,··· ,ikβj۱,··· ,jkg

i۱j۱ · · · gikjk .

∂
∂xi

از خطی ترکیب پس است برداري میدان یک (dxi)♯ باشد، 1-فرمی ،dxi اگر مثلا
(dxi)♯ = Lij ∂

∂xj
یعنی هاست.

dxk((dxi)♯) = g(dxi, dxk) = gik,

dxk(Lij ∂

∂xi
) = Lijδkj = Lik,

درنتیجه
gik = Lik ⇒ (dxi)♯ = gij

∂

∂xj
.

می�شود، تعریف زیر صورت به که است −۸)-فرمی k) یک ∗β باشد، k-فرمی βیک اگر

α k-فرمی هر براي .3.1.3 تعریف

α ∧ ∗β = g(α, β)vol.
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k-فرمی یک α و برداري میدان یک ω و n-بعدي دلخواه خمینه Mیک اگر .4.1.3 قضیه
آنگاه باشد،

∗(ω⌟α) = (−۱)k+۱(ωb ∧ ∗α) (1
(ω⌟α) = (−۱)nk+n ∗ (ωb ∧ ∗α) (2

∗(ω⌟ ∗ α) = (−۱)nk+n+۱(ωb ∧ α) (3
ω⌟ ∗ α = (−۱)k ∗ (ωb ∧ α) (4

می�کنیم عمل زیر صورت به اول قسمت اثبات براي برهان.
کنیم فرض

α =
۱
k!
αi۱,··· ,ikdx

i۱ ∧ · · · ∧ dxik ,

و
ω =

∂

∂xm
,

(ω⌟α) = ۱
(k − ۱)!αm,i۱,··· ,ik−۱dx

i۱ ∧ · · · ∧ dxik−۱ .

باشد زیر صورت به دلخواه k)-فرمی − ۱) یک β اگر

β =
۱

(k − ۱)!βm,j۱,··· ,jk−۱dx
j۱ ∧ · · · ∧ dxjk−۱ ,

داریم

β ∧ ∗(ω⌟α) = g(β, ω⌟α)vol.

طرفی از و

g(β, ω⌟α) =
۱

(k − ۱)!αm,i۱,··· ,ik−۱βj۱,··· ,jk−۱g
i۱j۱ · · · gik−۱jk−۱ .

حال
β ∧ (ωb ∧ ∗α) = g(β ∧ ωb, α).
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13 فرم�ها فضاي تجزیه .3 فصل

ωb = gmjdx
j می�کنیم فرض

β ∧ ωb =
۱

(k − ۱)!βj۱,··· ,jk−۱gmjdx
j۱ ∧ · · · ∧ dxjk−۱ ∧ dxj

=
۱
k!
(β ∧ ωb)j۱···jkdx

j۱ ∧ · · · ∧ dxjk .

اینکه به توجه با حال
۱
k!
(β ∧ ωb)j۱···jk =

۱
(k − ۱)!βj۱···jk−۱gmjk ,

داریم

g(β ∧ ωb, α) =
۱
k!
(kβj۱···jk−۱gmjk)αi۱···ikg

i۱j۱ · · · gikjk

=
۱

(k − ۱)!βj۱···jk−۱gmjkαi۱···ikg
i۱j۱ · · · gikjk

=
۱

(k − ۱)!βj۱···jk−۱αi۱···ik−۱,mg
i۱j۱ · · · gik−۱jk−۱

= (−۱)k−۱ ۱
(k − ۱)!βj۱···jk−۱αm,i۱···ik−۱g

i۱j۱ · · · gik−۱jk−۱

= (−۱)k+۱g(β, ω⌟α).

می�دهیم نشان ابتدا دوم قسمت اثبات براي

∗۲ = (−۱)k(m−k).

.∗α = ±dxj۱ ∧ · · · ∧ dxjm−k آنگاه ، α = dxi۱ ∧ · · · ∧ dxik اگر
جایگشتی علامت ± و است {۱, · · · ,m} در {ii, · · · , ik} متمم {j۱, · · · , jm−k} که

می�کند. تبدیل {۱, · · · ,m} به را {j۱, · · · , ik, j۱, · · · , jm−k} که است
باشد زوج جایگشت این اگر

∗ ∗ α = ∗(dxj۱ ∧ · · · ∧ dxjm−k) = (−۱)k(m−k)dxi۱ ∧ · · · ∧ dxik ,

به را {j۱, · · · , jm−k, ii, · · · , ik} که است جایگشتی علامت (−۱)k(m−k) آن در که
می�کند. تبدیل {ii, · · · , ik, j۱, · · · , jm−k}
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باشد فرد جایگشت اگر

∗ ∗ α = − ∗ (dxj۱ ∧ · · · ∧ dxjm−k) = −(−(−۱)k(m−k)dxi۱ ∧ · · · ∧ dxik).

می�کنیم، اثبات را قضیه دوم قسمت حال

∗(∗(ω⌟α)) = (−۱)k+۱ ∗ (ωb ∧ ∗α),

(−۱)(k−۱)(m−k+۱)(ω⌟α) = (−۱)k+۱ ∗ (ωb ∧ ∗α),

ω⌟α = (−۱)k+۱−((k−۱)(m−k+۱)) ∗ (ωb ∧ ∗α)

= (−۱)mk+k ∗ (ωb ∧ ∗α).

که این به توجه با حال

k + ۱− ((k − ۱)(m− k + ۱)) = k + ۱−mk + k۲ − k +m− k + ۱
= k۲ −mk − k +m+ ۲

نتیجه در

k۲ −mk − k +m+ ۲−mk −m = −۲mk + k(k − ۱) + ۲

می�توان پس هستند، هم مانند فردي و زوج لحاظ از توان دو هر یعنی است زوج عبارتی که
کرد. استفاده mk +m از k + ۱− ((k − ۱)(m− k + ۱)) جاي به

می�کنیم، عمل زیر صورت به سوم قسمت اثبات براي

∗(ω⌟α) = (−۱)k+۱(ωb ∧ ∗α).

داریم، بنابراین می�کنیم، استفاده ∗α از α جاي به فوق عبارت در

∗(ω⌟ ∗ α) = (−۱)m−k+۱(ωb ∧ ∗ ∗ α)

= (−۱)m−k+۱(−۱)k(m−k)(ωb ∧ α)

= (−۱)m−k+۱+km−k۲(ω∧α)

= (−۱)mk+m−۱(ω∧α).


