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تحقیق این دستاوردهای كليه

است. (س) الزهرا دانشͽاه به متعلق



تشͺر و قدردانͬ

فرهیخته استاد از برسانم. پایان به را پایان�نامه این تا ساخت راهم رفیق را توفیق که منان ایزد نثار شایان شͺر

خلق حسن و حوصله با پایان�نامه این انجام مراحل تمام در که بهمردی داریوش دکتر آقای جناب بزرگوارم، و

قدردانͬ و تشͺر کمال بودند، پرسش�هایم پاسخ�گوی صدر سعه�ی با همواره و نمودند راهنمایی مرا همیشͽͬ�شان

دارم. را

فرمودند، تقبل را پایان�نامه این مشاوره�ی زحمت که ارجمندم و عزیز استاد ربیعͬ مریم دکتر خانم سرکار از

مͬ�کنم. تشͺر صمیمانه

بزرگ�ترین تحصیل دوران تمام در که مهربانم مادر ویژه به عزیزم خانواده به را خود ویژه�ی تشͺر و سپاس پایان در

مͬ�نمایم. تقدیم بودند�، زندگͬ�ام پشتوانه�های

ح



چͺیده

قوی منظمͬ متری، منظمͬ متری، قوی زیرمنظمͬ متری، زیرمنظمͬ یعنͬ منظمͬ، مفهوم�های پایان�نامه این در

زیردیفرانسیل زیرمنظمͬ ویژگͬ�های این، بر علاوه مͬ�کنیم. بیان مجموعه�مقدار نگاشت�های برای را متری

متری قوی زیرمنظمͬ و متری زیرمنظمͬ مͬ�کنیم، مطالعه باناخ فضاهای در را پایینͬ پیوسته نیم محدب تابع�های

تابع رشد شرط حسب بر را ویژگͬ� دو این از هرکدام و مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد دقیق طور به را زیردیفرانسیل

مͬ�کنیم. مشخص

شرط متری، قوی زیرمنظم متری، زیرمنظم متری، منظم زیردیفرانسیل، مجموعه�مقدار، نگاشت کلیدی. کلمات

دو درجه رشد

خ
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مقدمه

مفهوم�های از ویژگͬ ͷی ،[١] مرجع در ،٢ جئوفروی میچل و ١ آرتاچو آراگون فرانسیسͺو ،٢٠٠٨ سال در

اثبات هیلبرت فضای در پایینͬ نیم�پیوسته و سره محدب، تابع ͷی زیردیفرانسیل برای را متری منظم مختلف

قرار بررسͬ مورد را عملͽری چنین متری(قوی) منظم و متری قوی زیرمنظم متری، زیرمنظم دقیقا آنها کرده�اند.

است. هم�ارز تابع روی دو درجه رشد شرط با ویژگͬ�ها این از کدام هر که داده�اند نشان و داده�اند،

برای x̄ در مقید زیردیفرانسیل برای متری، قوی منظم برای را ویژگͬ ،[١٢] ۴ لویس و ٣ ͬͺدراسویتس اخیرا

دیفرانسیلͬ زیر ،٠ برای x̄ در که ،Rn در محدب لزوما نه تابع ͷی از ( است موضعͬ کننده مینیمم x̄ (که ،٠

دیفرانسیل زیر پیوستگͬ فرض بدون را نتیجه این ،۶ انگیا و ،۵ مرداخوویچ بعداً، کرده�اند. اثبات است، پیوسته

متری منظم زیر برای را [١] در شده داده ویژگͬ�های پایان��نامه، این در ما [١٩] دادند. تعمیم آسپلند فضاهای به

مͬ�کنیم. اثبات باناخ فضاهای در محدب، تابع ͷی زیردیفرانسیل متری قوی منظم زیر و

پردازیم. مͬ باناخ فضای در نیازها پیش و اولیه مفاهیم بیان به اول فصل در حاضر مجموعه�ی در

است. برقرار کامل ͷمتری و باناخ اقلیدسͬ، فضای سه در ٧ اکلند تغییر اصل که مͬ�دهیم نشان دوم فصل در

خصوصیات برخͬ بیان به و مͬ�کنیم تعریف مقدار مجموعه نگاشت�های برای را منظمͬ ویژگͬ�های سوم فصل در

مͬ�پردازیم. آنها بین ارتباط همچنین و

در پایینͬ، پیوسته نیم محدب تابع ͷی زیردیفرانسیل متری قوی زیرمنظم و متری زیرمنظم ویژگͬ چهارم فصل در

مͬ�کنیم. بیان را باناخ فضای

Francisco J. Aragon Artacho١

Michel H. Geoffrey٢

Drusvyatskiy٣

Lewis۴

Mordukhovich۵

Nghia۶

Ekeland٧

ر



١ فصل

نیازها پیش

آنها از ادامه در که آنالیز در معروف قضایای برخͬ همچنین و بعد فصل�های به مربوط مهم تعاریف فصل این در

است. شده آورده شده، استفاده

اولیه مفاهیم ١.١

است. حقیقͬ میدان با باناخ فضایی X = (X, ∥.∥) کنیم فرض

در فضا واحد کره را S∥.∥(X) = {x ∈ X; ∥x∥ = ١} و فضا واحد گوی را B∥.∥(X) = {x ∈ X; ∥x∥ ≤ ١}

مͬ�گیریم. نظر

گوییم محدب مجموعه ͷی را C است. X از زیرمجموعه�ای C و باناخ فضایی X کنیم فرض .١.١.١ تعریف

باشیم داشته ٠ ≤ λ ≤ ١ و C در y و x هر ازای به گاه هر

(١− λ)x+ λy ∈ C.

x هر برای گاه هر گوییم مخروط ͷی را K است. Rn فضای از زیرمجموعه�ای K کنیم فرض .٢.١.١ تعریف

.λx ∈ K باشیم داشته صفر، مساوی بزرگتر λ هر و K به متعلق

.u+v ∈ K باشیم Kداشته به متعلق v و uبرای هرگاه گوییم محدب یͷمخروط Kرا مخروط تعریف٣.١.١.

شͺل به نقاط مجموعه دلخواه β ∈ R و ٠ ̸= b ∈ Rn ازای به .۴.١.١ تعریف

{x ∈ Rn ; ⟨x, b⟩ = β}

مͬ�نامیم. Rn در ابرصفحه� ͷی را

١



مͬ�شود. تعریف زیر شͺل به Rn فضای در بسته) فضای (نیم فضا نیم .۵.١.١ تعریف

.{x ; ⟨x, b⟩ ≥ β} یا و {x ; ⟨x, b⟩ ≤ β} مجموعه β ∈ R و ٠ ̸= b ∈ Rn ͷی ازای به

تعداد اشتراک صورت به گاه هر گوییم محدب وجهͬ چند مجموعه ͷی را Rn از C زیرمجموعه تعریف١.١.۶.

باشد. ابرصفحه�ها یا بسته فضاهای نیم متناهͬ

نشان CoreF با که را F هسته است. X باناخ فضای از غیرتهͬ زیرمجموعه�ای F کنیم فرض .٧.١.١ تعریف

مͬ�کنیم. تعریف زیر صورت به مͬ�دهیم،

هر برای طوری�که به ٠ < δ باشد داشته وجود ،SX عضو h هر برای اگر است CoreF به متعلق x نقطه

.x+ th ∈ F باشیم داشته ٠ ≤ t ≤ δ

.int F ⊂ CoreF که است واضح مͬ�دهیم. نشان int F با را F درونͬ نقاط همچنین

باز مجموعه�های از پذیر شمارش اشتراک صورت به را آن بتوان اگر مͬ�نامیم Gδ را مجموعه ͷی تعریف٨.١.١.

نوشت. بسته های مجموعه از پذیر شمارش اجتماع صورت به را آن بتوان اگر مͬ�نامیم Fσ و نوشت،

است d(p, q) حقیقͬ اعداد تمام مجموعه S Xو ͷمتری فضای از زیرمجموعه�ای E فرضکنیم تعریف٩.١.١.

نمایشمͬ�دهیم. diamE با را آن و مͬ�شود Eنامیده قطر S صورتسوپریمم این در Eهستند، به متعلق q و p که

در f تابع گوییم Xاست. باناخ فضای روی شده تعریف مقدار حقیقͬ تابع ͷی f فرضکنیم تعریف١٠.١.١.

h ∈ X هر برای اگر است، گاتو پذیر دیفرانسیل X به متعلق x نقطه

f ′(x)(h) = lim
t→٠

f(x+ th)− f(x)

t
,

باشد. h به نسبت پیوسته خطͬ تابع ͷی و داشته وجود

و مͬ�نامیم نیز x در f تابع گرادیان را f ′(x) مͬ�شود. نامیده ،X در f گاتو دیفرانسیل یا گاتو مشتق f ′(x) تابع

مͬ�دهیم. نشان ∇f با

مͬ�نامیم. X در فرشه پذیر دیفرانسیل را f باشد، یͺنواخت SX روی h به نسبت حد این اگر و

∇xf(x̄, ȳ) و Z به X × Y از نگاشتͬ f و باشند باناخ فضاهایی Z و Y ،X کنیم فرض [٣] .١١.١.١ تعریف

دیفرانسیل اکید طور به y در یͺنواخت طور به x به نسبت (x̄, ȳ) در f گوییم است. x به نسبت f جزیی مشتق

باشیم داشته است ͷنزدی ȳ به که y ∈ Y هر برای گاه هر است جزیی پذیر

lim
x,x′→x̄
x ̸=x′

f(x, y)− f(x′, y)− ⟨∇xf(x̄, ȳ), x− x′⟩
∥x− x′∥

= ٠.

x̄ نقطه گوییم است. R به C از تابعͬ f و E اقلیدسͬ فضای از زیرمجموعه�ای C کنیم فرض .١٢.١.١ تعریف

.f(x) ≥ f(x̄) ،x̄ از ͬͽهمسای در واقع x هر برای اگر است C روی f موضعͬ کننده مینیمم ،C عضو

٢



به باشند داشته وجود x̄ از U ͬͽهمسای و α مثبت ثابت هرگاه گوییم f موضعͬ قوی کننده مینیمم را x̄ نقطه

باشیم داشته U در x هر برای طوری�که

f(x) ≥ f(x̄) + α ∥x− x̄∥٢.

مͬ�شود. نامیده f تابع سراسری کننده مینیمم x̄ نقطه ،f(x) ≥ f(x̄) ،C در x هر برای اگر و

با است برابر f دامنه است، R ∪ {∞} به X باناخ فضای از تابعͬ f کنید فرض .١٣.١.١ تعریف

domf = {z ∈ X | f(z) < ∞}.

باشد. غیرتهͬ آن دامنه گاه هر مͬ�شود نامیده سره f تابع

مجموعه است. R ∪ {∞} به X باناخ فضای از تابعͬ f کنیم فرض .١۴.١.١ تعریف

{(x, α) ; x ∈ X,α ∈ R, f(x) ≤ α}

مجموعه همچنین مͬ�دهیم. نمایش epi f با و گوییم f اپیͽراف را

{x ∈ X; f(x) ≤ λ} λ ∈ R

مͬ�نامیم. f پایین تراز های مجموعه را

اپیͽراف هرگاه گوییم بسته را f تابع است. R∪{∞} Xبه باناخ فضای از تابعͬ f فرضکنیم تعریف١.١.١۵.

باشد. X × R از بسته زیرمجموعه�ای آن

نقاط از ناتهͬ مجموعه�ای S فرضکنیم مفروضاست. R∪{∞} Xبه باناخ فضای از f تابع تعریف١.١.١۶.

داشته وجود cمثبت ثابت هرگاه مͬ�کند صدق S روی دو درجه رشد شرط در f تابع گوییم باشد. f تابع مینیمم

باشیم داشته S از ͬͽهمسای ͷی در x هر برای که قسمͬ به باشد

f(x) ≥ inf f + c d٢(x, S).

اگر گوییم آفین نگاشت را F به E از αنگاشت هستند. اقلیدسͬ فضاهای F و E کنیم فرض .١٧.١.١ تعریف

باشیم داشته حقیقͬ، λ و E به متعلق y و x هر ازای به

α(λx+ (١− λ)y) = λα(x) + (١− λ)α(y).

گوییم. آفین تابع را α باشد، R برابر F اگر و

٣



اگر فقط و اگر است آفین ،F به E از α نگاشت باشند. اقلیدسͬ فضاهای F و E کنید فرض [٨] .١٨.١.١ لم

است. F به E از خطͬ نگاشتͬ T و F به متعلق y٠ که ،α = y٠ + T

شده�اند. آورده [٨] مرجع از آنها اکثر که مͬ�آوریم را محدب توابع به مربوط قضایای و مفاهیم حال

X روی f تابع گوییم است، R ∪ {∞} به X از تابعͬ f و باناخ فضای ͷی X کنیم فرض .١٩.١.١ تعریف

باشیم داشته ٠ ≤ λ ≤ ١ و X به متعلق y و x هر ازای به اگر است محدب

f(λx+ (١− λ)y) ≤ λf(x) + (١− λ)f(y).

f + g آنگاه باشند X باناخ فضای روی محدب تابع دو g و f اگر است. محدب تابعͬ آفین، تابع هر وضوح به

بود. خواهد محدب نیز

است. محدب تابعͬ محدب، توابع از دسته هر سوپریمم .٢٠.١.١ گزاره

شود تعریف زیر صورت به f تابع کنیم فرض اثبات.

f(x) := sup
α

fα(x),

داده t ∈ (٠,١) و X عضو y و x کنیم فرض است. محدب fα : X → R ∪ {∞} تابع α هر برای طوری�که به

صورت این در باشند شده

f((١− t)x+ ty) = sup
α

fα((١− t)x+ ty)

≤ sup
α

{(١− t)fα(x) + tfα(y)}

≤ (١− t) sup
α

fα(x) + t sup
α

fα(y)

= (١− t)f(x) + tf(y).

روی f پیوسته و محدب تابع هر برای اگر است ١ آسپلند فضای ͷی X باناخ فضای گوییم .٢١.١.١ تعریف

باشد. X در چͽال Gδ مجموعه�ای ،f فرشه�ی پذیر دیفرانسیل نقاط همه�ی مجموعه�ی ،X

را f مقدار حقیقͬ تابع است، X از زیرمجموعه�ای S و باناخ فضای ͷی X کنیم فرض .٢٢.١.١ تعریف

باشیم داشته S عضو y و x هر ازای به که قسمͬ به باشد موجود ٠ < α گاه هر گوییم شیتز لیپ ،S روی

.|f(y)− f(x)| ≤ α|y − x|

موجود x حول U ͬͽهمسای و ٠ < α گاه هر گوییم موضعͬ شیتز لیپ ،X عضو x در را f مقدار حقیقͬ تابع

.|f(y)− f(z)| ≤ α |y − z| باشیم داشته ،S عضو y و z هر ازای به که قسمͬ به باشند

Asplund١

۴



پایینͬ پیوسته نیم نگاشت�های ٢.١

است. R ∪ {∞} به X باناخ فضای از تابعͬ f کنیم فرض .١.٢.١ تعریف

است. پایین پیوسته نیم y نقطه در f تابع گوییم f(y) ≤ lim infx→y f(x) اگر

است. بالا پیوسته نیم y نقطه در f تابع گوییم f(y) ≥ lim supx→y f(x) اگر

باشد. پایین پیوسته نیم هم و بالا پیوسته نیم هم اگر تنها و اگر است پیوسته مقدار حقیقͬ تابع ͷی

است. پایین پیوسته نیم نیز f + g آنگاه باشند پایین پیوسته نیم g و f های تابع اگر .٢.٢.١ گزاره

هستند پایین پیوسته نیم x در g و f چون هستند. g و f های دامنه اشتراک از نقاطͬ y و x کنیم فرض اثبات.

لذا

f(x) ≤ lim inf
y→x

f(y)

g(x) ≤ lim inf
y→x

g(y)

لذا .inf A+ inf B ≤ inf(A+B) داریم B و A مجموعه دو برای این�که به توجه با

(f + g)(x) ≤ lim inf
y→x

(f)(y) + lim inf
y→x

g(y) ≤ lim inf
y→x

(f + g)(y).

و باشد پایین پیوسته نیم و محدب سره، ،X باناخ فضای روی f تابع اگر [٢٠] .٣.٢.١ گزاره

∅ ̸= D = int dom(f),

است. پیوسته D روی f آنگاه

عبارات صورت این در است. [−∞,+∞] Xبه از تابعͬ f و باناخ فضای ͷیX فرضکنید [٨] .۴.٢.١ گزاره

معادلند: زیر

است. پایین پیوسته نیم X روی f تابع ١

است. بسته f تابع پایین تراز مجموعه�های ٢

است. بسته f تابع ٣

است. پایین پیوسته نیم پایین، پیوسته نیم توابع از دسته هر سوپریمم

است. بالا پیوسته نیم بالا، پیوسته نیم توابع از دسته هر اینفیموم و

۵



داریم است، پایین پیوسته نیم ،i هر برای fi کنیم فرض اثبات.

{x ∈ X | sup
i

fi(x) ≤ λ} = ∩i∈I{x ∈ X | fi(x) ≤ λ}

گزاره بنابه پس است، بسته نیز تساوی چپ طرف پس است، بسته ۴.٢.١ گزاره به بنا بالا تساوی راست طرف

است. برقرار حͺم ۴.٢.١

بالاست. پیوسته نیم بالا، پیوسته نیم توابع اینفیموم مͬ�شود ثابت شͺل همین به

شده�اند. آورده [١۶] مرجع از است مقدار مجموعه نگاشت�های با ارتباط در که زیر گزاره�های و تعریف�ها

یͷمجموعه F (x) ،X به متعلق x هر برای اگر توپولوژیͷهستند. فضاهای Y Xو فرضکنیم تعریف٢.١.۵.

مͬ�دهیم. نشان F : X ⇒ Y با و گوییم Y به X از مقدار مجموعه نگاشت ͷی را F (.) آنگاه باشد Y در

است. مقدار مجموعه نگاشت ͷی تابع هر خاص، حالت در

f(x) = x٢ ،f : R → R+ .۶.٢.١ مثال

است. مقدار مجموعه نگاشتͬ f−١ بنابراین ،f−١(y) = {−√
y,
√
y} ،y ∈ R+ هر برای

نمودار و برد دامنه، است. Y و X باناخ فضاهای بین مقدار مجموعه نگاشتͬ F کنیم فرض .٧.٢.١ تعریف

مͬ�شوند. تعریف زیر صورت به ترتیب به F نگاشت

domF := {x ∈ X |F (x) ̸= ∅}

img F :=
∪

x∈dom(F )

F (x)

gphF = {(x, y) ∈ X × Y | y ∈ F (x)}.

که طوری به است F−١ نگاشت ،F نگاشت معکوس نقش همچنین

x ∈ F−١(y) ⇐⇒ y ∈ F (x).

هستند، مفروض Y و X ͷتوپولوژی فضاهای .٨.٢.١ تعریف

هر برای اگر است مقدار فشرده یا مقدار، باز مقدار، بسته Y به X از F ر مقدا مجموعه� نگاشت گوییم .١

فضای ͷی Y اگر این بر علاوه باشد. Y در فشرده یا باز بسته، مجموعه�ای ترتیب به F (x) ،X عضو x

محدب F (.) باشد، Y در محدب مجموعه�ای ،X به متعلق x هر برای F (x) و باشد، خطͬ ͷتوپولوژی

مͬ�شود. نامیده مقدار
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نمودار گاه هر گوییم فشرده یا باز بسته، مقدار یͷنگاشتمجموعه را Y Xبه از F مقدار نگاشتمجموعه .٢

ͷتوپولوژی فضاهای Y Xو اگر همچنین X×Yباشد. از فشرده یا باز بسته، زیرمجموعه�ای (gphF ) F

محدب زیرمجموعه�ای gphF اگر مͬ�شود نامیده محدب مقدار مجموعه نگاشت ͷی F (.) باشند، خطͬ

باشد. X × Y از

نظر در را F (x̄) عضو ȳ و Y باناخ فضای به X باناخ فضای از F مقدار مجموعه نگاشت .٩.٢.١ تعریف

،x̄ از U ͬͽهمسای هر برای و ،F دامنه درونͬ نقطه x̄ اگر است باز ȳ برای x̄ در F نگاشت گوییم مͬ�گیریم.

باشد. ȳ از ͬͽهمسای ͷی F (U) = ∪x∈UF (x) مجموعه

از مقدار مجموعه نگاشتͬ F و هستند، هاسدورف ͷتوپولوژی فضاهای Y و X کنیم فرض .١٠.٢.١ تعریف

به و داده نشان F+(V ) با F (.) تحت V بالای معکوس نقش ،Y ⊃ V هر برای صورت این در است. Y به X

مͬ�شود. تعریف زیر صورت

F+(V ) := {x ∈ X |F (x) ⊂ V }.

مͬ�شود. تعریف زیر صورت به و داده نشان F−(V ) با ،F تحت(.) V پایین معکوس نقش همچنین

F−(V ) := {x ∈ X |F (x) ∩ V ̸= ∅} = ∪y∈V F
−(y).

.F+(V ) = F−(V ) = ∅ آنگاه V = ∅ اگر

.f+(V ) = f−(V ) = f−١(V ) داریم Y ⊃ V و f : X → Y تابع برای .١١.٢.١ نکته

از مقدار مجموعه نگاشتͬ F اگر هستند. هاسدورف ͷتوپولوژی فضاهای Y و X کنید فرض .١٢.٢.١ گزاره

ارزند: هم زیر عبارت�های آنگاه ،dom(F ) = X و باشد Y به X

است. بالا پیوسته نیم F (.) .١

است. X در باز مجموعه ͷی F+(V ) ،Y ⊃ V باز مجموعه هر برای .٢

است. X در بسته مجموعه ͷی F−(W ) ،Y ⊃ W بسته مجموعه هر برای .٣

X از مقدار مجموعه نگاشتͬ F و باشند هاسدورف ͷتوپولوژی فضاهای Y و X کنید فرض .١٣.٢.١ تعریف

اگر تنها و اگر مͬ�شود گفته بالا پیوسته نیم X عضو x٠ در F (.) صورت این در باشد. ناتهͬ آن دامنه و Y به

طوری�که به باشد داشته وجود X در ،x٠ از U ͬͽهمسای است، F (x٠) شامل که Y در V باز مجموعه هر برای

.F (x) ⊂ V باشیم داشته ،U عضو x هر برای

مͬ�شود. نامیده بالا پیوسته نیم ،X روی آنگاه باشد بالا پیوسته نیم X به متعلق x هر در F اگر

٧



هر برای اگر مͬ�شود گفته پایین پیوسته نیم X به متعلق x٠ نقطه در بالا تعریف در F نگاشت .١۴.٢.١ تعریف

طوری�که به باشد داشته وجود X در ،x٠ از U باز ͬͽهمسای نیست، تهͬ F (x٠) ∩ V که ،Y در V باز مجموعه

∀x ∈ U : F (x) ∩ V ̸= ∅.

مͬ�شود. نامیده پایین پیوسته نیم X روی باشد، پایین پیوسته نیم X به متعلق x هر در F اگر و

.١۵.٢.١ مثال

F : R → R

F (x) =

 [١,۴] x = ٠

[٢,٣] x ̸= ٠

که باشد ای گونه به V باز مجموعه کنیم فرض است. بالا پیوسته نیم x = ٠ نقطه در نگاشت این مͬ�دهیم نشان

x هر برای صورت این در است، ٠ از ͬͽهمسای ͷی U کنیم فرض حال .[١,۴] ⊂ V نتیجه در ،F (٠) ⊂ V

اما .F (x) ⊂ [١,۴] ⊂ V ، U به متعلق x هر برای نتیجه در است، [٢،٣] یا [١،۴] برابر F (x) ،U به متعلق

٠ < ϵ برای و ،٣ < r < ۴ طوری�که به r ∈ F (٠) = [١,۴] اگر زیرا نیست، پایینͬ پیوسته نیم x = ٠ در F

هستند صفر مخالف که U عضو های x برای آنگاه .V = (r − ϵ, r + ϵ) ⊂ (٣,۴) ͷکوچ کافͬ اندازه به

.F (x) ∩ V = ∅

همͽن مثبت طور به را F نگاشت است، Y به X از مقدار مجموعه نگاشتͬ F کنیم فرض .١۶.٢.١ تعریف

مخروط ͷی gphF معادل طور به یا .F (λx) ⊃ λF (x) باشیم داشته ٠ < λ برای و ،٠ ∈ F (٠) هرگاه گوییم

باشد. X × Y در

طور به گوییم. زیرخطͬ را F نگاشت ،F (x + x′) ⊃ F (x) + F (x′) باشیم داشته بالا شرایط بر علاوه اگر و

باشد. X × Y در محدب مخروط ͷی آن گراف هرگاه است زیرخطͬ F معادل

همͽن مثبت طور به مقدار مجموعه نگاشتͬ F و هستند، باناخ فضاهایی Y و X کنیم فرض .١٧.٢.١ تعریف

مͬ�شوند. تعریف زیر صورت به ترتیب به ،F درونͬ نرم و بیرونͬ نرم است، Y به X از

∥F∥+ = sup
∥x∥≤١

sup
y∈F (x)

∥y∥ و ∥F∥− = sup
∥x∥≤١

inf
y∈F (x)

∥y∥.

.infy∈∅ ∥y∥ = ∞ و supy∈∅ ∥y∥ = −∞ که قرارداد این با

.١٨.٢.١ مثال

F : R ⇒ R

F (x) =

 ٠ x ≥ ٠

∅ x < ٠

|F |+ = ٠ , |F |− = ∞
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داریم A کراندار خطͬ عملͽر برای منطبق�اند. هم بر نرم دو این باشد، مقدار تک F و ،domF = X هرگاه

∥A∥+ = ∥A∥− = ∥A∥.

آنگاه باشد، Y باناخ فضای به X باناخ فضای از همͽن مثبت طور به نگاشتͬ F اگر [٩] .١٩.٢.١ گزاره

∥F−١∥+ = inf{k ∈ (٠,∞) |x ∈ F−١(y) ⇒ ∥x∥ ≤ k∥y∥}.

.F−(٠)١ = داشت{٠} خواهیم بالا گزاره به توجه با ،∥F−١∥+ < ∞ گاه هر .٢٠.٢.١ نکته

،gphF به متعلق (x̄, ȳ) نقطه در F : X ⇒ Y نگاشت برای نموداری سازی محلͬ ͷی .٢١.٢.١ تعریف

(x̄, ȳ) از U × V ͬͽهمسای برای طوری�که به است F̃ : X ⇒ Y نگاشت

gph F̃ = (U × V ) ∩ gphF.

دیͽر عبارت به

F̃ (x) =

 F (x) ∩ V x ∈ U

∅ x /∈ U

بر A فراوانͬ باشند. X از زیرمجموعه�هایی B و A و ͷمتری فضای ͷی (X, ρ) کنید فرض .٢٢.٢.١ تعریف

مͬ�شود. تعریف زیر صورت به B

e(A,B) := sup
a∈A

d(a,B),

.e(∅, ∅) = ∞ و e(∅, B) = ٠ ،B ̸= ∅ اگر قرارداد طبق که

.d(a, ∅) = ∞ مͬ�کنیم تعریف B = ∅ برای و ،d(a,B) = infb∈B{ρ(a, b)} قبل تعریف در

مͬ�شود. تعریف زیر صورت به B و A بین هاسدورف فاصله .٢٣.٢.١ تعریف

h∗(A,B) := max{e(A,B), e(B,A)}.

.d(A,B) ≤ h∗(A,B) که است واضح

از زیرمجموعه�هایی B و A و نرم�دار خطͬ فضای ͷی X کنید فرض [١۶] .٢۴.٢.١ لم

صورت این در هستند، X

.e(A,B) = inf{ϵ > ٠ |A ⊂ B + ϵB} .١

.e(B,A) = inf{ϵ > ٠ |B ⊂ A+ ϵB} .٢

٩



مͬ�آید. در زیر صورت به هاسدورف فاصله دار نرم خطͬ فضای ͷی در .٢۵.٢.١ نتیجه

h∗(A,B) = inf{ϵ > ٠ |A ⊂ B + ϵB, B ⊂ A+ ϵB}.

مͬ�شود. تعریف زیر صورت به و داده نشان h(A,B) با ٢ پومپئو-هاسدورف فاصله .٢۶.٢.١ تعریف

h(A,B) = sup
x∈X

|d(x,A)− d(x,B)|

تهͬ که باشند X از زیرمجموعه�هایی B و A و باشد، ͷمتری فضای ͷی (X, ρ) اگر [١۶] .٢٧.٢.١ گزاره

.h(A,B) = h∗(A,B) آنگاه نیستند،

مجموعه به نسبت S نگاشت گوییم است. Rn به Rm از مقدار مجموعه� نگاشتͬ S فرضکنیم تعریف٢٨.٢.١.

٠ ≤ k و باشد، مقدار بسته D روی S نگاشت ،D ⊂ domS گاه هر است پیوسته شیتز لیپ ،Rm در D ناتهͬ

y, y′ ∈ D هر ازای به که قسمͬ به باشد داشته وجود

h(S(y′), S(y)) ≤ k |y′ − y|.

هر ازای به طوری�که به باشد داشته وجود ٠ ≤ k گاه هر است پیوسته شیتز لیپ D روی S معادل، طور به

y, y′ ∈ D

S(y′) ⊂ S(y) + k |y′ − y|B.

مͬ�آید. دست به بالا تعریف از توابع، برای پیوستگͬ شیتز لیپ تعریف باشد، مقدار Dتک روی S نگاشت گاه هر

به نسبت ،ȳ در S نگاشت گوییم است. Rn به Rm از مقدار مجموعه نگاشتͬ S کنیم فرض .٢٩.٢.١ تعریف

ثابت و باشد، مقدار بسته ȳ در S نگاشت ،ȳ ∈ D ⊂ domS گاه هر است بیرونͬ پیوسته شیتز لیپ D مجموعه

که قسمͬ به باشند داشته وجود ȳ از V ͬͽهمسای و ،٠ ≤ k

e(S(y), S(ȳ)) ≤ k |y − ȳ| ∀y ∈ V ∩D.

است. بیرونͬ پیوسته شیتز لیپ پیوسته، شیتز لیپ نگاشت هر بنابراین

محدب وجهͬ نگاشتچند ͷی را S Rnاست. Rmبه از مقدار مجموعه نگاشتͬ S فرضکنیم تعریف٣٠.٢.١.

باشد. محدب وجهͬ چند مجموعه�ای (gphS) آن نمودار گاه هر گوییم

وجهͬ چند نگاشتͬ را S نگاشت است. Rn به Rm از مقدار مجموعه نگاشتͬ S کنیم فرض .٣١.٢.١ تعریف

باشد. Rm × Rn در محدب وجهͬ چند مجموعه�های متناهͬ تعداد از اجتماعͬ آن نمودار گاه هر نامیم

Pompeiu-Hausdorff٢
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هستند. بسته محدب، وجهͬ چند مجموعه�های چون دارد، بسته نمودار چندوجهͬ، نگاشت هر که است واضح

است. قطعه ͷی شامل فقط آن گراف که است وجهͬ چند نگاشتͬ محدب، وجهͬ چند نگاشت هر همچنین

شیتز لیپ دامنه�اش روی ،S : Rm ⇒ Rn محدب وجهͬ چند نگاشت هر (٣C.قضیه٣ [١١]) .٣٢.٢.١ قضیه

است. پیوسته

است. بیرونͬ پیوسته شیتز لیپ دامنه�اش روی ،S : Rm ⇒ Rn وجهͬ چند نگاشت هر [١١] .٣٣.٢.١ قضیه

دیفرانسیل زیر ٣.١

شده�اند. آورده [٢٠] مرجع از زیر قضیه�های و تعریف�ها

زیردیفرانسیل باشد. f دامنه عضو x̄ نقطه و R∪{∞} Xبه باناخ فضای از تابعͬ f فرضکنید تعریف١.٣.١.

مͬ�شود. تعریف زیر صورت به که است X∗ به X از ∂f مقدار مجموعه نگاشت ،x̄ نقطه در f

∂f(x̄) := {y∗ ∈ X∗ | ⟨y∗, x− x̄⟩ ≤ f(x)− f(x̄) ∀x ∈ X} (١.١)

معادل طور به یا

f(x̄+ h)− f(x̄) ≥ y∗(h) ∀h ∈ X

با بود خواهد برابر آن دیفرانسیل زیر و است، پذیر زیردیفرانسیل نقاط تمام در f(x) = ∥x∥ تابع .٢.٣.١ مثال

∂f(x) = {x∗ : x∗(z−x) ≤ ∥z∥−∥x∥} = {x∗ : x∗(z−x) ≤ ∥z−x∥} = {x∗ : ∥x∗∥ ≤ ١} = B ⊂ X∗

.٣.٣.١ مثال

f(x) =

 ١−
√
١− x٢ − ١ ≤ x ≤ ١

+∞ x > ١ xیا < −١

ندارد. تعلق ∂f دامنه به نقطه این زیرا ندارد. دیفرانسیل زیر x = ١ نقطه در تابع این

سراسری کننده مینیمم x̄ نقطه اگر وتنها اگر است ∂f(x̄) عضو y∗ نقطه ،١.٣.١ تعریف به بنا .۴.٣.١ نتیجه

باشد. f(.)− ⟨y∗, .⟩ بر) ͷی) مورب تابع

و باز تهͬ، غیر زیرمجموعه�ای D و ،R ∪ {∞} به X باناخ فضای از محدب تابعͬ f کنید فرض .۵.٣.١ گزاره

زیرمجموعه�ای ∂f(x٠)صورت این در است. پیوسته D به متعلق x٠ نقطه در f طوری�که به Xباشد، از محدب

کراندار موضعاً x٠ در x → ∂f(x) نگاشت همچنین است. X∗ از فشرده - ω∗ و بسته -ω∗ محدب، غیرتهͬ،

است.

١١



محدب و پیوسته تابعͬ f و ،X از غیرتهͬ و باز Dزیرمجموعه�ای باناخ، Xیͷفضای فرضکنید .۶.٣.١ گزاره

.٠ ∈ ∂f(x) اگر تنها و اگر است f تابع سراسری کننده مینیمم ،x ∈ D نقطه صورت این در باشد. D روی

نتیجه در ٠ ∈ ∂f(x) کنیم فرض ابتدا اثبات.

⟨٠, z − x⟩ ≤ f(z)− f(x) ∀z ∈ D ⇒ f(x) ≤ f(z) ∀z ∈ D.

،D عضو z هر برای یعنͬ باشد، f تابع سراسری کننده مینیمم ،D عضو x کنیم فرض برعکس

f(x) ≤ f(z) ⇒ ٠ ≤ f(z)− f(x) ⇒ ⟨٠, z − x⟩ ≤ f(z)− f(x).

دارد. تعلق ∂f(x) به ٠ لذا

باشد، محدب و پیوسته ،X باناخ فضای از D محدب و باز مجموعه زیر روی f تابع کنید فرض .٧.٣.١ گزاره

است. بالایی پیوسته نیم -ω∗ به نرم ،D روی x → ∂f(x) زیردیفرانسیل نگاشت صورت این در

از g و (−∞,+∞] به X از f و حقیقͬ باناخ فضاهای Y و X کنید فرض (۴.١.١٩ ([٨]قضیه .٨.٣.١ قضیه

این در باشد، Y به X از کراندار و خطͬ نگاشتͬ T کنید فرض و . باشند محدب تابع�هایی (−∞,+∞] به Y

داریم X عضو x نقطه هر در صورت

∂(f + g o T )(x) ⊃ ∂f(x) + T ∗(∂ g(Tx)).

باشد. صادق زیر شرایط از ͬͺی اگر است برقرار برابری و

٠ ∈ Core(domg − T domf)

یا

T domf ∩ Cont g ̸= ∅.

است. g پیوستگͬ نقاط مجموعه Cont g که

صورت این در است، (−∞,+∞] به X از محدب تابعͬ f کنیم فرض [٨] .٩.٣.١ گزاره

f ′(x٠) ∈ ∂f(x٠) آنگاه باشد گاتو پذیر دیفرانسیل x٠ در f اگر .١

اگر فقط و اگر است گاتو پذیر دیفرانسیل x٠ در f صورت این در است، پیوسته x٠ در f کنیم فرض .٢

باشد. مقدار تک ∂f(x٠)

١٢


