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  ي مادرم خاطرهتقديم به 

  كه شوق آموختن را در وجودم زنده نگاه داشته است.

  اوتقديم به 

  .از صبر و فداكاري بي دريغ اوست ،كه هر آنچه از آن من است

 ي زيستنم است.  امروز، آرزوهايش تنها بهانه...و 
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  تقدير و تشكر

  

گرچه  است. پايان خويش قرار داده حمد و سپاس مخصوص پروردگار يكتاست كه همواره مرا مورد لطف و عنايت بي   
  ام. كرگزار اين الطاف زيبا نبودهشآنطور كه شايسته است،  گاه،هيچ

رياست محترم  جناب آقاي دكتر احمد عباسي،، و گرانقدرم منان، بر خود لازم مي دانم كه از استاد ارجمند بعد از سپاس ايزد   
سپاسگزاري نمايم. بدون  تشكر و صميمانه ،هايشان در مسير آموختن علم براي تمام زحمات و كمك دانشكده علوم رياضي،

  هاي ايشان، بزرگترين راهگشا در مسير پرفراز و نشيب تدوين اين رساله بوده است. شك، راهنمايي

همچنين از اساتيد محترم، جناب آقاي دكتر حبيب اله انصاري و جناب آقاي دكتر شهاب الدين ابراهيمي كه زحمت داوري    
. آموختن در دكتر فرهاد درستكار، قدردان و سپاسگزارماين رساله را پذيرفتند و نماينده محترم تحصيلات تكميلي جناب آقاي 

  مايه افتخار بنده خواهد بود. محضر اين اساتيد دانا و فرهيخته همواره

از كليه دوستان و دانشجويان رشته جبر دانشكده علوم رياضي، به ويژه خانم هاجر روشن، دانشجوي مقطع دكتري، كه در    
  م نمودند، نيز كمال تشكر و سپاس را دارم.ا تكميل اين رساله همراهي

كه همواره بزرگترين حامي من در زندگي بوده و خواهر و  مهربانمبه علاوه بر خود واجب مي دانم كه بدين وسيله از پدر    
  اند، سپاسگزاري نمايم. كه همراهان رنج ها و شادي هايم بوده مبرادر عزيز

زندگي  ام نمودند، اميدم بخشيدند، همراهم شدند و لحظه لحظه ام كرده اند، ياري آرزوي من براي تمام عزيزاني كه راهنمايي   
  خاطره ساختند، سلامتي، شادي و عزّت روزافزون است.و تحصيلم را 
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    :چكيده
  

فرض . باشند Rيك ايده آل از  I مدول با توليد متناهي و -Rيك  Mتعويض پذير نوتري، يك حلقه  Rفرض كنيد 
݅ ازاي هريك عدد صحيح و ناصفر باشد به طوريكه به ݐ  كنيد < ሻܯூ௜ሺܪோ݌݌ݑܵ݉݅݀، ݐ ≤ ١ . 

،ሻܯூ௧ି١ሺܪهاي  مدول -Rكه است  اين رساله نشان داده شده در ⋯ مي باشند  هم متناهي -ሻ ،Iܯூ∘ሺܪ ،ሻܯூ١ሺܪ ،
ோ൫ܴ݉݋ܪمدول  - Rو  ⁄ܫ ,  1از بعد  Iبا توليد متناهي است. اين مطلب بلافاصله ايجاب مي كند كه اگر ،  ሻ൯ܯூ௧ሺܪ

ቀ݀݅݉باشد  ܴ ⁄ܫ = ١يعني، ቁ آنگاه به ازاي هر ،݅ هم متناهي است. اين مطلب تعميم نتايج اصلي  - ሻ ،Iܯூ௜ሺܪ، ∘≤
موضعي باشد و به  Rما اثبات مي كنيم كه اگر  ،. به علاوهاستدلفينو و مارلي و يوشيدا براي يك حلقه نوتري دلخواه 

݅ هر ازاي < ሻܯூ௜ሺܪோ݌݌ݑܵ݉݅݀  ،، داشته باشيمݐ ≤ ݅ هر ، آنگاه به ازاي٢ < ݆ و ݐ ≥∘  ،R-  مدول هاي ோ௝ݐݔܧ ቀܴ ⁄ܫ , ோ൫ܴ݉݋ܪو  ሻቁܯூ௜ሺܪ ⁄ܫ ,  به عنوان يك نتيجه اين مطلب بيان مي. اند لسكرين ضعيف ሻ൯ܯூ௧ሺܪ
݉݅݀اگر  شود كه ܴ ⁄ܫ ≤ ݅آنگاه به ازاي هر ،  ٢   ، متناهي است.ሻܯூ௜ሺܪ، مجموعه ايده آل هاي اول وابسته به  ∘≤

  

  

   

، كوهمولوژي موضعي، هم متناهي بودن، ايده آل هاي با بعد حلقه هاي تعويض پذير نوتريهاي كليدي:  واژه

  كوچك

    

: جستاري بر هم متناهي بودن كوهمولوژي موضعي نسبت به ايده آل هاي با بعد كوچكعنوان  

 طاهره عديلي



 ج

 

 Abstract:       Let R be a commutative Noetherian ring and let M be a non-zero finitely generated R-module. Let I be an ideal of R. Let t be a non-negative integer such that ݀݅݉ܵ݌݌ݑோܪூ௜ሺܯሻ ≤ 1 for all ݅ < ,ሻܯூ଴ሺܪ It is shown that the R-modules    .ݐ ,ሻܯூଵሺܪ ⋯ , ோ൫ܴ݉݋ܪ ሻ are I-cofinite and the R-moduleܯூ௧ିଵሺܪ ⁄ܫ , .ሻ൯ is finitely generated. This immediately implies that if I has dimension one ሺiܯூ௧ሺܪ e. , ݀݅݉ ܴ ⁄ܫ = 1ሻ, then ܪூ௜ሺܯሻ is I-cofinite for all ݅ ≥ 0. This is a gereralization of main results of Delfino and Marley and Yoshida for an arbitrary Noetherian ring R. Also, we prove that if R is local and ݀݅݉ܵ݌݌ݑோܪூ௜ሺܯሻ ≤ 2 and ݉݋ܪோ൫ܴ ⁄ܫ , ݅ ሻ൯ are weakly Laskarian for allܯூ௧ሺܪ < ݆ and all ݐ ≥ 0. As a consequence, it follows that the set of associated primes of ܪூ௜ሺܯሻ is finite for ݅ ≥ 0, whenever ݀݅݉ ܴ ܫ ≤ 2⁄ .                   
  

  Keywords: commutative noetherian rings, local cohomology, cofinitness, ideals of small dimension  

  

  

   

Title: On the cofiniteness of local cohomology modules for ideals of small dimensionTahere Adili
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    مقدمه

يكي از مسائل تحقيقاتي روز رياضيدانان جبر جابجايي، جبر همولوژي و هندسه جبري مطالعه خواص كوهمولوژي    
 موضعي است. در اين رساله خاصيت هم متناهي بودن كوهمولوژي موضعي مورد بررسي قرار مي گيرد.

 Iاين حدس را ارائه كرد كه براي هر ايده آل  ])17([1در راستاي مطالعه خواص كوهمولوژي موضعي، ابتدا گروتنديك   
ܴ)ோ݉݋ܪمدول  - M  ،Rمدول با توليد متناهي  -Rو هر  Rاز  ⁄ܫ , اما طولي نكشيد  .با توليد متناهي است ((ܯ)ூ௜ܪ

مدول هاي هم متناهي ارائه نمود. به  مثال نقضي براي حدس گروتنديك و همچنين تعريفي براي]) 18([2كه هارتشورن
  او پرسش زير را مطرح نمود: وهعلا

 - M ،Rمدول با توليد متناهي  -Rو هر  ݅، چه ويژگي هايي داشته باشند تا به ازاي هر Rاز  Iو ايده آل  Rحلقه    
 هم متناهي باشند؟ - I،  (ܯ)ூ௜ܪهاي مدول

يك حلقه منظم كامل  Rنشان دادند كه اگر ]) 9([ 3و بعد از آن كرياسسكو ])18([ در رابطه با اين پرسش، هارتشورن   
݉݅݀يك ايده آل اول باشد به طوري كه  Iباشد و  ܴ ⁄ܫ =  - M  ،Rمدول با توليد متناهي  -R، آنگاه به ازاي هر  ١

يك دامنه موضعي  Rكردند كه اگر  اثبات]) 19([ 5و كه 4هم متناهي اند. همچنين، هونيكه -I،  (ܯ)ூ௜ܪمدول هاي 
݉݅݀ باشد به طوريكه Rيك ايده آل از  Iگرنشتاين كامل باشد و  ܴ ⁄ܫ = مدول با  -Rو هر  ݆و  ݅آنگاه به ازاي هر  ،١

ܯோ݌݌ݑܵ كهN  و Mتوليد متناهي  ⊆ ோ௝ݐݔܧ ،(ܫ)ܸ (ܰ, ]) 10([ 6توليد متناهي است. به علاوه، دلفينو، با ((ܯ)ூ௜ܪ
  موضعي كامل تحت شرايطي خاص باشد، آنگاه نتايج مشابه برقرار است. يك دامنه Rاثبات كرد كه اگر 

فرضيه كامل بودن را حذف كردند. در حقيقت، با استفاده از استدلال ]) 39([ 8و يوشيدا]) 11([ 7سرانجام دلفينو و مارلي   
توليد متناهي روي يك حلقه موضعي  بامدول  يك Mكه اگر نشان دادند و تغيير قاعده كلّي حلقه، طيفي  دنباله هاي

݉݅݀كه به طوري باشد Rيك ايده آل از  Iو  Rتعويض پذير و نوتري  ܴ ⁄ܫ = مدول هاي  -R، ݅، آنگاه به ازاي هر ١
 .اندهم متناهي  - I،  (ܯ)ூ௜ܪكوهمولوژي موضعي

 است كه (ܯ)ூ௜ܪي موضعيژوهمولومربوط به هم متناهي بودن مدول هاي ك اهداف اين رساله اثبات نتايجييكي از    
 Rيك مدول با توليد متناهي روي  Mو  R، يك ايده آل دلخواه از يك حلقه نوتري دلخواه (نه لزوما موضعي) Iدر آن 

݅عددي صحيح و نامنفي باشد به طوري كه به ازاي هر ݐاگر باشد. به خصوص، اين موضوع بيان مي شود كه  < ،  ݐ

                                                            
١ Grothendieck  
٢ Hartshorn  
٣ Chiriacescu  
٤ Huneke  
٥ Koh  
٦ Delfino  
٧ Marley  
٨ Yoshida  
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(ܯ)ூ௜ܪோ݌݌ݑܵ݉݅݀ ≤ مدول  -Rو اند هم متناهي  -I،  (ܯ)ூ௧ି1ܪ،...،(ܯ)ூ1ܪ،(ܯ)∘ூܪمدول هاي -R، آنگاه  1 ܴ)ோ݉݋ܪ ⁄ܫ , با توليد متناهي است. دراثبات اين مطلب نيازي به تغيير حلقه به نمونه حلقه موضعي منظم  ((ܯ)ூ௧ܪ
  كامل نيست.

، ])39([، يوشيدا])11([نتايج اصلي دلفينو و مارليتعميم حاصل مي شود. در ميان آنها،  مطلبچند نتيجه از اين    
]) 24([15و سالاريان 14خشايارمنش ،])28([13واسيليو و، مارلي ])34([12، نهان])7([11لشگري و10، برادمن])23([9كاواساكي

نتايجي در مورد مدول هاي هم ميني ماكس كه به عنوان يك  ،. همچنين با پيگيري اين نكته از زواياي بيشتربيان مي شود
. سرانجام، يك مثال نقض ساده براي حدس گروتنديك بيان ارائه مي شود تعميم از مدول هاي هم متناهي معرفي شده اند،

  .مي شود

ايده آل هاي يكي ديگر از مسائل اصلي مرتبط با كوهمولوژي موضعي يافتن اين مطلب است كه چه زماني مجموعه    
براي حلقه هاي  ])26([17و ليوبزنيك ])20([16شارپ ومتناهي است. اين مطلب توسط هونيكه  (ܯ)ூ௜ܪاول وابسته به 

ارائه شد، اين ]) 37([ 18موضعي منظم اثبات شده است. از طرف ديگر، از ديدگاه مثال غير موضعي كه توسط سينگ
مدول هاي كوهمولوژي  ايده آل هاي اول وابسته رساله، متناهي بودن مجموعهموضوع در حالت كلي برقرار نيست. در اين 

ோ௝ݐݔܧو خواص لسكرين ضعيف مدول هاي  (ܯ)ூ௜ܪموضعي  (ܴ ⁄ܫ , ) ، روي يك حلقه ݆ و݅ (به ازاي هر ((ܯ)ூ௜ܪ
  موضعي ونوتري، مورد بررسي قرار مي گيرد. 
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پيش گفتار1- 1  

آل  است. مجموعه تمام ايده Rايده آلي از  Iاي تعويض پذير با هماني ناصفر و  همواره حلقه Rدر سراسر اين رساله   
  نشان مي دهيم. MaxRرا با نماد  Rو مجموعه تمام ايده آل هاي ماكزيمال حلقه  SpecRرا با نماد  Rهاي اول حلقه 

(ܫ)ܸ  به صورت زير تعريف مي شود: Iباشد. پوشه(وريته)  Rايده آلي از حلقه  Iفرض كنيد  :1-1-1تعريف   = ݌} ∈ ܫ	|	ܴܿ݁݌ܵ ⊆ 	{݌
  باشد. دراين صورت: Rايده آلي از حلقه  Iفرض كنيد  :2-1-1تعريف  

ܫ√ = ݔ} ∈ ܴ	|	∃݊ ∈ ℕ			ݏ. ௡ݔ			.ݐ ∈  {ܫ
 ناميم هرگاه، Iرا ايده آل اول مينيمال  Rاز  ݌باشد. ايده آل اول  Rيك ايده آل از حلقه  Iفرض كنيد : 3-1-1تعريف  
݌ 	، آنگاه 	݌	⊇	′݌	⊇	Iوجود داشته باشد كه  ′݌آل اول ديگري مانند ايده اگر =   .′݌

باشند. دراين  Rيك ايده آل از  Iو  Mدو زير مدول از ٢ܰ	و  ١ܰمدول ، -Rيك  Mفرض كنيد : 4-1-1تعريف  
	صورت:

1( (ܰ١:ோ ܰ٢) = ൛ݎ ∈ ܴ|	∀ܽ ∈ 	ܰ٢, ܽݎ ∈ ܰ١ൟ	.	
(ܯ)ோ݊݊ܣ	 )2 = ݎ} ∈ ܴ|	∀݉ ∈ ,ܯ ݉ݎ =∘}.	
(ܫ)ெ݊݊ܣ )3 = {݉ ∈ ݎ∀	|ܯ ∈ ,ܫ ݉ݎ =∘}.	

  

را كه به ترتيب  Mو محمل  Mهاي اول وابسته به  ايده آل مدول باشد. مجموعه -Rيك  Mفرض كنيد : 5-1-1تعريف  
(ܯ)ோݏݏܣ  نشان داده مي شود، به صورت زير تعريف مي گردد: (ܯ)ோ݌݌ݑܵو  (ܯ)ோݏݏܣهاي  با نماد = ݌} ∈ ∃	|ܴܿ݁݌ܵ ∘≠ ݉ ∈ .ݏ			ܯ (݉)ோ݊݊ܣ		.ݐ = (ܯ)ோ݌݌ݑܵ	{݌ = ൛݌ ∈ ௣ܯ	|ܴܿ݁݌ܵ ≠∘ൟ	

باشد. دراين صورت،  Rمدولي روي حلقه نوتري  Mفرض كنيد : ])36از مرجع [ 35-9(ر.ك. نتيجه  	6-1-1لم   (ܯ)ோݏݏܣ ≠ ܯاگروتنهااگر  ∅ ≠∘.  

باشد. دراين صورت،  R نوتري مدولي روي حلقه Mكنيد  فرض :])29از مرجع [ 1-3(ر.ك. نتيجه  7- 1-1نتيجه   (ܯ)ோݏݏܣ = ܯاگروتنهااگر  ∅ =∘ .  
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. دراين باشد Rپذير نوتري  مدولي روي حلقه تعويض M فرض كنيد :])36از مرجع [ 39.9(ر.ك. قضيه  8-1- 1قضيه  
(ܯ)ோݏݏܣ 	(ܯ)ோ݌݌ݑܵصورت،  (نسبت به رابطه مشموليت) متعلق به  	(ܯ)ோ݌݌ݑܵ مينيمالر عضو و ه ⊇   است. (ܯ)ோݏݏܣ

  اي متناهي است. مجموعه (ܯ)ோݏݏܣ ،توليد متناهي باشد. دراين صورتبا مدول  -Rيك  Mفرض كنيد : ])29از مرجع [ G.7(ر.ك. گزاره  9-1- 1قضيه  

 ، نشان دهنده مجموعه(ܫ)݊݅ܯو  Rيك ايده آل سره از  Iفرض كنيد : ])36از مرجع [ 54.3(ر.ك. نتيجه  10-1-1لم  

ܫ√باشد. دراين صورت،  Iهاي اول مينيمال  آل ايده = ⋂   . ௣∈ெ௜௡(ூ)݌

باشد و  Rآل تجزيه پذيري از حلقه تعويض پذير  ايده Iفرض كنيد  :])36از مرجع [ 24.4(ر.ك. قضيه  11-1- 1قضيه   ݌ ∈   باشد. ܫோݏݏܽعضو مينيمالي از مجموعه  ݌است اگروتنهااگر  Iايده آل اول مينيمال  ݌. دراين صورت، (ܴ)ܿ݁݌ܵ

 Iباشد. فرض كنيد  Rي تعويض پذير  مدولي روي حلقه Mفرض كنيد : ])36از مرجع [ 33.9(ر.ك. تذكر  12-1-1لم  
݌باشد. دراين صورت  Rآل سره از  يك ايده ∈ ݌اگروتنهااگر  ܫோݏݏܽ ∈ ܴ)ோݏݏܣ ⁄ܫ ).  

باشد.  Rيك مدول آرتيني روي حلقه تعويض پذير  Mفرض كنيد  :])36از مرجع [ 43.9(ر.ك. تمرين  13-1-1لم  
  است. Rآل ماكزيمال  ، يك ايده(ܯ)ோݏݏܣهر عضو دراين صورت،

(ܯ)ோ݌݌ݑܵ  مدولي با توليد متناهي باشد. در اين صورت: -M ،Rفرض كنيد : 14-1- 1قضيه   = ݌} ∈ ݌		|ܴܿ݁݌ܵ ⊇ 	{(ܯ)ோ݊݊ܣ
݌اثبات: فرض كنيم  ∈ ௣ܯ. بنابراين طبق تعريف خواهيم داشت: (ܯ)ோ݌݌ݑܵ ݌. اگر ∘≠ ⊉ ،آنگاه  (ܯ)ோ݊݊ܣ

(ܯ)ோ݊݊ܣداريم،  ∩ (ܴ − (݌ ≠ ݏ. دراين صورت،  ∅ ∈ (ܯ)ோ݊݊ܣ ∩ (ܴ − وجود دارد به طوري كه به  (݌
݉ ازاي هر ∈ ݉ݏ، ܯ ݉)، خواهيم داشت، ௣ܯ. در نتيجه، در  ∘= ١⁄ ) ௣ܯ. دراين صورت ∘= ، كه يك  ∘=

(ܯ)ோ݌݌ݑܵ  تناقض است. لذا: ⊆ ݌} ∈ ݌		|ܴܿ݁݌ܵ ⊇  {(ܯ)ோ݊݊ܣ
݌فرض كنيم  ،اكنون ∈ ݌و  ܴܿ݁݌ܵ ⊇ ܯ مباشد. فرض كني (ܯ)ோ݊݊ܣ = ൬݉1, ݉2, ⋯ ,݉௡൰.  دراين صورت

௣ܯخواهيم داشت،  = ൬݉1 1ൗ ,݉2 1ൗ ,⋯ ,݉௡ 1ൗ ൰ ܯ. اگر௣ ≥، آنگاه به ازاي هر  ∘= ݅ ≤ ݊١ ،݉௜ ١⁄ =∘ .

≥داين صورت به ازاي هر  ݅ ≤ ௜ݏ، ١݊ ∈ ܴ − ௜݉௜ݏوجود خواهد داشت به طوريكه  ݌ ݏ م. فرض كني∘= = ݏ. دراين صورت  ௡ݏ⋯٢ݏ١ݏ ∈ ܴ − ܯݏو  ݌ ݏ. بنابراين  ∘= ∈ با اين مطلب ،كه  (ܯ)ோ݊݊ܣ
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݌ ⊇ (ܯ)ோ݌݌ݑܵخواهيم داشت، در تناقض است. بنابراين  (ܯ)ோ݊݊ܣ ⊇ ݌} ∈ ݌		|ܴܿ݁݌ܵ ⊇ . {(ܯ)ோ݊݊ܣ
	□                                                                                              درنتيجه حكم برقرار است.                  

تعويض  روي حلقه Mزير مدول هايي از مدول  ٢ܮو  ١ܮفرض كنيد : ])36از مرجع [ 11-9(ر.ك. تمرين  15-1-1لم  
ݎو  Rايده آلي از  R ،Iزير مجموعه بسته ضربي از  ܵ، Rپذير  ∈   باشند. در اين صورت: ܴ

(ܯܫ)١ିܵ )1 = 	. ܯ١ିܵ	ܫ١ିܵ
(ܯݎ)١ିܵ )2 = ݎ) 	. ⁄ܯ١ିܵ(١
3( ܵି١൫١ܮ + ٢൯ܮ = ١ܮ١ିܵ + 	. ٢ܮ١ିܵ
4( ܵି١൫١ܮ ∩ ٢൯ܮ = ١ܮ١ିܵ ∩ 	. ٢ܮ١ିܵ
	مدولي نوتري است. -١ܴିܵ،  ܯ١ିܵمدولي نوتري باشد، آنگاه  -M ،Rاگر  )5
	مدولي آرتيني است. -١ܴିܵ،  ܯ١ିܵمدولي آرتيني باشد، آنگاه  -M ،Rاگر  )6 	

 Rروي حلقه تعويض پذير Mزيرمدول هايي از مدول  Nو  Lفرض كنيد : ])36از مرجع [ 12- 9(ر.ك. لم  16-1-1لم  
  باشد. دراين صورت: Rزير مجموعه بسته ضربي از  Sو 

ܯ)١ିܵ )1 ܰ) ≅ ܯ١ିܵ ܵି١ܰ⁄⁄ .	
ோ:	ܮ)١ିܵباتوليد متناهي باشد آنگاه  ،Nاگر  )2 ܰ) = ோ:	ܮ١ିܵ) ܵି١ܰ) .	
(ܯ)ோ݊݊ܣ	١ିܵ، با توليد متناهي باشد آنگاه Mاگر  )3 = 	. (ܯ١ିܵ)ௌష١ோ݊݊ܣ 	

يك زير مجموعه  Sمدول با توليد متناهي و  - Rيك  Mفرض كنيد : ])36از مرجع [ 22- 9قضيه (ر.ك.  17-1- 1قضيه  
  باشد. دراين صورت: Rبسته ضربي از 

ቁܯௌష١ோቀܵି١݌݌ݑܵ = ቄܵି݌١	|	݌ ∩ ܵ = ∅	, ݌ ∈ 	ቅ(ܯ)ோ݌݌ݑܵ
	باشد، در اين صورت: R ايده آلي از Iمدولي با توليد متناهي و  -M ، Rفرض كنيد  :18-1- 1قضيه   ܯ)ோ݌݌ݑܵ (ܯܫ = (ܯ)ோ݌݌ݑܵ ∩ ܴ)ோ݌݌ݑܵ ⁄ܫ )⁄ 	

݌، به ازاي هر 15- 1-1و  16- 1-1اثبات: طبق لم هاي  ∈ ܯ)  خواهيم داشت:  (ܴ)ܿ݁݌ܵ ⁄ܯܫ )௣ ≅ ௣ܯ ⁄௣ܯ(௣ܴܫ) 	
ܯ)	واضح است كه  ⁄ܯܫ )௣ ௣ܯاگروتنهااگر ∘= = ௣ܴܫو  ௣ܯ(௣ܴܫ) = ܴ௣  ܫاگروتنهااگر ∩ (ܴ − (݌ ≠ ∅ .

ܫهمچنين  ∩ (ܴ − (݌ ≠ ܫاگروتنهااگر  ∅ ⊈ ௣ܯ. لذا طبق تساوي ݌ = ௣ܴܫو لم ناكاياما،  ௣ܯ(௣ܴܫ) = ܴ௣  يا
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௣ܯ ݌. لذا ∘= ∈ ܯ)ோ݌݌ݑܵ ܫاگروتنهااگر  ⁄(ܯܫ ⊆ ௣ܯو  ݌  M، كه با توجه به با توليد متناهي بودن  ∘≠
ܯ)ோ݌݌ݑܵ	  خواهيم داشت: (ܯܫ = (ܯ)ோ݌݌ݑܵ ∩ ݌} ∈ ܫ|ܴܿ݁݌ܵ ⊆ ⁄{	݌ (ܯ)ோ݌݌ݑܵ=																																																																					 ∩ ݌} ∈ ܴ)ோ݊݊ܣ	|ܴܿ݁݌ܵ ⁄ܫ ) ⊆ 	{݌ (ܯ)ோ݌݌ݑܵ=																																			 ∩ ܴ)ோ݌݌ݑܵ ⁄ܫ )                                           

  □                                                              								برقرار است.                                           بنابراين حكم 

  باشد. دراين صورت: Mيك زير مدول از  Nمدول و  -Rيك  Mفرض كنيد  :19-1-1لم  

(ܰ)ோ݌݌ݑܵ ⊆   . (ܯ)ோ݌݌ݑܵ

→∘است، لذا دنباله  Mزير مدولي از  Nثبات: طبق فرض ا ܰ ௜→رابطه شمول است) دقيق است. فرض كنيم  ݅( ܯ ݌ ∈ ௣ܰ ∘، دراين صورت (ܰ)ோ݌݌ݑܵ →∘ي  ، دنباله ١ିܵ. باتوجه به دقيق بودن تابع گون≠ ௣ܰ ௜೛→ܯ௣  دقيق
௣ܯاست. دراين صورت  ≠∘               .				                                              																	                           □	

→∘فرض كنيد دنباله  :])36از مرجع [ 19-9و  42-9(ر.ك. تمرين هاي  20-1- 1قضيه   ′ܯ → ܯ → ″ܯ يك  ∘→
  همريختي ها باشد. دراين صورت: -Rمدولها و  -Rدنباله دقيق از 

(′ܯ)ோݏݏܣ )1 ⊆ (ܯ)ோݏݏܣ ⊆ (′ܯ)ோݏݏܣ ∪ 	. (″ܯ)ோݏݏܣ
(ܯ)ோ݌݌ݑܵ )2 = (′ܯ)ோ݌݌ݑܵ ∪ 	. (″ܯ)ோ݌݌ݑܵ 	

يك خانواده از زير  ௜∈ூ{௜ܯ}مدول و  -Rيك  Mفرض كنيد : ])6از مرجع [ 16-4- 2(ر.ك. قضيه  21-1-1لم  
  باشد. دراين صورت: Mمدولهاي 

ோ(⊕௜∈ூ݌݌ݑܵ (௜ܯ =ራܵ݌݌ݑோ௜∈ூ 	(௜ܯ)
مدول باشند به  -Rدو N	و  Mيك حلقه نوتري و  Rفرض كنيد  :])6از مرجع [ 10-1-4(ر.ك. قضيه  22-1- 1قضيه  

൯(ܰ,ܯ)ோ݉݋ܪோ൫ݏݏܣبا توليد متناهي است. دراين صورت،  Mطوري كه  = (ܯ)ோ݌݌ݑܵ ∩   . (ܰ)ோݏݏܣ

 Mمدولي با توليد متناهي باشد، آنگاه  -M ،Rحلقه اي نوتري و  Rاگر  :])2از مرجع [ 5-6(ر.ك. گزاره  23-1-1گزاره  
  نيز نوتري است.

  همريختي ها مانند: -Rمدول ها و  -Rي دقيق از  را هموار ناميم هرگاه براي هر دنباله Mمدول  -R :24-1-1تعريف  
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߮:	 ∘→ ܰ′ → ܰ → ܰ″ →∘ 
   دنباله

߮⊗ோ ⋯	:ܯ → ܰ′⊗ோ ܯ → ܰ⊗ோ ܯ → ܰ″⊗ோ ܯ → ⋯	 
  نيز دقيق باشد.

ோ⊗߮دقيق است اگروتنهااگر  ߮را هموار وفادار ناميم هرگاه داشته باشيم: دنباله  Mهمچنين    دقيق باشد. ܯ

:݂حلقه و  دو ܵو  ܴاگر :25-1-1تعريف   ܴ → مدول هموار  -ܴيك  ܵهمريختي باشد به طوري كه  -ܴيك  ܵ
  جبر هموار ناميم. -ܴرا يك  ܵرا يك همريختي هموار و  ݂باشد، آنگاه 

مدول باشد. در اين صورت گزاره هاي زير  -Rيك  Mفرض كنيد  :])30از مرجع [ 7-2(ر.ك. قضيه  26-1-1گزاره  
	:معادلند
1( M  يكR- .مدول هموار وفادار است	
2( M  هموار است و براي هرR -  مدولN ،ܰ⊗ோ ܯ ܰنتيجه مي دهد  ∘= =∘.	
3( M  هموار است و براي هر ايده آل ماكزيمالm  ازR ،mܯ ≠ 	.ܯ 	

 ܯباشد. فرض كنيد Rمدولي روي حلقه تعويض پذير  ܯفرض كنيد  :])36از مرجع [ 7- 3(ر.ك. قضيه  27-1- 1قضيه  
݊پوچ شود، يعني عددي چون  Rهاي ماكزيمال (نه لزوماً متمايز)  آل توسط حاصل ضرب تعدادي متناهي از ايده ∈ ℕ  و

	وجود داشته باشند كه Rاز  m௡، ... ، m٢،m١	هاي ماكزيمالي چون  آل ايده
m١⋯m௡ܯ =∘	

  مدولي آرتيني باشد. -R، ܯمدولي نوتري است اگروتنهااگر -R، ܯدراين صورت 

=	∘  چون  ܯهر زنجير اكيد از زير مدول هاي :28-1-1تعريف   ∘ܯ ⊂ ١ܯ ⊂ ⋯ ⊂ ௡ܯ = 	ܯ
݅ناميم هرگاه، به ازاي هر ݊از طول  ܯرا يك سري تركيبي = ١, ⋯ , ௜ܯ، ݊   مدول ساده باشد. -Rيك 	 ⁄௜ି١ܯ

از طول متناهي است اگر سري تركيبي داشته  Mباشد. گوييم  Rي  مدولي روي حلقه ܯفرض كنيد : 29-1-1تعريف  
  نشان مي دهيم. (ܯ)ℓتعريف مي كنيم و آن را با نماد  Mرا برابر طول هر سري تركيبي  Mباشد. در اين حالت طول 

داراي طول  Mمدول باشد. دراين صورت،  -Rيك  Mفرض كنيد : ])36از مرجع [ 36-7(ر.ك. قضيه  30-1-1لم  
  هم نوتري و هم آرتيني باشد. Mمتناهي است اگروتنهااگر 
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 Rمدول با توليد متناهي روي حلقه نوتري  -Rيك  Mفرض كنيد  :])6از مرجع [ 7-2-4(ر.ك. قضيه  31-1- 1قضيه  
  باشد. دراين صورت گزاره هاي زير با يكديگر معادلند:

1( M .اراي طول متناهي است	
݌هر ايده آل  )2 ∈ 	است. Rيك ايده آل ماكزيمال از  (ܯ)ோݏݏܣ
݌هر ايده آل  )3 ∈ 	است. Rيك ايده آل ماكزيمال از  (ܯ)ோ݌݌ݑܵ 	

	باشند. دراين صورت: Rايده آلي از حلقه  Iمدول و  -Rيك  Mيك حلقه تعويض پذير،  Rفرض كنيد : 32-1- 1قضيه   ܴ)ோ݉݋ܪ ⁄ܫ (ܯ, ≅  (ܫ)ெ݊݊ܣ
  اثبات: تعريف مي كنيم 

ܴ)ோ݉݋ܪ	:߮ ⁄ܫ (ܯ, →  (ܫ)ெ݊݊ܣ	
݂كه به ازاي هر  ∈ ܴ)ோ݉݋ܪ ⁄ܫ (݂)߮،  	(ܯ, = ݂(١+  -Rيك  ߮. به سادگي قابل بررسي است كه (ܫ

ܴ)ோ݉݋ܪهمريختي يك به يك و پوشا است. لذا،  ⁄ܫ (ܯ, ≅   □        		   										.                           (ܫ)ெ݊݊ܣ

 Nمدول راست،  -Rيك  Mاگر  حلقه باشند. دو ܵو  ܴكنيد  فرض :])21از مرجع [ 10-5(ر.ك. قضيه  33-1- 1قضيه  
ோ⊗ܯ)ௌ݉݋ܪ  گاهمدول راست باشند آن -ܵيك  Lدو مدول و  -(ܵ-ܴ) يك ܰ, (ܮ ≅ ,ܰ)ௌ݉݋ܪ,ܯ)ோ݉݋ܪ    .		((ܮ

ܫباشند به طوري كه  Rآل از حلقه  دو ايده ܬ و Iفرض كنيد  :34- 1-1نكته   ⊆ ܴ)ோ݉݋ܪمدول  -R مدول باشد به طوري كه - Rيك M	و  ܬ ⁄ܫ :߮باتوليد متناهي باشد. در اين صورت با توجه به اين كه نگاشت  (ܯ, ܴ ⁄ܫ → ܴ يك  ⁄ܬ
ܴ)ோ݉݋ܪنگاشت برو است به سادگي نتيجه مي شود كه  ⁄ܬ 	نيز با توليد متناهي است. (ܯ,

,ܦ)ي مرتب جزئي  مجموعه :35-1-1تعريف   ,݅را جهت دار يا مستقيم ناميم هرگاه براي هر  (≥ ݆ ∈ ݇، ܦ ∈  ܦ
݇وجود داشته باشد به طوري كه  ≥ ݇و  ݅ ≥ ݆ .  

,ܦ)فرض كنيد : 36-1-1تعريف   مدول ها به همراه  -Rاز  ௜∈஽{௜ܯ}مجموعه مرتب جزئي باشد. گردايه  يك (≥
௜ܯ:൛߮௝௜همريختي هاي  -R خانواده →   يك دستگاه مستقيم ناميده مي شود هرگاه: ௝ൟ௝ஹ௜ܯ

݅به ازاي هر  )1 ∈ 	باشد. ௜ܯنگاشت هماني روي  ௜௜߮،  ܦ
݇	،݆	،݅به ازاي هر  )2 ∈ ݅با شرط  ܦ ≤ ݆ ≤ ௝௜߮	݋௞௝߮داشته باشيم:  ݇ = ߮௞௜.	

,௜ܯ൛اين دستگاه با نماد  ߮௝௜ൟ௜,௝∈஽௜ஸ௝ .نشان داده مي شود  
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,௜ܯ൛فرض كنيد : 37-1-1تعريف   ߮௝௜ൟ௜,௝∈஽௜ஸ௝ .حد مستقيم اين دستگاه كه با نماد  يك دستگاه مستقيم باشدlim೔∈ವሱۛሮ  ௜ܯ

௜ܯ:௜ߙ}همريختي هاي  -Rبه همراه خانواده  Mمدول  -Rنشان داده مي شود عبارتست از  → به طوري كه به  ௜∈஽{ܯ
,݅ازاي هر  ݆ ∈ ݅كه  ܦ ≤ ௜ߙ،داشته باشيم:  ݆ = ,ܰ}ي ديگري چون  و به ازاي هر خانواده ௝߮௝௜ߙ كه  {௜∈஽{௜ߚ}

ܯ:ߠهمريختي يكتايي چون  -Rداراي خاصيت فوق باشد،  → ݅	موجود است به طوري كه براي هر ܰ ∈ ℕ ، ௜ߙߠ =   .௜ߚ

,ܦ)فرض كنيد: 38-1-1تعريف   مدول ها به همراه  -Rاز  ௜∈஽{௜ܯ}يك مجموعه مرتب جزئي باشد.گردايه  (≥

௝ܯ:௜௝ߖ൛همريختي هاي -Rخانواده   →   يك دستگاه معكوس ناميده مي شود هرگاه: ௜ൟ௝ஹ௜ܯ

݅به ازاي هر  )1 ∈ 	باشد. ௜ܯنگاشت هماني روي  ௜௜ߖ، ܦ
,݅	به ازاي هر )2 ݆, ݇ ∈ ݅با شرط  ܦ ≤ ݆ ≤ ௝௞ߖ݋௜௝ߖداشته باشيم:  ݇ = 	. ௜௞ߖ

,௜ܯ൛اين دستگاه با نماد    نشان داده مي شود. ௜௝ൟ௜,௝∈஽௜ஸ௝ߖ

,௜ܯ൛فرض كنيد  :39-1-1تعريف   باشد. حد معكوس  ܦمرتب جزئي يك دستگاه معكوس روي مجموعه ௜௝ൟ௜,௝∈஽௜ஸ௝ߖ

lim೔∈ವርۛሲاين دستگاه كه با  همريختي هاي  -R 	ي به همراه خانواده Mمدول  -Rنمايش داده مي شود عبارتست از  ௜ܯ ܯ:௜ߙ} → ,݅	به طوريكه به ازاي هر ௜}௜∈஽ܯ ݆ ∈ ݆كه  ܦ ≥ ௝ߙ݋௜௝ߖ، داشته باشيم:  ݅ = و براي هر خانواده  ௜ߙ
,ܰ}ديگري چون  ܰ:ߠهمريختي يكتايي چون  -Rكه داراي خاصيت فوق باشد،  {௜∈஽{௜ߚ} → موجود است به  ܯ

݅طوري كه به ازاي هر  ∈ ℕ ،ߙ௜ߠ݋ =   .௜ߚ

  بعد 2- 1

نشان داده مي شود به صورت  (݌)ݐℎكه با نماد  ݌باشد. ارتفاع  Rايده آل اولي از حلقه  ݌فرض كنيد  :1-2-1تعريف  
  زير تعريف مي گردد:

ℎ(݌)ݐ ≔ ൛݊݌ݑݏ ≥∘ ∘݌∃	| ⊊ ١݌ ⊊ ⋯ ⊊ ௡݌ = .ݏ			݌ ௜݌		.ݐ ∈ 	ൟܴܿ݁݌ܵ
ܴ݉݅݀  به صورت زير تعريف مي شود: Rهمچنين بعد كرول حلقه  ≔ ݌	|	݌ݐℎ}݌ݑݏ ∈ 	{ܴܿ݁݌ܵ

ܴ݉݅݀موضعي باشد  (m,ܴ)	بنابراين اگر = ℎݐ(m).  

(ܫ)ݐℎ  به صورت زير تعريف مي گردد: Iباشد. ارتفاع  Rايده آل دلخواه از حلقه  يك Iفرض كنيد : 2-2-1تعريف   ≔ ݉݅݊{ℎ(݌)ݐ	|	ܫ ⊆ ݌ ∈ 	{ܴܿ݁݌ܵ
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  : ])36از مرجع [ 18.14(ر.ك. تذكر  3-2-1تبصره  

݌باشد و  Rزير مجموعه بسته ضربي از  ܵفرض كنيد  )1 ∈ ݌به طوريكه  ܴܿ݁݌ܵ ∩ ܵ = . دراين صورت، ∅ ℎݐௌష١ோ(ܵି݌١) = ℎلذا، (݌)ݐ .ܴ݀݅݉௣ = ℎݐோ೛(ܴ݌௣) = ℎ(݌)ݐ.  
ܴهر زنجير از ايده آل هاي اول  )2 ∘݌	به صورت  ⁄ܫ ܫ ⊂⁄ ١݌ ܫ ⊂ ⋯ ⊂⁄ ௡݌ ⁄ܫ 	
∘݌  به صورت زير مي دهند: Rها زنجيره اي از ايده آل هاي اول  ௜݌است كه   ⊂ ١݌ ⊂ ⋯ ⊂ 	௡݌
ܫكه در آن،   ⊆ ܴ݉݅݀  . لذا∘݌ ⁄ܫ = ൛݊݌ݑݏ ≥∘ ∘݌∃	| ⊂ ١݌ ⊂ ⋯ ⊂ .ݏ			௡݌ ܫ			.ݐ ⊆  ൟ∘݌
݌فرض كنيد  )3 ∈ (݌)ݐℎ  ، در اين صورت ܴܿ݁݌ܵ + ܴ݀݅݉ ⁄݌ ≤ ܴ݀݅݉	

 ܫ	݉݅݀كه با نماد  Iايده آلي از آن باشد. دراين صورت، بعد ايده آل  Iيك حلقه و  Rفرض كنيد : 4-2-1تعريف  
ܫ	݉݅݀  تعريف مي گردد: زير نمايش داده مي شود، به صورت = ܴ݀݅݉ 	. ⁄ܫ

  حلقه اي تعويض پذير و نوتري باشد. در اين صورت: Rفرض كنيد : ])36از مرجع [ 5.15(ر.ك. نتيجه  5-2- 1قضيه  

	متناهي است. بنابراين بعد هر حلقه موضعي و نوتري متناهي است. Rارتفاع هر ايده آل اول  )1
ܳ	،ܲفرض كنيد  )2 ∈ ܲبه طوريكه  ܴܿ݁݌ܵ ⊆ (ܲ)ݐℎ. دراين صورت، ܳ ≤ ℎهمچنين، (ܳ)ݐ . ℎݐ(ܲ) = ℎܲاگروتنهااگر  (ܳ)ݐ = ܳ.	

باشند به طوري  Rي تعويض پذير  ايده آل هاي سره از حلقه ܬو ܫاگر: ])36از مرجع [ 16.15(ر.ك. تذكر  6-2- 1تذكر  
ܫكه  ⊆ (ܫ)ݐℎ ،، آنگاهܬ ≤ ℎ(ܬ)ݐ .  

ݔاي نوتري باشد و  حلقه R: فرض كنيد ])36از مرجع [ 2.15(ر.ك. قضيه (ايده آل اصلي كرول)7-2- 1قضيه   ∈ ܴ 

(ݔ)آل اول مينيمال  ايده ݌كنيد  يكال نباشد. فرض = (݌)ோݐℎباشد. دراين صورت:  ݔܴ ≤ ١.  

݌باشند به طوري كه  Rدو ايده آل اول متمايز از  ݍو  ݌يك حلقه ي نوتري و  Rفرض كنيد  :8- 2-1نتيجه   ⊂ . اگر ݍ
قرار گيرد، آنگاه بي نهايت ايده آل اول بين  ݍو  ݌چنان موجود باشد كه به طور اكيد ما بين  Rاز  ′݌ايده آل اولي مانند    به طور اكيد قرار مي گيرند. ݍو  ݌

݌اثبات: اگر  ⊂ ′݌ ⊂ ݌آنگاه  ݍ ⁄݌ ⊂ ′݌ ⁄݌ ⊂ ݍ ݌، كه در آن  ⁄݌ ݌ ′݌و  ⁄∘= ݍو  ⁄݌ ايده آلهاي اول از  ⁄݌
ܴصحيح  دامنه ݌مي باشند. بنابراين مي توان فرض كرد  ⁄݌ .فرض كنيم تعداد متناهي ايده آل اول مانند  ∘=
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,١݌ ⋯ , ݌به طور اكيد بين  ௡݌ ݍقرار بگيرند. اگر  ݍو  ∘= ⊆ ⋃ ݅آنگاه  ௜௡௜ୀ١݌ ∈ ൛١, ٢, ⋯ , ݊ൟ اي وجود دارد به
ݍطوري كه  ⊆ ݌، در حاليكه  ௜݌ ⊂ ௜݌ ⊂ ௜݌. بنابراين ݍ = ,١݌كه اين تساوي با انتخاب  ݍ ⋯ , در تناقض  ௡݌
ݍاست. پس  ⊈ ⋃ ⋃\ݍاز  ݔ، بنابر اين عنصري ناصفر مانند ௜௡௜ୀ١݌ ايده آل اول مينيمال  ݍوجود دارد. اگر  ௜௡௜ୀ١݌ (ݍ)ோݐℎ(قضيه ايده آل اصلي كرول)، بايد  7-2- 1باشد،آنگاه طبق قضيه  (ݔ) ≤ در حاليكه بنابر زنجير اكيد .  ١ ݌ ⊂ ′݌ ⊂ (ݍ)ோݐℎ،  ݍ > شامل يك ايده  ݍنباشد، آنگاه  (ݔ)آل اول مينيمال  ايده ݍكه يك تناقض است. اما اگر  ،١

ݔاست. از آنجايي كه  ″݌مانند  (ݔ)آل اول مينيمال از  ∉ ⋃ ,١݌، با هيچ يك از  ௜௡௜ୀ1݌ ⋯ , كه تنها ايده آل هاي  ௡݌

دو واقع شده است. اين تناقض  قرار داشتند، برابر نيست و به طور اكيد بين آن ݍو  ݌اولي بودند كه به طور اكيد بين 
  □                 به طور اكيد قرار مي گيرند.  ݍو  ݌نشان مي دهد كه با برقراري شرايط فرض بي نهايت ايده آل اول بين 

ܯفرض كنيم: 9-2-1تعريف   نشان داده مي شود به صورت  ܯோ݉݅݀كه با  Mمدول باشد. بعد كرول  - Rيك  ∘≠
  زير تعريف مي گردد:

݀݅݉ோܯ ≔ ൛݊݌ݑݏ ≥∘ ∘݌∃	| ⊊ ١݌ ⊊ ⋯ ⊊ .ݏ		௡݌ ௜݌		.ݐ ∈ 	ൟ(ܯ)ோ݌݌ݑܵ
,١ݍو  UFDيك  Rفرض كنيد : ])30از مرجع [ 3-20(ر.ك. تمرين 10-2-1گزاره   ⋯ ,  ١ايده آلهاي اوليه با ارتفاع  ௥ݍ

١ݍباشند. دراين صورت،  Rاز حلقه  ∩⋯∩   است.                           Rيك ايده آل اصلي از حلقه  ௥ݍ

∘݌افزايشي  زنجير: 11-2-1تعريف   ⊂ ١݌ ⊂ شده گوييم هرگاه  اشباع را يك زنجير Rهاي اول حلقه  از ايده آل ⋯
  آل اول ديگري را به طور سره، بين هر دو عضو دلخواه از اين زنجير قرار داد. نتوان ايده

݌كه Rاز  ′݌و  ݌را زنجيري گوييم هرگاه براي هر دو ايده آل اول  Rي  حلقه :12-2-1تعريف   ⊂ ، زنجير اشباع  ᇱ݌
  باشد و طول چنين زنجيرهايي يكسان باشد. ′݌و عضو انتهايش  ݌اي وجود داشته باشد كه عضو ابتدايش  شده

ܴ݉݅݀باشد به طوري كه  Rايده آلي از حلقه  Iاگر : 13-2-1لم   ⁄ܫ = ݌، آنگاه  ݊ ∈ ܴ)ோݏݏܣ݊݅ܯ ⁄ܫ وجود  (
ܴ݉݅݀دارد به طوري كه  ⁄ܫ = ܴ݀݅݉   .⁄݌

ܴ݉݅݀اثبات: طبق فرض  ⁄ܫ = ∘݌است، لذا زنجيري اشباع شده به صورت  ݊ ⊂ ١݌ ⊂ ⋯ ⊂ هاي 	از ايده آل ௡݌
ܫوجود دارد به طوري كه  Rاول  ⊆ ∘݌. واضح است كه  ∘݌ ∈ ، نتيجه 11- 1-1و  12-1- 1. لذا طبق قضاياي  (ܫ)݊݅ܯ

∘݌مي شود كه  ∈ ܴ)ோݏݏܣ݊݅ܯ ⁄ܫ ݉݅݀	و   ( ܴ ∘݌ = ݌. بنابراين با در نظر گرفتن ⁄݊ = حكم نتيجه مي  ∘݌
  □	                                                                                                                                        شود. 

,١݌ فرض كنيد: 14-2-1لم   ⋯ , ௜݌ݐℎ، ݅باشند به طوري كه به ازاي هر  Rاز حلقه  آل هاي اول ايده ௡݌ ≥ . دراين ݊

ݐℎصورت،  ቀ⋂ ௜௡௜ୀ١݌ ቁ ≥ ݊.	


