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 تقدیر و تشکر
داد تا بتوانم رساله ام را تکمیل کنم و تحصیلاتم را به مقطعی بالاتر ارتقا خداي را بی نهایت سپاس می گویم که به من توفیق 

برخود لازم می دانم از استاد دلسوزم جناب آقاي دکتر شهاب الدین ابراهیمی که  »لم یشکرالمخلوق لم یشکرالخالقمن « .دهم

همچنین . بهره مند می ساختند تقدیر نمایمدر کلیه مراحل این رساله راهنماي من بودند و همواره مرا از نصیحت هاي خویش 

مراتب سپاسگزاري خود را از اساتید بزرگوار جناب آقاي دکترحبیب االله انصاري و دکتر فرهاد درستکار که زحمت داوري این 

  .پایان نامه را بعهده داشته اند ابراز می کنم

مچنین دوستان عزیزم خانم ناهید رضایی و آمنه غلامعلی ضمناً از تمامی اساتیدي که افتخار شاگردي آن ها را داشته ام و ه 

بی تردید بدون همراهی خانواده و بخصوص همسرم، نمی . پور بخاطر همه زحماتی که براي بنده کشیده اند قدردانی می کنم

  .    توانستم در این مسیر قدم بگذارم، امیدوارم که تشکر صمیمانه مرا پذیرا باشند
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  نمادهاي استفاده شده در متن
  

  ¥                                                                                            مثبت               اعداد صحیح 

  ¢+                                                                                             صحیح نامنفید نیم حلقه اعدا
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  ¤+   نامنفی                                                                  میدان هاي اعداد گویاي نیم مجموعه شبه 
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We extend the primary decomposition theorem for commutative rings to non- commutative 
right Notherian, right k-semiring . We also prove that if  M is a monic prime ideal in the 
polynomial semiring [ ]R x  than each coefficient ideal iM is a prime ideal of  R [3],also 
commutative semirings with divisible additive semigroup are studied[10].          
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  مقدمه
 

  .مورد بررسی قرار گرفت] 13[بیان شد و در  1توسط واندیور 1934اولین بار مفهوم نیم حلقه ها در سال 
،به طور حتم قدیمی ترین ساختار جبري براي محاسبات انسان بوده است و ازاین جا )شامل صفر(نیم حلقه هاي اعداد طبیعی 

نیم حلقه ها توسط محققان زیادي جهت توسعه روش ها و تعمیم نتایج از قضایاي  .دبر می توان به اهمیت نیم حلقه ها پی
  .حلقه ها و نیم گروه ها و برخی کاربردهاي آن بررسی شدند

از جمله کاربردهاي آن می توان به ریاضیات ترکیباتی ، رمزگذاري ، آنالیز تابعی ، توپولوژي ، نظریه گراف ، هندسه اقلیدسی ، 
  ]14. [اشاره کرد. . . ، مدلسازي ریاضی در فیزیک کوانتوم و بهینه سازي 

او در این زمینه کارهاي بسیاري انجام ] . 7[نوشته شده است  2اولین کتاب در زمینه نیم حلقه ها و کاربردهاي آن توسط گلون
  3يازجمله افراد دیگري که در این زمینه فعالیت هایی را انجام داده اند می توان رید.داده است

  ]14. [را نام برد) 1974( 6و کاستا) 1961( 5و وینرت 4، لاگوسکی) 1959- 1967(
 ایده آل را براي نیم حلقه ها بیان کرد و نشان داد که ایده آل هاي یک حلقه -k مفهوم  1958در سال  7هنریکسن

 k- 8. [ایده آل هستند [ 
k- به ایده آل در حلقه ها را جهت استفاده از قضایاي ایده آل ها در نیم حلقه ها به وجود آمدند تا شرایط مشا  

  .حلقه ها ایجاد کنند 
تامین اطلاعات  علی رغم این امر در مقایسه با. ساده یک ساختار پایه براي ساختار هاي جبري دیگر است - cgهمچنین جبر  

  .نیستنده شده ساده خیلی شناخت- cgمتنوع بخصوص در مورد گروه ها و حلقه هاي ساده ، نیم حلقه هاي 
این رساله شامل سه . در هر حال در این رساله سعی شده است که به بررسی بخش هاي دیگري از نیم حلقه ها پرداخته شود 

فصل اول .در فصل صفر تعاریف و قضایا و به طور کلی هر آنچه که پیشنیاز فصل هاي بعد است مطرح شده است .فصل است
البته شایان ذکر است که در این فصل نیم . (ها را بررسی می کند و شامل دو بخش استخصوصیت نوتري بودن در نیم حلقه 

  .)حلقه ها غیر جابجایی هستند ،مگر خلاف آن ذکر شده باشد
  بخش اول به قضیه تجزیه اولیه ضعیف در  نیم حلقه ها می پردازد و بخش دوم یک قضیه از  نیم حلقه 

  .این فصل از مثال هاي متنوعی نیز استفاده شده استدر .چند جمله اي ها را بررسی می کند
  .و اما موضوع فصل دوم نیم حلقه هاي جابجایی بخش پذیر جمعی می باشد

                                                
1-H.S.Vandiver  
2-J.Golan  
3-L.Redei 
4-H.Lugowski 
5-H.J.Weinert 
6-A.Costa 
7-M . Henriksen 



در بخش اول به یک سري از همنهشتی ها درنیم حلقه اعداد صحیح مثبت اشاره شده و در . بخش است  6این فصل شامل 
  .اده شده استبخش دوم از آن ها در نیم گروه هاي دوري استف

بخش سوم و چهارم به ترتیب به نیم گروه ها و  نیم حلقه هاي بخش پذیر جمعی پرداخته و در بخش پنجم خصوصیت بخش 
  .پذیري را محدودتر کرده و نیم حلقه هاي بخش پذیر جمعی با یک مولد را بررسی کرده است 

  .   ها قضیه اي مهم قابل اثبات است نیز حدس هایی مطرح شده است که در صورت درست بودن آن 6در بخش 
 
  
 
 
 
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

صفرفصل   
 

 تعاریف و قضایاي مقدماتی

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 



   را یک نیم حلقه گویند هرگاه ×و +با دو عمل  Rمجموعه   1 -0 تعریف

1(( , )R +   . نیم گروه جابجایی با عنصر همانی صفر باشد 

2(( , )R   . یک نیم گروه باشد×

 . باشد یعمل ضرب نسبت به عمل جمع از راست و چپ پخش )3

Rxبه ازاي هر ) 4 ∈  ،ooo  =×=× xx .  

نسبت به ضرب عنصر همانی  Rب جابجایی باشد آن را نیم حلقه جابجایی گویند؛ به علاوه اگر نسبت به ضر Rاگر   تذکر 

 . داشته باشد، آن را نیم حلقه یکدار گویند

  

بدیهی است هر حلقه یک نیم حلقه است، به علاوه مجموعه اعداد صحیح نامنفی با ضرب و جمع معمولی یک نیم    2- 0 مثال

  . جایی یکدار استبحلقه جا

 

 گویند هرگاه به ازاي هر Rرا یک ایده آل چپ  I .باشد Rیک زیرمجموعه غیرخالی نیم حلقه  Iرض کنید ف   3-0 تعریف

I∈a,b و R∈r  داشته باشیمI∈ra,a+b   

  .راست تعریف می شودبه طریق مشابه ایده آل 

  .هم ایده آل چپ و هم ایده آل راست باشد Iگویند هرگاه  R )ایده آل دو طرفه(را یک ایده آل I :تذکر

 

که  J و Kبه ازاي هر دو ایده آل راست و  I≠R را تحویل ناپذیر گویند هرگاه Rاز نیم حلقه  Iایده آل راست    4-0 تعریف

JKI ∩= KIآن گاه    JIیا = =  

 

  گویند هرگاه ) ایده آل راست- k( ایده آل - kرا  را Rاز نیم حلقه  )Iایده آل راست ( Iایده آل     5-0 تعریف

Ibaa  ∋Ibنتیجه دهد   ∋Rbو    ,+∋

 

ر زنجیر صعودي از ایده آل هاي راست آن ایستا باشد و یا معادلاً، هر را نوتري راست گویند هرگاه ه R    6-  0 تعریف

  . زیرمجموعه غیرخالی از ایده آل هاي راست آن عنصر ماکسیمال داشته باشد



Rbaگویند هرگاه به ازاي هر  8را اول Rاز یک نیم حلقه  Iایده آل سره    7-0 تعریف IaRbاز ,∋   نتیجه گیریم  ⊇

  Ia   ∋Ib   یا      ∋

Rbaبه ازاي هر گویند هرگاه  9را اولیه R) حلقه(از نیم حلقه  Iراست سره ایده آل     8-0 تعریف نتیجه  I∈abاز  ,∋

  گیریم 

Ib∈        1       یا≥n موجود است که Ian ∈  

  

Rbaبه ازاي هر  گویند هرگاه 10را اولیه ضعیف R) حلقه ( از یک نیم حلقه  Iایده آل راست    9- 0 تعریف  و   I∈abاز  ,∋

I ⊆ aI    ه گیریمنتیجIb∈   1یا≥n Ian  موجود است که  ∈  

 . اولیه ضعیف است، اما عکس آن درست نیست واضح است که هر ایده آل راست اولیه،  تذکر 

  ) 12-1-1و  9-1-1مثال (

 

  . اولیه است اگر و فقط اگر اولیه ضعیف باشد I. باشد R یک ایده آل راست نیم حلقه جابجایی Iفرض کنید    10 – 0 لم

  . پس کافیست عکس آن را نشان دهیم . می دانیم که هر ایده آل اولیه ، اولیه ضعیف است  : برهان

Iو  I∈abایده آل اولیه ضعیف است، بنابراین اگر  Iفرض کنید  ⊆ aI یریمنتیجه می گIb∈ 1ا ی≥n  موجود است که

Ian Iنشان می دهیم شرط  .∋ ⊆ aI  همواره برقرار است جابجاییحلقه هاي نیم در .  

  داریم  R∈aو  I∈x، پس به ازاي هر است R ایده آل راست I از آنجا که

I∈xa پسI ⊆ Ia  

xaاست پس  جابجاییحلقه نیم و چون   ax=  یعنیIa aI=. ■  

  نه لزوماً ( اشد؛ ب R) حلقه(یک ایده آل نیم حلقه  Iواضح است که لم فوق براي زمانی که    تذکر

  .، برقرار است)جابجایی

 

  

 11-0) الگوریتم تقسیم(قضیه 

a,فرض کنید  b ∈Z وb > r,در این صورت اعداد صحیح یکتایی مانند. 0 q هست که  
                                                
1-Prime 
2-Primary 
3-Weak Primary  



                                         r b≤ ≤0           a bq r= +  

q  را خارج قسمت وr را باقیماندهa به پیمانهb می نامند .  

  

داراي یک    ), x~(اگر هر زنجیر در در این صورت،. جزا مرتب باشدیک مجموعه  ), x~(فرض کنید           12- 0 لم زرن

  .حداقل یک عضو ماکسیمال دارد ), x~(کران بالا باشد آن گاه 

  
  هر (می نامند هرگاه هر ایده آل ) نیم حلقه راست k–(نیم حلقه  k– را Rیک نیم حلقه    13-0 تعریف

  . باشد )ستایده آل را k–(ایده آل  k–آن یک  )ایده آل راست

 

}فرض کنید   14-0مثال  }( ), ,R += ∞ ⊕ ⊗∪Z. بر روي  ⊗و ⊕اعمالR  را چنین تعریف  

     R∈a,bبه ازاي هر  ،می کنیم

                                 { }ba,minba }     و      ⊗= }ba,maxba =⊕  

R(تحت اعمال فوق یک نیم حلقه جابجایی یکدار  Rآن گاه    = Rتوجه می کنیم که (است 1)∞ =0  نشان  .)0

  : براي اثبات آن باید نشان دهیم .نیم حلقه است k–یک  Rدهیم  می

   به صورت زیر است  Rایده آل هاي  )1

tه ازاي هرب(  +∈Z(                       },{ tMI t I یا ==1,0,… += Z  یاRI =      

  . ایده آل هستند- R  ، kهمه ایده آل هاي  )2

                         به قسمی که  باشد Rایده آل دلخواه  Iاست، پس فرض کنیم  Rیک ایده آل  Rواضح است که  )1 برهان

                                           I R≠  
  . به صورت فوق است Iمی دهیم که  نشان 

Iاز این که  R≠نتیجه می گیریم کهR I∉1 یعنیI∞ ∉ .  

∋Iح است که واض o اگر  پسI 0دیگري نداشته باشد عضوMI    .و حکم تمام است =

tعضو دیگري مانند Iفرض کنید پس  +≠ ∈0 Z ًدارد، پس حتماI∈1زیرا با انتخاب ،r R= t و 1∋ I∈   طبق خواص

}: ایده آل داریم }r t min r,t r I⊗ = = = t,و به همین ترتیب1∋ I∈…2,                                         یعنی  3

          tMI = Iیا  += Z   ■  

Iواضح است که  )2 R= یکk-ایده آل است .  



Iفرض کنیمحال  += Z .فرض کنیم همچنینIa ∈  , Iba bنشان می دهیم  +∋ I∈ .  

baاگر  bواضح است که < I∈) طبق تعریفI .(کنیم  پس فرضba   ، در این صورت داریم          ≥

{ } Ibba,maxba ∈==⊕  

tMIبه طریق مشابه براي    ■. ثابت می شود =

 

                                  نوتري نیست، زیرا Rباشد، 14-0مان نیم حلقه تعریف شده در مثال ه Rفرض کنیم    15-0 مثال

            ( )t +∀ ∈Z ،tt M ++ ∈ ttولی 11 M+ یعنی 1∌
t tM M +≠
⊂ 1   

  . موجود است که ایستا نیست Rپس یک زنجیر اکیداً صعودي از ایده آل هاي 

…⊂⊂⊂⊂ 321 MMMM 0  

 

  ایده آل . باشد R یک زیرمجموعه غیر خالی X جایی وحلقه جابیک نیم  Rفرض کنید    16- 0 تعریف

{ : , , }n n i iX r x r x r R x X n〈 〉 = + + ∈ ∈ ∈L ¥1   .می نامیم    Xرا ایده آل تولیدشده توسط1

 

  تعریف می کنیم . R∈aباشد و  Rیک ایده آل راست از نیم حلقه  Iفرض کنید    17-0 تعریف

}:{):( IarRrIa ∈∈=   

  

به صورت اشتراك متناهی از ایده آل هاي راست اولیه ضعیف  R) حلقه(از نیم حلقه  Iیک ایده آل راست  اگر  18 - 0 تعریف

R  نوشته شود، آن گاه این نمایشI  را تجزیه اولیه ضعیفI گویند .  

]را با xبا متغیر  Rروي ها  آن گاه نیم حلقه چند جمله اي؛ باشدمتغیر x ویک نیم حلقه  Rاگر    19- 0 یادآوري ]R x نشان
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]در  Mایده آل    20 -0 تعریف ]R x را تکین گویند هرگاه∑
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]یک ایده آل در Aاگر    21- 0ضیهق ]R xو باشد  



                                  }A∈fموجود است به طوري که axi  یک جملهf  است:R∈a{ =Ai   

  ]2.2 ,6[ .است Rیک زنجیر صعودي از ایده آل هاي } An{آن گاه 

 

}{در قضیه فوق ایده آل هاي     22-0 یفتعر nA را، ایده آل هاي ضریبی گویند .  

  یک  x[R[در  Mباشد آن گاه یک ایده آل تکین  1یک نیم حلقه جابجایی با همانی  Rاگر    23- 0 قضیه

–k اي هر ه ازایده آل است اگر و فقط اگر بi  ، ایده آل ضریبیiM  یک–k  ایده آل درR 4.3 ,4. [باشد[  

  

sa.نیم گروه باشد Sفرض کنید   24- 0تعریف mرا با مرتبه متناهی گویند هرگاه ∋ n≠ ∈ موجود باشند به طوري که  ¥

nama =  

  . مرتبه متناهی باشد با ،S را تابدار گویند هرگاه هر عنصر Sنیم گروه    25-0 تعریف

mازاي هر ه را بخش پذیر گویند؛ هرگاه ب) Sو (+نیم گروه    26-0 تعریف ∈¥،mSS =.  

  . می نامیمنیم گروه جابجایی خود توان را یک نیم شبکه هر   27-0 تعریف

  . ادلندمع Rگزاره هاي زیر براي یک نیم حلقه    28-  0 قضیه

1( R نوتري راست است .  

  . ، ایستا استRهر زنجیر از ایده آل هاي راست  )2

  . ، عنصر ماکسیمال داردRهر زیر مجموعه غیرخالی از ایده آل هاي راست  )3

  ]12,36.3[. قضیه فوق روي قوانین مشابه حلقه ها، قابل اثبات است   تذکر

  

nnRهستند را با نماد  Rرایه هاي آن عناصر نیم حلقه که د n×nمجموعه همه ماتریس هاي    29- 0تذکر . نشان می دهیم×

nnIبه طریق مشابهباشدآنگاه  Rیک ایده آل I اگر  nnRبه وضوح معلوم است  .تعریف می شود× با جمع و ضرب ماتریسی یک  ×

  . تنیم حلقه غیرجابجایی یکدار اس

 

nnR یک ایده آل در A   30-  0لم nnIAاست اگر و فقط اگر× مجموعه اي از ماتریس  A یعنی(  .می باشد R ایده آل Iکه =×

  ) .هستند Iکه درایه هاي آن عناصر ایده آل  است n×nهاي 



  . واضح است)⇒( برهان

nnRباید نشان دهیم هر ایده آل ) ⇐(          nnI، به صورت ×   . است ×

nnR یک ایده آل A فرض کنید }بعلاوه فرض کنید . باشد × }AaaI nnijij ∈= یعنی مجموعه همه درایه هاي ماتریس ( :)(×

AI  است و Rیک ایده آل  Iر این صورت بدیهی است که د ).هستندA هایی که عناصر nn =× .■   

 

نیم مدول چپ گوییم  -Rیک  Rرا برويM) , + (نیم گروه آبلی. یک نیم حلقه یکدار باشد Rفرض کنید    31-  0تعریف

  به صورت  اه تابعیگهر

:
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rیعنی به ازاي هر(موجود باشد  R∈وm M∈داشته باشیمMrm r,بقسمی که به ازاي هر )∋ r R∈1 mو 2 M∈ 

  .برقرار باشنداصول زیر 

1( ( )r m m rm rm+ = +1 2 1 2  

2( ( )r r m r m r m+ = +1 2 1 2   

3( ( ) ( )r r m r r m=1 2 1 2   

4( .R m m=1  

  .نیم مدول راست را تعریف می کنیم- R به طور مشابه

  

جبر گوییم هرگاه به ازاي  -Rرا یک  M. نیم مدول باشد Rبه عنوان یک  Mنیم حلقه ي یکدار  فرض کنید   32- 0 تعریف

rهر  R∈  و,m m M∈1       داشته باشیم 2
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Rxگوییم هرگاه براي هر ) جمعی(جاذب ضربی  R را در نیم حلقه αعنصر    33- 0 تعریف   داشته باشیم∋

)(.. αααααα =+=+== xxxx  

  

f:دو نیم حلقه وS و R فرض کنیم   34- 0تعریف R S→ یک تابع باشد.f را یک همریختی 

x,نیم حلقه اي می گوییم هرگاه به ازاي هر  y R∈داشته باشیم  



                                                          ( ) ( ) ( )f xy f x f y=  

                                                      ( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = +  

       .را یک یکریختی نیم حلقه اي می گوییم) یک به یک و پوشا(بعلاوه همریختی نیم حلقه اي دو سویی 

Sباشد در این صورت  Sیک رابطه همنهشتی روي ρاگر    35- 0تذکر
ρ

aتحت اعمال   b a b+ = abو    + ab= 

:یک نیم حلقه است بعلاوه  SSθ
ρ

  .یک همریختی نیم حلقه اي پوشاست →

  

} یک حلقه ضربی صفر می گوییم هرگاه راS     36-  0 تعریف }S = 02 

  

  گویند اگر Sایده آل - biرا    Sاز  Iایده آل . یک نیم حلقه باشد  Sفرض کنید   37- 0یفتعر

IIS ⊆+   

  

Sغیر بدیهی نیم حلقه    38-  0 تعریف Sو  Sidگویند هرگاه  11ساده - cgرا   S×  ها رابطه هاي همنهشتیتنS   .باشند 

 

Rگویند هرگاه 12ساده -idرا  Rنیم حلقه غیر بدیهی     39- 0تعریف  I=اگر ،I یک ایده آلR   باشد به طوري که

 . حداقل شامل دو عنصر است

  

)گویند هرگاه  13را شبه نیم میدان  Sیم حلقه جابجایی یک ن   40-  0 تعریف , )S آشکار است که .یک گروه غیر بدیهی باشد ⋅

   .ساده است - idهر پارا نیم میدان یک 

  

rعنصر .یک نیم حلقه باشد Rفرض کنید   41-  0تعریف   R∈ ،هرگاه به ازاي هر را حذف پذیر جمعی گویند,a b R∈  

rاگر a r b+ = aآنگاه + b=.  

  .حذف پذیر جمعی باشد Sهرگاه هر عنصر جمعی گویند،ی را حذف Rاز نیم حلقه Sزیر مجموعه

                                                
1-congruence-simple semiring 
2-ideal-simple  semiring 
3-Parasemifield 



 
 
 
 
 
 
 

  اولفصل 
 

  نیم حلقه هاي نوتري راست 
  

   قضیه تجزیه اولیه ضعیف بروي نیم  حلقه هاي نوتري راست    بخش اول      
 نیم حلقه چند جمله اي ها     بخش دوم      

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 

  

 

 

 

  

 

 

  بخش اول

  نیم حلقه هاي نوتري راست ويقضیه تجزیه اولیه ضعیف بر

  
تجزیه اولیه ضعیف  ویژگیساختار و   همچنین بهو  نیم حلقه ها و ایده آل هاي تحویل ناپذیر k–به بررسی خواص   این بخش

nو  R، ضمنا رابطه بین  می پردازدبروي نیم حلقه هاي نوتري  nR گوناگون بیان مثال هاي ارائه   را با ذکر خواصشان و ×

  . کرده است
  

  . است) چپ(نیم حلقه راست  k–هر حلقه یک     1- 1- 1لم 

این به بنابر. است) R، (+ زیرگروه ) I، (+ پس  .باشد Rیک ایده آل راست دلخواه  Iیک حلقه باشد و  Rفرض کنیم :   برهان

  داریم  I∈a,a+bازاي هر 

( )b a b a I= + − ∈  

 ■. ایده آل راست است k–یک  Iپس 
  

  . هستندایده آل  k-یک حلقه، هاي  ایده آل    2- 1- 1نتیجه 

  . نیست) راست(نیم حلقه  k–مولی یک با اعمال جمع و ضرب مع Z+    3- 1- 1مثال 


