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:چكيده

ديناميـك تئـوري وكنتـرل تئـوري بـين واسطكهاشاره داردعلميمطالعاتدرايمينهزبهعموماًآشوبكنترلعبارت

تعـاريف .باشـند آشـوبگرانه ورفتارنـامنظم دارايكـه پردازدميمعينسيستمهايكنترلروشمطالعهو بهبودهسيستمها

 Super) حد سيـستم ازبيش حساسيتكننده  بيانبيشترواقعدرانهآهمگيامااستشدهبيانآشوبمتفاوتي ازرياضي

Sensitivity) شوندواگرا ميكوتاهيمسافتدرسيستمحالتمسيرهايكهگويندميوباشندمياوليهشرايطبهنسبت

.مانندميباقيمحدودسيستمحالتمسيرهايكهدر حاليستاينواستممكنغيرسيستممدتدرازرفتاربينيپيشو

بـه  .مه قصد داريم دو سيستم مرتبه كسري آشوب  با در نظر گرفتن عدم قطعيت و نويز را سـنكرون كنـيم                 در اين پايان نا   

همين منظور در فصل اول به معرفي اپراتورها و توابع اوليه مرتبه كسري مي پردازيم و در فـصل بعـد مفهـوم هندسـي و                          

مه معادلات ديفرانسيل مرتبـه كـسري و برخـي قـضاياي            درفصل سوم اين پايان نا    . فيزيكي اين اپراتورها را ارائه مي كنيم      

از آنجـا كـه     . وجود و يكتايي جواب آورده شده و در فصل چهارم  پايداري سيستمهاي مرتبه كسري  ارائـه شـده اسـت                     

كنترلرهاي مرتبه كسري  توجه زيادي را به خود جلب كرده است در فصل پنجم طراحـي يـك كنترلـر مرتبـه كـسري بـا         

 اخيرا به عنوان روشي ساده و كارآمد در حـل مـسايل بهينـه               تكامل تفاضلي الگوريتم  (لگوريتم تكامل تفاضلي    استفاده از ا  

اين الگوريتم در مقايسه با بسياري از الگوريتمهاي تكـاملي  ماننـد   . سازي سراسري در فضاي پيوسته عموميت يافته است  

PSOدر حل مسايل محك )Bench mark (براي يك سيستم نمونه انجـام و  ).تر عمل كرده استو مسايل جهان واقعي به

.نتايج حاصله با نتايج به دست آمده از الگوريتم ژنتيك مقايسه شده است 

در فصل ششم مختصري در خصوص سيستمهاي آشوب و كاربردهاي آن در سيـستمهاي مختلـف اشـاره شـده اسـت و                   

با در نظر گرفتن نـويز و عـدم قطعيـت اسـتفاده مـي               سپس از كنترل مود لغزشي براي سنكرون سازي سيستمهاي آشوب           

كنترل لغزشي نشان داده است كه توانايي رسيدن به عملكرد مطلوب را با وجودعدم قطعيت در پارامترهـاي سيـستم          . كنيم

و نيز وجود منابع نويز خارجي داراست و از آنجا كه در اين روش كنترلي، درگير انتخاب پارامترهاي زيـاد كنترلـي بـراي           

 نام نهاديم استفاده ميكنيم back-stepping sliding modeسنكرون سازي بهتر هستيم لذا از يك روش ابداعي كه ما آن را 

نتايج شبيه سازي نشان مي دهد كه اين روش سنكرون سازي به خوبي روش كنترل مـود لغزشـي بـوده و حتـي مجمـوع          

.ر انتخاب پارامترهاي كنترلي زيادي باشيمبخشيده است  بدون آنكه درگيمربعات خطا را نيز بهبود
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فصل اول-2

مقدمه1-1

 امروزه در زمينه هاي زيادي از علوم مختلف عموميت يافته است مشتقهاي كسري در رياضيات ،ابعاد 1كلمه كسري

ر عمومي كلمه كسري به معني به طو. . . كسري در هندسه، نويز كسري، تبديل كسري در پردازش سيگنال  و 

.پارامترهايي است كه مقادير صحيح ندارند

 اگر چه ايده اپراتورهاي مرتبه كسري قدمتي ديرينه دارد اما بيشترين مطالعات علمي و تئوري آن مخصوصا در حوزه 

ر خصوص همچنين كارهاي مختلفي د. هاي مختلف علوم و از جمله علوم مهندسي در صد سال اخير رخ داده است

از اين ابزار مي توان براي  ]. 53,30,37,68,29,33,27[كاربردهاي اين ابزار رياضي در تئوري كنترل صورت گرفته است

استفاده كرد و آنچه استفاده از اين ابزار را براي )كنترلر مرتبه كسري(توصيف سيستم كنترل و نوع جديدي از كنترلر 

 بهتر و دقيقتر سيستمهاي واقعي در حوزه توصيف مدل سيستمها است محققان دلپذير ساخته است قابليت توصيف

]3,21,78,77 [.

 هستند كه در حوزه صنعت مورد استفاده فراوان قرار PIDانگيزه اصلي در استفاده از كنترلرهاي مرتبه كسري كنترلرهاي   

استفاده از PIDز روشهاي بهبود كنترلرهاي يكي ا.دارند و همواره بهبود كيفيت و مقاوم بودن آنها مورد توجه بوده است

اين امر باعث شده كنترلرهاي مرتبه . كنترلرهاي مرتبه كسري با قسمت مشتق گيري و انتگرالگيري غير صحيح است

از انعطاف پذيري بيشتري نسبت به كنترلرهاي كلاسيك برخوردار بوده و باعث افزايش قابليت كنترل (FPID)كسري 

.]75[د سيستمهاي مختلف شون

1Fraction
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  تاريخچه و پيش زمينه رياضي2-1

 سپتامبر 30اكثر نويسندگان اين موضوع تاريخ خاصي را به عنوان تولد محاسبات كسري ذكر كردند در نامه اي كه در 

f(x)=x،n  ام تابع خطي  n نوشت از او در خصوص نحوه نگارش مشتق مرتبه 3 براي لبينز2 هوپيتال1695

n

Dx
xD كه در 

 باشد نتيجه را چگونه مي توان توجيه نمود و n=1/2گزارش خود ارائه داده بود پرسيد و اين سوال را مطرح كرد كه  اگر

اگر چه سريهاي واگرا و هندسه :را مطرح كرد و نوشت )واگرا(او در پاسخ رابطه نزديك بين مشتقات و سريهاي نامتناهي 

اگرا تنها مجاز به استفاده از توانهاي صحيح مثبت و منفي هستيم و تا به حال رابطه دوري با هم دارند در سريهاي و

xd":او ادامه مي دهد.استفاده از توانهاي كسري را نداشتيم  2
1

xdxxمساوي   اين ": و اظهار مي دارد"مي باشد./

 و در اين جملات محاسبات كسري متولد شد "يدي خواهد داشتيك پارادكس آشكار از چيزي است كه روزي نتايج مف

]4[.

]102[ در كتاب هفتصد صفحه اي خود دو صفحه را به مبحث مشتق از مرتبه دلخواه اختصاص داد4 لاكروا1819در سال 

αxyاو نشان داد كه اگر. 2/1 آنگاه  =

)2/1(
)1(

2/1

2/1
−

+Γ
+Γ

= α

α
α x

dx
yd به ويژه اين نتيجه را به دست آورد كه 

π/.22/1

2/1

x
dx

xd
. نيز منطبق است5 و اين با نتايج حاصل از تعريف ريمان=

يك منحني به قسمي كه مساله تعيين( اولين كاربرد حساب ديفرانسيل كسري را در مسائل فيزيكي 6 آبل1823در سال 

7اك روي آن بلغزد زمان حركت آن مستقل از نقطه شروع حركت باشداگر جسمي تحت تاثير نيروي جاذبه بدون اصطك

همچنين اين مسئله مورد توجه رياضي دانان معروفي چون اويلر، . ]102[ارائه داد و البته اين مساله را حل نكرد) 

. و ريمان بوده است8لاپلاس، فوريه، آبل، ليوويل

 گويـا يـا   v بـا VDكه شـامل ( حقيقي را ارائه و منتشر كرد  v  باVD نظريه عملگرهاي تعميم يافته9 لوران1884در سال 

.]102[و با انتگرالگيري و مشتق گيري از مرتبه دلخواه مواجه شد)گنگ و حقيقي و مختلط نيز مي توانست باشد 

. ]71[ نظريه خط انتقال خود به كار برد مشتقات از مرتبه كسري را در توسعه10 هوي سايد1892در سال 

2L’Hopital
3Leibniz
4Lacroix
5Riemann
6Abel
7Tautochrone
8Liouville
9Laurent

10Heaviside
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 را برگـزار كـرد و گـزارش         " اولين كنفرانس ديفرانسيل و انتگرال از مرتبه كسري و كاربردهاي آن           "11 راس 1974در سال   

.]11[آن را در كتاب خود به چاپ رساند

را منتـشر   "از مرتبـه كـسري      حـساب ديفرانـسيل و انتگـرال        " دومين رساله در مـورد       13 و اسپنير  12در همين سال اولدهام   

.]42[كردند

 را ارائه دادند كه     "مقدمه اي بر ديفرانسيل و انتگرال و معادلات از مرتبه كسري          " و راس كتاب     14 كنت ميلر  1993در سال   

اين كتاب روشهاي خوبي را براي دانشمندان و رياضي داناني كه در جستجوي مقدمه اي بر اين موضـوع جـذاب هـستند      

][)()(در اين كتاب حل معادلات      . ارائه مي دهد   0/1
1

/)1(
1

/ tYtXDDDD n
q

n
qnqn =++++ −

− ααα L   وقتـيnوq

. ]45[ ها ثابت اند ارائه مي شودiαاعداد صحيح و مثبت و 

 در پايان نامه دكتري خود به مطالعه درمـورد ارتبـاط بـين فراكتالهـا و حـساب ديفرانـسيل و       15ونكار كول1997در سال 

ليوويـل را   -ي پرداخت و براي مشتق گيري از توابع كسري در جاهاييكه مشتق ندارند فرمول ريمـان               انتگرال از مرتبه كسر   

كاربردهايي از ديفرانسيل و انتگرال از مرتبـه كـسري در           " كتابي با عنوان     16 هيلفر 2000درسال  .]44[مجددا بازنويسي كرد  

.]76[ردازد بخش چاپ و منتشر كرد كه هر بخش به كاربردي ويژه مي پ9 در "فيزيك

و بدين گونه به دنبال جستجوي اوليه هوپيتال و لبينز محاسبات كسري زمينه اي براي بهتـرين مغزهـا در رياضـيات شـد                        

سازي در محاسبات كسري مـي باشـند قبـل از قـرن بيـستم توسـعه يافـت و        وبسياري از تئوريهاي رياضي كه قابل پياده

.موجب جهشهاي جالب در علوم ومهندسي گرديد

ي مرتبه كسري اپراتورهاهيوابع اولت3-1

تابع گاما1-2-1

ساده ترين تفسير تابع گاما ،تابع فاكتوريل براي همه . بعدا خواهيم ديد كه تابع گاما نقش مهمي در محاسبات كسري دارد

: داريم n تابع فاكتوريل باشد در اين صورت براي هر عدد صحيح مثبتnF)(فرض كنيد  . اعداد حقيقي است

),3,2( L=n)1(.)(,1)1( −== nFnnFF

:]75[تابع گاما به صورت زير تعريف مي شود

Rz∈duzuuez 1
0

)( −∫
∞ −=Γ

:به سادگي ثابت مي شود كه

11Ross
12Oldham
13Spanier
14Miller
15Kolwankar
16Hilfer

)١-٣(

)٢-٣(
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+∈ Nz)1()( +Γ=Γ zzz

+∈ Nz)!1()( −=Γ zz

 بي نهايت مي رود در مقادير صحيح منفي تابع گاما به.تابع گاما را در صفر و اطراف صفر نشان مي دهد ) 1-1(شكل

را كه بعدا براي نمايش ديگري از φ(t)با استفاده از تابع گاما مي توان تابع   . ولي در مقادير غير صحيح مقدار دارد

:انتگرال كسري استفاده مي شود تعريف كرد

)(
:)(

1

α
φ

α

α Γ
=

+
+tt

MATLABشكل تابع گاما با استفاده از 

)1-1(شكل

تابع بتا2- 2- 1

نقش آن تنها به استفاده از آن به عنوان . به عنوان انتگرال مرتبه اول اولر، تابع بتا نقش مهمي در محاسبات كسري دارد

اماي درهم ضرب شده محدود نمي شود بلكه بيشتر به خاطر تشابه مشخصات آن با مشتق و انتگرال جايگزيني از توابع گ

معادله زير انتگرال بتا را بر حسب . لفلر مي باشد– و تابع ميتاگ αtكسري بسياري از توابع به ويژه چند جمله اي به فرم

:]75[تابع گاما نشان مي دهد

+∈ Rqp,
)(
)()()1(:),( 1

1

0

1

qp
qpduuuqp qp

+Γ
ΓΓ

=−= −−∫β

لفلر-تابع ميتاگ3- 2- 1

)٣-٣(
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تابع ميتاگ لفلر تابع مهمي است كه نقش و كاربرد وسيعي در دنياي محاسبات كسري دارد و همچنين در حل معادلات 

  است به شكل زير zeابع نمايي ديفرانسيل مرتبه كسري نقش مهمي را ايفا مي كند اين تابع كه تعميم يك پارامتري ت

:است

                                    α>0∑
∞

−Γ
=

0 )1(
)(

k
zzE
k

αα

.   نشان مي دهدαتابع ميتاگ لفلر را به ازاي مقادير مختلف )2(شكل. را خواهيم داشتze تابع نمايي α =1كه با 

: هم نمايش مي دهندα,β لفلر را با آرگومانهاي - تابع ميتاگهمچنين معمولا

       α>0         β>0 ∑
∞

−Γ
=

0
, )(

)(
βαβα k

zzE
k

.اين شكل نمايش عموميت بيشتري دارد اگر چه هميشه در حل معادلات ديفرانسيل كسري لزومي به آن نيست

MATLB لفلر با استفاده از –تابع ميتاگ 

)2-1(شكل 

انتگرال و مشتق از مرتبه كسري3-1

ليوويل- ماني ريانتگرال و مشتق كسر1- 3- 1

به . ق و انتگرال مرتبه صحيح معمولي گرفته شده استفرموله كردن مفاهيم انتگرال و مشتق كسري به طور طبيعي از مشت

طور مشابه براي ساختن فرمول انتگرال كسري به طور مستقيم مي توان از نمايش سنتي انتگرالهاي پي در پي تابع استفاده 

fابع ام تnليوويل است و اثبات آن به كوشي براي محاسبه انتگرال مرتبه -اين روش عموما به عنوان روش ريمان. كرد

:]75[نسبت داده مي شود

∫∫ ∫ −
−

=
tt t

dft
n

df
00 0

)()(
)!1(

1)( τττττL
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: را به شكل زيرتعريف مي كنيم nJبراي نمايش مختصر فرمول اپراتور

τττ dft
n

tftFJ
t

n
n

n )()(
)!1(

1)(:)(
0

1∫ −−
−

==

.كنند تعريف مي nJ را به جاي  اپراتور−nDگاها اپراتور  

 چرا كه مفهومي براي مقادير غير ، عدد صحيح است و اولين محدوديت در استفاده از تابع فاكتوريل استn) 1(در فرمول

.صحيح ندارد براي رفع اين مشكل از تابع گاما استفاده مي كنيم

∋+براي) 12(با جايگزيني تابع گاماي معادل فاكتوريل رابطه  Rα زير در مي آيدبه شكل:

τττ
α

α
α

α dfttftfJ
t

)()(
)(

1)(:)(
0

1∫ −−
Γ

==

اين نحوه نگارش انتگرال كسري خواص مهمي را با خود در بر دارد و در حل معادلات با انتگرال و مشتق مرتبه كسري 

: داريم0α=ابتدا براي انتگرال با مرتبه  . استفاده مي شود

:مي توان ديد كه )معادلات انتگرالي تكرار شده كوشي(يف طبيعي انتگرال و نيز مفهوم آن همچنين بر اساس تعر

Nnm ∈,nmmnmn JJJJJ == +

:بنابراين 

R∈βα ,αββεβα JJJJJ == +

: صفر باشد و در نتيجه ،t≥0يعني براي .   باشد17يك تابع عليtf)(اين است كهtf)(اولين پيش فرض براي تابع 

0)0()0()0( ≡== αfff n

:ظاهر مي شود) 17(درαϕز معرفي تابع   ليويل بعد ا–خاصيت ديگري از انتگرال ريمان 

)(
)(

)()(*)(
)( 0

11

τ
α
τϕ

α
ϕ

α

α

α

α fttftt t

∫ Γ
−

=⇒
Γ

=
−

+
−

+t 0 نشان مي دهد تابع براي≤t از تعريف كانولوشن لاپلاس . استيك رابطه علي )17(  از بين مي رود و در نتيجه

: داريم)6(در 

τττ
α

ϕ α
α

α dfttfttfJ
t

)()(
)(

1)(*)()(
0

1∫ −−
Γ

==

اند به نشان داديم انتگرال كسري مي تو)17(ليويل را بيابيم در - تبديل لاپلاس انتگرال كسري ريماناكنون مي خواهيم

),()(شكل كانولوشن  tftαϕ   1 نشان داده شود و مي دانيم كه تبديل لاپلاس−αtبه شكل زير است:

17causal function

)()(0 tftfJ =
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αα α −− Γ= stL )(}{ 1

تبديل لاپلاس اتگرال به شكل زير به دست مي )6(و تبديل لاپلاس كانولوشن ) 17(  در tαϕ)(راين با استفاده از بناب

آيد

)(~}{ sfsJL αα −=

فكيلتن-  گرانوالديانتگرال و مشتق مرتبه كسر2- 3- 1

لتنيكف مساله را از -رد،فرمول گرانوالدليويل كه تعريفش را از روي انتگرالهاي تكراري مي گي-برخلاف روش ريمان

:پس از تعريف اوليه مشتق شروع مي كنيم. طرف مشتق بررسي مي كند

h
xfhxfxf

h

)()(lim)(
0

−+
=′

→

:با اعمال مجدد اين فرمول ،ميتوان مشتق مرتبه دوم را به دست آورد

1

2

2
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2
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0
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)()(
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)()(lim)(

1 h
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→→

→

→

21با انتخاب  hhh : داريم==

20
)()(2)2(lim)(

h
xfhxfhxfxf h

++−+
=′′ →

: استفاده مي كنيم nبراي نمايش مشتق مرتبهndاز اپراتور  .  پروسه به صورت جمع در مي آيد nبراي مشتق مرتبه

)()1(1lim)(
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m
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  است استفاده شود كه ضرايب دو جمله اي به عنوان توابع R∈α  كهnاين نمايش، مي تواند براي مقادير غير صحيح 

به خاطر (  مي رود∞  به Σحد بالاي . گاما به جاي فاكتوريل به كار رفته است
h
at  حدود بالا و پايين a و t كه−

:لتنيكف به شكل زير در مي آيد-مشتق كسري گرانوالد) ديفرانسيل هستند 
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)1(!

)1()1(1lim)(
0

0 mhxf
mmh

xfd
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m
nh −

+−Γ
+Γ

−= ∑
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=
→ α

αα

كسري استفاده كرد در اينجا نيز ليويل براي تعريف مشتق -همانطور كه مي توان از تعريف انتگرال مرتبه كسري ريمان

اگر به رابطه . است αمي توان از مشتق كسري براي تعريف انتگرال كسري استفاده كرد و آنچه مهم است مقادير منفي  

برگرديم مي بينيم )3-22(






−
m
n

:  براي فاكتوريل تعريف شده است 
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:اين فرم مي تواند به شكل زير نوشته شود 
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:براي مقادير حقيقي منفي با تابع گاما مي تواند استفاده شود بنابراين )34(نمايش فاكتوريل در 
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:  به شكل زير باز نويسي كردα-را براي )32(مي توان )35(با استفاده از 
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تبديل لاپلاس و كانولوشن3- 3- 1

 با تبديل لاپلاس مي توان از كار كردن با . معادلات ديفرانسيل پيچيده استفاده مي شودتبديل لاپلاس معمولا براي حل

معادلات ديفرانسيل با مرتبه هاي متفاوت به طور مستقيم اجتناب كرد و اين كار با تبديل مسئله به حوزه اي كه راه حل 

:]75[ است جبري ارائه مي دهد صورت مي گيرد تعريف فرمول تبديل لاپلاس به شرح ذيل

)(~)(:)}({
0

sfdttfetfL st == ∫
∞

−

و اين به شرطي )تبديل لاپلاس داردtf)((  موجود است tf)(اگر انتگرال فوق همگرا باشد مي گوئيم تبديل لاپلاس 

نيز كانولوشن لاپلاس به شكل زير .  افزايش نيابد−ste  با سرعت بيشتر از سرعت كاهش جمله نمايي  tf)(است كه 

:است

∫ =−=
t

tftgdgtftgtf
0

)(*)()()(:)(*)( τττ

در حاليكه در حوزه لاپلاس  نتيجه كانولوشن به صورت ضرب  گاهي پيچيده مي شود t حل كانولوشن دو تابع در حوزه

:ساده مي باشد

)(~)(~)}(*)({ sgsftgtfL =

: مي باشدf(t)ام تابعnپلاس تبديل لاپلاس مشتق مرتبه يكي از خواص مهم تبديل لا

)0()(~)0()(~)}({ )1(
1

0

)(
1

0

1)( −−
−

=

−

=

−− ∑∑ −=−= kn
n

k

knk
n

k

knnn fssfsfssfstfL

)٢-٣ (

)٢-٣"(

)٢-٣#(

)٢٧-٣(

)٢٨-٣(

)٢٩-٣(

)٣٠-٣(

)٣١-٣(



١٨

فصل دوم-2

مقدمه1-2

اگرچه هنوز هم بحث در . در اين فصل، مفهوم اپراتورهاي مرتبه كسري از دو ديدگاه هندسي و فيزيكي بيان خواهد شد

تق و انتگرال مرتبه كسري در بين رياضيدانان و فيزيكدانان مطرح بوده و مقالات متعددي در اين زمينه به زمينة مفهوم مش

-گردد، اما در اين فصل به توصيفهايي گاه جديد ارائه ميرسد و در هر كدام از اين مقالات توصيفانتشار رسيده و مي

.تر و پركاربردتر اشاره خواهد شدهاي معمول

سي اپراتور مرتبه كسريمفهوم هند1-3

در اين بخش يك مفهوم هندسي براي اپراتور انتگرال ريمان ـ ليوويل ارائه خواهد شد و از آنجايي كه مشتق مرتبه 

گيري مرتبه صحيح از انتگرال مرتبه كسري قابل بيان است، بنابراين مفهوم مشتق نيز به آساني قابل كسري نيز با مشتق

توان به فرم رابطه ونه كه در فصل ابتدايي اشاره شد، اپراتور انتگرال ريمان ـ ليوويل را ميهمان گ.  حصول خواهد بود

.  تعريف كرد1-2

∫ ≥−
Γ

= −t

t tdtftfI
0

1)( 0))((
)(

1)( τττ
α

αα

.  بازنويسي كرد2-2توان به صورت رابطه  را مي2-1اما رابطه 

∫=
t

t dgftfI
0

)( )()()( ττα

: كه در اين رابطه
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)2-2(
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[ ]αα τ
α

τ )(
)1(

1)( −−
+Γ

= ttgt

ττدر واقع اگر . باشد  داراي خواص قابل توجهي ميτtg)(ابعت kktt == 11 : آنگاه.  در نظر گرفته شود0fk و ,

)()()( 11
τττ α

tktt gkkgg == 

 بعدي، سه  از اين انتگرال، در فضاي سه آوردن تعبير هندسي و براي به دست2-3 در رابطه tبا فرض ثابت بودن

),(در صفحة. شود در نظر گرفته ميf وg,τمحور عمود بر هم gτاي به ارتفاع متغير توان ديواره، مي)(τf رسم 

),)(,)((عدي در صفحةكرد كه لبة بالايي اين ديوار، يك خط سه ب τττ fgt براي  t≤≤ τ0خواهد بود  .

توان بر روي دو صفحة بعدي را مينشان داده شده است، ديوارة رسم شده در اين فضاي سه) 4(همانطور كه در شكل 

:توان گفت، ميبا مشاهدة تصوير اين ديواره، بر روي اين صفحات. عمود بر هم از اين فضا تصوير كرد

),(ـ مساحت تصوير اين ديواره، بر روي صفحة fτاست5-2دهندة مقدار انتگرال رابطة  نشان  .
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)ـ مساحت تصوير اين ديواره، بر روي صفحة , )g f 1تبه كسري  يا همان مقدار انتگرال مر2-2، مقدار انتگرال رابطة-

.  را نشان خواهد داد2

),(اولين سايه، بر روي صفحة. به عبارت ديگر، ديوارة تعريف شده، دو سايه ايجاد خواهد كرد fτشود كه  ايجاد مي

خواهد ) رتبه صحيحم(باشد و اين تعريف، تعريف انتگرال معمولي  ميτf)(همان تعريف مشهور سطح زيرمنحني تابع

 خواهد t براي يك نقطه ثابت 2-1، مفهوم هندسي انتگرال مرتبه كسري رابطة ,fgاما ساية ايجاد شده، بر روي . بود

. بود

),( و تصاوير آن بر صفحات tf)(تابع  fτوfg,]34[

)1-2(شكل

)2-3(

)2-4(

)2-5(
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]fg,]34 تابع  به صفحه tf)(، محور انتقالτtg)(شكل تابع 

)2-2(شكل

ττ باشد، آنگاه α=1اگر  =)(tg يك خط راست در شكل ،)و هر دو تصوير، مساوي خواهد بودخواهد بود ) 5 .

، نيز حالت )مانند ديدگاه رياضي(، از ديدگاه هندسي )مرتبه صحيح(معني است كه انتگرال معمولي اين موضوع به اين

. باشدليوويل مي-خاصي از انتگرال مرتبه كسري ريمان

 تغييـر كنـد، ديـوارة تعريـف شـده در      tخواهد داد؟ اگـر مقـدار    تغيير كند چه حالتي رخ      tحال سؤال اين است كه اگر     

تغييـرات  . توجـه كـرد   ) 5(توان به شكل    دادن اين موضوع مي   براي نشان   . قسمت قبل نيز همزمان با آن تغيير خواهد كرد        

),(به وجود آمده در ديواره، بر تصوير آن در صفحة          fg  بنـابراين  . اشته و به طور همزمان آن را تغيير خواهـد داد           تأثير د

، روبرو خواهيم بودtدر اين حالت با مفهوم هندسي ديناميكي انتگرال مرتبه كسري براي يك تابع، با متغير

مفهوم فيزيكي اپراتور مرتبه كسري1-4

),)((، به صفحة τtg)(كردن يك بعد سومدر بخش قبل، مفهوم هندسي انتگرال مرتبه كسري با اضافه ττ f مورد 

توان زمان  را ميτg)( به عنوان زمان در نظر گرفته شود، تابع τاگر در روابط بخش قبل، پارامتر. بررسي قرار گرفت

محور زمان در اين رابطه به چه معني خواهد بود؟ اما وجود دو . انتقال يافته دانست

در حال حاضر . براي پاسخ به اين سؤال نياز است كه برخي از تعابير موجود در زمينهة زمان مورد بررسي قرار گيرد

سوال اين )). 6(شكل (هاي مساوي تقسيم شده استنهايت است كه به بخشتصور ما از محور زمان، يك محور نيمه بي

ها با يكديگر مساوي هستند؟ ه آيا تمام اين قسمتاست ك

گيري و مقايسه دو بخش يا قسمت از هر كميت فيزيكي، زماني ميسر خواهد بود كه هر دو بديهي است كه قابليت اندازه

به عبارت ديگر، در يك زمان و در يك مكان، بتوان آنها را با يك معيار ثابت. بخش به طور همزمان در اختيار باشد

با اين . گيري كرد و يا با كنار هم قرار دادن اين دو بخش، آنها را با هم مقايسه كرد و تساوي آنها را بررسي نموداندازه
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، قابل مقايسه نخواهند )نهايتبيتقسيمات زماني محور نيمه(هاي محور زمان استنباط از مساوي بودن دو كميت، قسمت

توان تقسيمات به راستي، چگونه مي. وار و پشت سر هم در اختيار ما هستنددنبالهها تنها به صورت بود چرا كه اين بخش

گيري كرد ؟ زمان را اندازه

محور زماني كه اكنون براي ما به عنوان يك محور بديهي بوده و تمام روابط و معادلات، بر اساس آن آناليز و تحليل 

شود، حاصل كه حادث شدن آنها به طور منظم و تكراري فرض مي، تنها با مشاهده برخي رويدادها، ))6(شكل (شود مي

: نويسدكلمنس در مقاله خود مي.  شده است

هر پديدة تكراري در هر كجا كه اتفاق بيفتد و قابل شمارش باشد . گيري زمان اساساً يك رويداد شمارشي استاندازه« 

كند و ما با شمارش اين را تكرار مي» تيك« واقع رويداد ساعت در. گذارددر حقيقت يك اندازه از زمان در اختيار مي

اما به واقع قادر نيستيم زمان مطلق بين دو تيك را مقايسه كنيم و . ناميممي... ها، آنها را ساعت، دقيقه، ثانيه و تيك

. »توان با قطعيت اعلام داشت كه زمان بين دو تيك متوالي با يكديگر برابر بوده استنمي

. نامند مي18اين زمان مطلق را زمان كيهاني. نمايش داده شده است) 7( بودن زمان، در شكل اهمگنمفهوم ن

]34[محور زمان همگن 

)3-2(شكل

]34[) زمان كيهاني(محور زمان ناهمگن 

)4-2(شكل

، در متحركي Nكنيد شخصفرض مي. شودبراي وضوح بيشتر مطالب گفته شده، در اين قسمت، مثالي مطرح مي

گيري در اختيار دارد كه يكي از آنها يك سرعت سنج متحرك و ديگري يك ساعت است نشسته است و دو وسيله اندازه

، دو )هر دو تيك متوالي(يعني در اين ساعت، تفاوت بين هر دو بخش زماني متوالي . كه زمان آن در حال كند شدن است

، مقادير سرعت نشان داده شده بر روي سرعت Nشخص)). 1(مطابق جدول ( آن خواهد بود برابر بخش زماني قبل از 

.كند بدون آن كه از كند شدن ساعت در طول زمان آگاه باشدسنج را در هر ثانيه قرائت مي
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