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:چکیده

بطوریکه در شبکهارسال بیشترین جریان ممکن، عبارتست ازمقید جریانماکسیمممسئله 

هرچند مسئله ماکسیمم جریان در شبکه ها .نباشدتعیین شدهاز بودجهفراترتمامی هزینه هاي جریان 

از دیرباز مورد توجه محققان بوده، با این حال محققین همواره نگران پیچیدگی زمانی الگوریتم هاي 

اند و لذا الگوریتمهایی را در خصوص تسریع حل این مسئله ارائه حل مسئله ماکسیمم جریان بوده

در این پایان نامه . ها شده استریع در حل مسائل شبکهکردند که بعضاً منجر به بهبود کارایی و تس

براي حل مسایل ماکسیمم جریان، یک الگوریتم پیشنهاد شده، که از دو نقطه نظر تئوري و کاربردي 

مورد بررسی قرار می گیرد و می تواند زمینه را براي طرح ایده هایی مفید و کاربردي در مسائل شبکه 

کمان وارد شونده زیر این روش ما با ارائه مفاهیم جدیدي در شبکه مانند در واقع در . ها فراهم کند

متغیرهاي دوگان سیمپلکس را محاسبه نموده و الگوریتمی ارائه زیر درختداخلیکمان ودرخت

ایم که پیچیدگی زمانی بهتري نسبت به دیگر الگوریتم ها دارد و لذا مسئله ماکسیمم جریان را در کرده

. بهتري نسبت به سایر الگوریتم ها حل می کندمرتبه زمانی

شبکه هاي جریان، ماکسیمم جریان مقید، برنامه ریزي خطی، سیمپلکس شبکه:کلید واژه ها
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:پیشگفتار

یت در ارجحسرعت در زندگی امروز، یک شاخص تعیین کننده و مهم می باشد و قطعاً

با گزینه اي است که ضمن داشتن عملکرد سریع، سرعت رسیدن به هدفش بیشتر گزینه هاي مختلف 

این موضوع در خصوص برنامه هاي کامپیوتري نیز مورد توجه بوده چنانکه پژوهش ها همواره . باشد

اند که متناسب با تکنولوژي هاي پشرفته، سرعت کامپیوترها را در پردازش بر این اصل قرار گرفته

ریان، جماکسیمم مسئله در مسائل مطرح شده در شبکه ها خصوصاً. فزایش دهندمسائل مختلف ا

زیادي پژوهش هاي بطوریکهبوده این زمینه پیچیدگی زمانی الگوریتم یکی از نگرانی هاي محققان 

.الگوریتمی با سرعت بهتر در این زمینه شکل گرفته استدرخصوص پیدا نمودن

جریان، محققان الگوریتمهاي فراوانی در خصوص حل پس از مطرح شدن مسئله ماکسیمم 

اند که ماکسیمم جریان ارائه کردند که هر یک به نوبه خود معایب و محاسنی داشته و بعضاً توانسته

از جمله مهمترین این پژوهش ها می . سرعت محاسبه جواب را به اندازه قابل توجهی افزایش دهند

ر ولوگالگوریتمهاي و 1956فولکرسون در سال وفوردالگوریتم برچسب گذاري توسط توان به 

در آهوجا، و الگوریتم )1985(مک بریچتوسطCM-NETو الگوریتم)1977(کلینگمن، )1974(

مسئله شد الگوریتم هاي ارائه شده براي آنچه مسلم است فرایند تکامل و ر. اشاره نمود1995سال 

.ماکسیمم جریان است

تا با ارائه یک الگوریتم می کندو سعیمی دهد ادامه رافرایند تکاملی فوقدر این پایان نامه

انجام ) با سرعت بیشتري(سیمپلکس ویژه، فرایند حل مسئله ماکسیمم جریان در مدت زمان کمتري 
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دو زیر درخت مبدأ و بصورت دقیق تر، ما با تقسیم بندي درخت مسئله ماکسیمم جریان به . پذیرد

، زیر درختداخلیکمان وزیر درختوارد شوندهکمانمفهوم کمانهاي درخت، به تعریفومقصد

را بررسی می کنیم تا بتوانیم ،مسئله ماکسیمم جریانکه تاثیري زیادي در سرعت حل الگوریتم دارد

مورد بررسیالگوریتممقایسهبا انتها سرعت حل مساله را به اندازه قابل توجهی کاهش دهیم و در 

پیشنهاديویژهسیمپلکسادعاي خود را درخصوص سرعت محاسبه الگوریتمبا الگوریتم هاي دیگر

.،نسبت به الگوریتمهاي دیگر نشان می دهیم

در فصل اول به بیان تاریخچه اي از . اندفصل هاي این پایان نامه بدین ترتیب ارائه شده

در فصل دوم الگوریتم دوگان . جریان و ارائه تعاریف و مقدمات مسئله می پردازیمیمم سمسئله ماک

و در فصل سوم به ارائه الگوریتم سیمپلکس ویژه پیشنهادي درخصوص حل کرده مسئله را تشریح 

مقایسه الگوریتم پیشنهادي با سایر الگوریتم هاي موجود در این . می پردازیمیمم جریان سمسئله ماک

.و با استفاده از آن نتیجه گیري می کنیممی دهیمدر فصل چهارم انجامارزمینه
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فصل اول
عاریف و کلیاتت
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:مقدمه-1-1

شروع می کنیم و جریانماکسیمممسئلهرا در خصوص تعریف در این فصل ابتدا بحث

توضیح می دهیم و در گیري الگوریتم سیمپلکس را به اختصاردر بخش بعدي تاریخچه شکل سپس 

.می کنیمرا بیاندر خصوص پیاده سازي این الگوریتمنیازپایان این فصل تعریف هاي مورد

:جریان مقیدماکسیمم-1-2

),(فرض کنید  ANG که در آن باشدیک شبکه جهت دارN مجموعه گره ها وA

),(جهتدارجریان روي هر کمان،دراین شبکه. استمجموعه کمانها jiبا متغیرهاي نامنفیijx،

.نمایش داده می شودijuو ظرفیتijcهزینه

به گره sارسال بیشترین جریان ممکن از گره مبدأ:عبارتست ازمقیدجریانماکسیمممسئله 

. نباشدD، بطوري که تمامی هزینه هاي جریان بیشتر از بودجه tمقصد 

هزینه کمان بطوریکهدر شبکه وجود داردsبهtفرض می کنیم همواره یک مسیر از

Ast ),(٠رابر با صفررا بtsc بی نهایتو ظرفیت آن راtsuدر نظر می گیریم.
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معادله را به کمک برنامه ریزي خطی می توان بصورتمقیدجریانماکسیمممسئله 

][ LPCMFفرموله نمودزیر.

می تواند بالقوهواین مسئله از دو نقطه نظر تئوري و کاربردي مورد بررسی قرار می گیرد

خود،جریانماکسیمممسئله ضمن آنکه .زمینه را براي توسعه هاي بیشتر مباحث شبکه فراهم آورد

. می باشدشبکه هادر از مهمترین مسائل کاربردي یکی 

.می باشدجریان ماکسیمممسئله ی از کاربرد یاهزیرنمونه مثالدو

هر کمان نشانگر امکان انتقال بین وهر گره نشانگر مرکز توزیعشبکه فیزیکی توزیع،در)1

جریان بینماکسیممتعیین این شبکههدف.ده که داراي هزینه وظرفیت می باشدودو مرکز توزیع ب

.می باشدبودجه محدودظرفیت وباتمام گره هاي مبدأ و مقصد 

و انتقالی بین مبدا )هابستهماکسیمم(پهناي باندشبکه،هدف،کامپیوتريهايشبکهدر)2

.می باشدو ظرفیتهاي محدودهزینه هاي انتقالی مشخصامقصد ب

(٢.١)tsxLPCMF max][ 

s.t:

(٣.١)Nixx
Aij
ji

Aji
ij  



٠
),(),(

(۴.١)Dxc ij
Aji
ij 

),(

(۵.١)Ajiux ijij  ),(٠

مقید مدل ماکسیمم جریان-[CMF-LP]معادله 
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جریان مقید در ماکسیممدر این پایان نامه، ابتدا یک الگوریتم سیمپلکس ویژه براي مسئله 

را با LP solverوCPLEXالگوریتمدوسرعت به جواب رسیدنسپس م ودهیمی ارائهشبکه ها 

الگوریتم برتر را بر اساس نتایج حاصل از این مقایسه مقایسه نموده و ویژه سیمپلکسالگوریتم 

.مشخص می کنیم

:تاریخچه-1-3

. مهمترین پژوهشهاي انجام گرفته در مساله ماکسیمم جریان را در این بخش مطرح می شود

تعداد زیادي ،1956در سال 2فولکرسونو1بعد از الگوریتم برچسب گذاري توسط فورد

1959فولکرسون در سال اینکه ازجملهجریان پیشنهاد گردیدماکسیممالگوریتم کلاسیک براي مسئله 

.تشریح نمودرا با اضافه کردن بودجه معینجریانماکسیممالگوریتم 

در مسئله محافظ جریانبا جایگزینی جهت مقید با معادله 4کلینگمنو )1974(3رولوگ

توانایی فوقالگوریتمو با اضافه کردن تعدادي گره و کمان در شبکه، نشان دادند که ماکسیمم جریان

.حل مسائل شبکه محض را دارد

الگوریتم ویژه اي را براي مسائل حمل و ) 1978(لوور گو ) 1976(5، راسل)1975(من نگکلی

تعیین محل کلی براي یچارچوب) 1976(6لوور و مک بریچگ. نقل و تخصیص مقید ارائه کردند

مک بریچ یک الگوریتم 1985در سال . پیشنهاد دادندراپلکس مالگوریتم سیساختار شبکه در 

.ارائه نمود،که در شبکه هاي جهتدار مقید کاربرد داشترا CM-NETسیپملکس ویژه به نام 

١ Ford
٢ Fulkerson
٣ Glover
٤ Klingman
٥ Russell
٦ McBride
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و الگوریتمی براي جریان مقید را معرفیماکسیمممسئله ،2و اورلین1آهوجا1995در سال 

در الگوریتم پیشنهادي،ما در واقع .مبناي بحث ما در این پایان نامه است کهحل آن پیشنهاد نمودند

کرده ودر از الگوریتم خارج ،ا نمی شودهمگربه جواب وجا و اورلین آهکه در الگوریتم رانقاطی

.می دهیمآنها را بهبود الگوریتم نتیجه 

.به بیان آنها می پردازیمبراي ادامه بحث به تعاریف و مقدماتی نیاز داریم که در زیر 

:کلیات و تعاریف-1-4

و بعضی از کردهالگوریتم را به تفصیل بررسی اولیهدي از تعاریف ادر این بخش تعد

.موکول می کنیمهاي بعديتعاریف مورد نیاز الگوریتم را به علت پیوستگی مطالب به فصل

جریان مقید شامل یک جفت زیر درخت ریشه دار می باشد که ماکسیممالگوریتماساس 

),(بوسیله کمان  stدرخت پوشايبدین منظور. به هم متصلندTدو زیر درخت مبدأ را بهS و زیر

.نشانه گذاري می کنیمZدرخت مقصد 

S= } زیر درخت مبدأمجموعه اي از کمانهاي {

Z= } مجموعه اي از کمانهاي زیردرخت مقصد{ 

. تقسیم می شودZو Sبه دو زیر درخت Tدرخت پوشاي در نهایت 

١ Ahuja
٢ Orlin
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: 1.1تعریف 

Tدرخت پوشايي را رويمنحصربفردچند کمان پایه اي، دور،در مسئله ماکسیمم جریان

),(اي را با کمان پایه. می نامیم1، دوربنیاديکه به این دور منحصربفردمی سازند  ba و هزینه آن

),(را با  baCنمایش می دهیم.

:2.1تعریف 

),(کمان اگر، Tيروي درخت پوشادر دور بنیادي منحصر به فرد  ba دو زیر درخت

),(کمان متفاوت را به هم متصل کند،  baشکل (. می نامیم2را کمان وارد شونده زیر درخت

)1.1((.

١ Fundamental Cycle
٢ inter- subtree arc

کمان واردشونده زیردرخت-) 1.1(شکل 

t

ba

s
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:3.1تعریف 

),(کمان اگر، Tيدر دور بنیادي منحصر به فرد روي درخت پوشا ba دو زیر درخت

),(کمان را به هم متصل کند، مشابه ba2.1(شکل (.می نامیم1را کمان داخلی زیردرخت((

١ intra-subtree arc

t
a

s

b

زیردرختداخلیکمان -)2.1(شکل 
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فصل دوم
سیمپلکس ویژهدوگان الگوریتم
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: مقدمه -2-1

جریان که در فصل ماکسیممبا توجه به تعاریف اولیه الگوریتم سیمپلکس ویژه در این فصل 

),(هزینه بودنصفر غیردر خصوص را اي اول ارائه شد، ابتدا قضیه baبه سپس وبررسی می کنیم

.خواهیم پرداختوضعیت بهینگی الگوریتم، دوگان مسئله و محاسبه جریانها 

متغیرهاي دوگان و می توان پیشنهادي در این فصل خواهیم دید که در الگوریتم همچنین

.بدست آوریمکمترین محاسباتوضعیت بهینگی را با

:دوربنیاديءهزینه-2-2

),(٠داریممفروضجریان مقید ماکسیمماز مسئله Bبراي یک پایه : 1.2قضیه baC.

),(٠فرض کنیم : برهان baC.جریان متناظر با ماکسیمممسئلههاي اگر تمامی ستون

),(کمانهاي  baیال گراف بدست آمده یک گراف همبند می باشد -ماتریس وقوع،را اضافه کنیم

.که معادله محافظ جریان آن صفر می باشد

٠
),(),(
 

 Aij
ji

Aji
ij xx

),(همچنین .دیگر مجموع سطرهایش صفر می باشدبه عبارت  baبا سطر بودجه متناظر

),(٠یعنی.می باشدبا صفرمقید برابر baداریمو لذا:

٠
),(


Aji

ijij xc

و باشدنمی تواند یک پایه Bاین بدان معنی است که تمامی کمانها مستقل خطی نیستند و 

),(٠بنابراین .تناقض استیکاین  baC
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ازبودجه tبه sجریان از ماکسیممجریان مقید، اگر ماکسیممدر الگوریتم سیمپلکس ویژه 

این صورت جواب بهینه باید کاملاً در مقید تجاوز نکند، الگوریتم به جواب بهینه رسیده است در غیر

.بودجه مقید صدق کند

وضعیت بهینگی -2-3

ماکسیمموضعیت بهینگی الگوریتم را بررسی کنیم، ابتدا مسئله دوگان یمبراي اینکه بتوان

.سپس هزینه هاي تقلیل یافته مسئله دوگان را محاسبه می کنیموجریان را درنظر گرفته 

:جریان مقیدماکسیمممسئله دوگان -2-3-1

متغیرهاي دوگان اگر  را به ترتیب متناظر با معادله جریانی و بودجه مقید مسئله اولیه ,

. جریان مقید بصورت زیر می باشدماکسیمم، مسئله دوگان مسئله گیریمبدر نظر 

Dmin
tsxmax:P

S.t:S.t:

٠ ijji c٠
),(),(
 

 Aij
ji

Aji
ij xx

٠Dxc ij
Aji
ij 

),(

آزاد در علامتijij ux ٠

پایه ايوضعیت بهینگی مسئله را بررسی کنیم باید هزینه تقلیل یافته متغیرهاي غیربراي اینکه 

:داریماز این رو.را محاسبه نماییم

ijjiijijijijij cwaczcc   ٠

)٢.٢( )١.٢(
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: ولذا

ijjiij cc  

هاي کران و مجموعه کمانUباهاي کران بالا را نمجموعه کما، جریانماکسیممدر مسئله 

:اکنون داریم.نمایش می دهیمLپایین را با 

Xیک جواب بهینه است اگر و فقط اگر:

در شرط بهینگی الگوریتم صدق نکند، کمان غیر پایه اي را اگر هزینه تقلیل یافته هر کمان

.وارد پایه می کنیم و جواب را بهبود می بخشیم

مقادیر متغیرهاي دوگان نیاز است ،ايکمانهاي غیرپایهبراي محاسبه هزینه تقلیل یافته  ,

لذا قضیه زیر نشان می دهد که با توجه به مفاهیم کمان وارد شونده زیر درخت و .کنیمرا تعیین

. را به راحتی محاسبه نمودزیر درخت می توان یکمان داخل

),(اگر :2.2قضیه ba از زیردرختوارد شوندهکمانSبهZ،آنگاهباشد
),(

١
baC

  و اگر

),( ba کمان وارد شونده زیردرخت ازZ بهS ، آنگاه باشد
),(

١
baC

 
 و اگر),( ba کمان

.٠،آنگاهزیردرخت باشدداخلی 

)٣.٢(

Ljiبراي هرکمان  ),(٠ijc

)٤.٢(
Ujiبراي هر کمان  ),(٠ijc



١٨

),(ابتدا فرض می کنیم که :برهان  ba یک کمان وارد شونده زیردرخت ازS بهZباشد.

P را مسیري ازs بهt که شامل مسیر درخت منحصر به فرد ازs بهa و کمان),( ba و مسیر

),(هم جهت با Pو تمامی کمانها در مسیر تعریف می کنیمtبه bدرخت منحصر به فرد از  ba

Pjiکمانیک درخت می باشد و به ازاي هرPاز این رو .باشد ),(هر کمان هزینه تقلیل یافته

:همچنین ٠ijcداریم  ازاینرو .برابر با صفر می باشد

٠)(
),(),(),(
 

 Pji
ijtsijj

Pji
i

Pji

ij ccc 

),(کمان  st پایه و متناظر با قید دوگانtsx ١می باشد پس ts می باشد.

),(
١١),(

),( baC
baCc

Pji
ij 

 


),(اگر جهت و با یک استدلال مشابه،  ba ازZ بهS باشد
),(

١
baC

 می باشد.

),(فرض کنیمحال baو تمامی کمانهاي استیک کمان داخلی زیردرخت),( ba هم

),(باجهت ba، کمانو به ازاي هرباشد),(),( baji  ٠داریمijc

٠),()(
),(),(),(),(),(),(

 


baCccc
baji

ijijj
baji

i
baji

ij 


:داریم1.2بنا به قضیه

٠٠),(   baC

),(با توجه به قضیه فوق ملاحظه می شود که اگر baآنگاهکمان داخلی زیردرخت باشد ،

همچنین اگر . می گرددتعیین صفر نیاز به محاسبه توان بدونآن را می توانیمه هاي تقلیل یافتههزین

),(کمان  ba کمان وارد شونده زیر درخت، و جهت آن از ،S بهZ باشد، هزینه تقلیل یافته آن

.می باشد-1و در غیر اینصورت برابر با 1برابر با 



١٩

: هاي پایه کمانجریانءمحاسبه-2-4

ویژه نیازي به محاسبه جریانها وجود ندارد اما لازم است نحوه به در الگوریتم سیمپلکس

.روز رسانی جریانها را بررسی کنیم

),(مانندکه در دور بنیادي وجود داردی مقادیر جریانهاي پایه هر کمان ba در معادله

٠abx صدق کند و همچنین پیچیدگی زمانی محاسبه جریانها برابر با)(mO١.[است[

. بنیادي حتماً باید دربودجه مقید صدق کننددورمون الازم به ذکر است جریانهاي پیر

:محاسبه متغیرهاي دوگان-2-5

),(به ازاي هر کمان  ji عضو پایهB،همچنین اگر . هزینه تقلیل یافته کمانها صفر می باشد

),(\),(کمان  stTji باشد هزینه تقلیل یافته بصورت زیر می باشد :

٠ ijji c

),(),(ولی اگر کمان  stji با جایگزینی باشد),( sjti 2.2بنا به قضیهو

),(
١
baC

 
هزینه تقلیل یافته بصورت زیر تعریف می شودو.

٠١  st 

:و بطور کلی داریم








٠١
٠

st

ijji c




),(),(
),(\),(

stji

stTji




متغیر شدجریان مقید می باماکسیممجریانی در مسئله ءمتناظر با معادلهبا توجه به اینکه 

را می پیماید ZوSهايبه ترتیب زیردرختtگره تا sکه از گره رادوگان منحصر به فرد 

)٥.٢(



٢٠

٠,١می کنیم و فرض می کنیم تعریف  st .محاسبه وقتی که هزینه هاي تقلیل یافته

:د بصورت زیر محاسبه می گرددنرا ملاقلات می کنکمان ها گره 





















Zifc

Sifc

Pji
ij

Pji
ij











),(

),(

١ 



\},{به ازاي تمامی گره هاي  tsN.

P مسیر منحصر به فردي ازs تا) اگر)( S (از يو یا مسیر منحصر به فرد تاt
:می باشد) Zاگر (

.باشدtبسوي گره sکمانی است که جهت آن از گره 1کمان پیشرو:1.2تعریف 

),(وقتی که ،)6.2(معادله در  ji علامتباشدکمان پیشرو یکijc وقتی که و مثبت است

),( jiعلامت باشد2کمان برگشتیijcمنفی است.








ijc

عبارت 
 aPji

ijc
),(
 مسیر منحصر به فرد درخت درهزینه شبکه براي پیمایش هر واحدP

),(هنگامی که واست baنیستنیازي به محاسبه متغیرهاي دوگان ، کمان داخلی زیردرخت باشد

: تعریف می شودو بصورت زیر 

١ forward  arc
٢ return  arc

)٦.٢(

(i,j)    مثبتکمان پیشرو باشد
(i,j)      منفیکمان برگشتی باشد )٨.٢(


