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چیده

با آن ارتباط و نامعین انتگرال حدی زیر�دیفرانسیل به مربوط پایان�نامه این موضوع

حدی زیر�دیفرانسیل فرشه، زیر�دیفرانسیل مفهوم از استفاده با است. بهینه�سازی مسئله�ی

مانند ͳمفاهیم م�ͳآوریم. بدست مختلف حالت سه در تابع Έی از را نامعین انتگرال

محاسبه�ی با سپس و کرده مطرح را مقدار مجموعه تابع انتگرال و کلارک زیر�دیفرانسیل

یافته�ی تعمیم فرمول و حدی زیر�دیفرانسیل تابع انتگرال کلارک، زیر�دیفرانسیل تابع انتگرال

ͳکاف و لازم شرایط و ͳمعرف را Dx̄ و F x̄ مجموعه�های م�ͳآوریم. بدست را نیوتن-لایبنیتز

ͳنیم�نامتناه برنامه�ریزی مسئله�ی و هموار غیر مقداری چند بهینه�سازی مسئله�ی برای بهینه

م�ͳدهیم. قرار مطالعه مورد را هموار غیر

ب
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مقدمه
سال در است. هموار غیر آنالیز در مفاهیم مهم�ترین از ͳی کلارک زیر�دیفرانسیل

که G(x) =
∫
Ω
g(x, t)dµ(t) انتگرال تابع از را زیر�دیفرانسیل [٧] ١ کلارک ١٩٨٣

تابع g و باناخ فضای Έی از باز مجموعه�ی زیر Έی U مثبت، اندازه�ی فضای (Ω, µ)

زیردیفرانسیل ١٩٧۶ سال در آورد. بدست است، U ×Ω روی شده تعریف مقدار ͳحقیق

مقدار مجموعه آنالیز در ͳاساس نقش که شد ͳمعرف [٢٢] ٢ موردوخوویچ توسط حدی

ͳفرمول بود علاقه�مند او نیست. محدب همیشه کلارک زیردیفرانسیل برخلاف و دارد

با است. نشده اثبات تاکنون مسئله این که آورد بدست G(.) حدی زیر�دیفرانسیل برای

ضابطه�ی با g تابع و Ω = [a, b] و [a, b] روی Ίلب اندازه�ی µ این�که فرض

g(x, t) =


f(t) t ∈ [a, x]

٠ t ∈ (x, b]

داریم باشد،

G(x) =

∫
Ω

g(x, t)dµ(t) =

∫ x

a

f(t)dt.

Clarke١
Mordukhovich٢

ث



ج مقدمه

زیردیفرانسیل پایان�نامه این در ما G(x)است. از ͳحالتخاص F (x) =
∫ x

a
f(t)dt بنابراین

م�ͳدهیم. قرار مطالعه مورد را F حدی

مسائل در بهینه شرایط به رسیدن برای ͳتوجه قابل نقش حدی زیردیفرانسیل خصوصیات

بهینه ͳکاف و لازم شرایط �سازی مشخصه به زیادی توجه اخیراً دارد. هموار غیر بهینه�سازی

توسط هموار شرایط تحت مسئله این است. شده چندمقداری بهینه�سازی مسئله�ی برای

و ([١٩] ،[١٨] ،[١٧] ،[١۶]) میشرا۴ ،[١٠] موند٣ و سون هن جمله از ͳمحققان

،[٢٠]) میشرا۶ جمله از ͳمحققان است. گرفته قرار مطالعه مورد [٣٠] سلیمانͳ-دامنه۵

داده�اند. قرار ͳبررس مورد مشتق�ناپذیری شرط تحت را مسئله این ،[٣۴] یانگ٧ و ([٢١]

در ͳنیم�نامتناه برنامه�ریزی مسئله�ی وسیع کاربرد دلیل به محققین از زیادی تعداد ͳطرف از

،[٩]) پرداخته�اند موضوع این در تحقیق به ͳمهندس و اقتصاد ریاضیات، مختلف زمینه�های

ͳنیم�نامتناه برنامه�ریزی مسئله�ی برای بهینه ͳکاف و لازم شرایط .([٢٩] ،[١۴] ،[١١]

شده ͳبررس [١٣] نوبختیان٨ و کنزی توسط کلارک زیر�دیفرانسیل از استفاده با هموار غیر

است.

شرایط همچنین و م�ͳپردازیم نامعین انتگرال حدی زیر�دیفرانسیل ͳبررس به پژوهش این در

برنامه�ریزی مسئله�ی و هموار غیر چندمقداری بهینه�سازی مسئله�ی برای را بهینه ͳکاف و لازم

Hanson,Mond٣
Mishra۴

Soleimani-damaneh۵
Mishra۶

Yang٧
Kanzi,Nobakhtian٨



چ مقدمه

م�ͳدهیم. قرار بحث مورد حدی زیر�دیفرانسیل از استفاده با هموار غیر ͳنیم�نامتناه

م�ͳباشد. فصل چهار بر مشتمل پایان�نامه این

بیان به [٢٨] و [٢٧] ،[٢۴] ،[٢٣] ،[٨] ،[٧] ،[٢] ،[١] از استفاده با اول فصل در

م�ͳپردازیم. کلیدی قضایای ͳبعض و ͳمقدمات مفاهیم و تعاریف

تابع انتگرال و هادامارد اکید مشتق�پذیر مفهوم به [۶] و [۵] از استفاده با دوم فصل در

تعریف لیپشیتز تابع Έی از کلارک زیر�دیفرانسیل تابع انتگرال م�ͳپردازیم. مقدار مجموعه

انتگرال آن Έکم به و م�ͳدهیم قرار ͳبررس مورد را تفکی�Έپذیر باناخ فضای روی شده

از U باز زیر�مجموعه�ی روی شده تعریف لیپشیتز تابع Έی از حدی زیر�دیفرانسیل تابع

تابع انتگرال بودن مقداری تک شرایط بیان ضمن این بر علاوه م�ͳآوریم. بدست را Rn

م�ͳآوریم. بدست را نیوتن-لایبنیتز یافته�ی تعمیم فرمول کلارک، زیر�دیفرانسیل

در را F (x) =
∫ x

a
f(t)dt از ∂F (x̄) حدی زیر�دیفرانسیل [۵] از استفاده با سوم فصل در

مختلف حالت سه

است. [a, b] روی کران�دار ͳاساس طور به اندازه�پذیر تابع Έی f .١

است. x̄ خود احتمالا˦ جز به x̄ شامل فاصله Έی روی پیوسته تابع Έی f .٢

دارد. x̄ حول پله شمارش�پذیر تعداد که است پله�ای تابع Έی f .٣

م�ͳآوریم. بدست

Έی از نامعین انتگرال حدی زیر�دیفرانسیل م�ͳدهیم نشان مثال چند ارائه�ی با این بر علاوه



ح مقدمه

مجزایی اجتماع یا تنها بسته�ی فاصله�ی Έی م�ͳتواند کران�دار ͳاساس طور به اندازه�پذیر تابع

نیست. محدب همیشه حدی زیر�دیفرانسیل حالت این در واق΄ در باشد. بسته فاصله�ی دو از

م�ͳکنیم. ͳبررس را آن تحدب شرط همچنین

زیر�دیفرانسیل و محدب-پایا توابع مفهوم به [٣١] و [١۵] از استفاده با چهارم فصل در

برای را بهینه ͳکاف و لازم شرایط و پرداخته پروکسیمال زیر�دیفرانسیل از استفاده با حدی

هموار، غیر ͳنیم�نامتناه برنامه�ریزی مسئله�ی و هموار غیر چندمقداری بهینه�سازی مسئله�ی

م�ͳدهیم. قرار بحث مورد حدی زیر�دیفرانسیل از استفاده با



١ فصل

اولیه مفاهیم

[٢٨] و [٢٧] ،[٢۴] ،[٢٣] ،[٨] ،[٧] ،[٢] ،[١] مراج΄ از استفاده با فصل این در

قرار مطالعه مورد است، گرفته قرار استفاده مورد پایان�نامه این در که را اولیه مفاهیم

تابع و باشند باناخ فضاهای Y و X م�ͳکنیم فرض فصل این تمام در همچنین م�ͳدهیم.

م�ͳگیریم. نظر در g : X −→ Y

مقدمات ١.١

و x, y ∈ A هر برای اگر محدب١م�ͳنامند مجموعه�ی Έی را A ⊆ X تعریف١.١.١.

،λ ∈ [٠,١] هر

λx+ (١− λ)y ∈ A.

مجموعه�ی کوچ�Έترین �صورت این در باشد. A ⊆ X کنید فرض .٢.١.١ تعریف

Convex١

١



٢ اولیه مفاهیم .١ فصل

م�ͳدهند. نمایش coA با و گویند A محدب٢ غلاف را A شامل محدب

هر�گاه گویند ٣ مثبت همΎن را f : X −→ R تابع تعریف٣.١.١.

f(tx) = tf(x), ∀t > ٠.

k ͳنامنف اسالر هر�گاه گویند لیپشیتز۴ X روی را f : X −→ R تابع تعریف١.١.۴.

که باشد داشته وجود گونه�ای به

|f(x)− f(x
′
)| 6 k ∥ x− x

′ ∥, ∀x, x′ ∈ X.

باشد. لیپشیتز x ͳΎهمسای Έی روی هرگاه است لیپشیتز x Έنزدی f تابع

لیپشیتز موضعاً X روی را f تابع باشد لیپشیتز X نقطه�ی هر ͳنزدی در f صورت�ͳکه در

م�ͳنامند.

از است عبارت f : X −→ R تابع ۵ اپی�گراف از منظور تعریف١.١.۵.

epif = {(x, λ) ∈ X × R : f(x) 6 λ}.

تابع صورت این در باشد. X ͳته غیر مجموعه�ی زیر K کنید فرض .۶.١.١ تعریف

از است عبارت م�ͳشود، داده نمایش σ(K, .) با و تعریف X∗ روی که K ۶ محمل

σ(K,x∗) = sup{ ⟨x, x∗⟩ : x ∈ K }.

Convex hall٢
Positively homogeneous٣

Lipschitz۴
Epigraph۵

Support function۶



٣ اولیه مفاهیم .١ فصل

X در ٧ σ-جبر Έی را X مجموعه�ی مجموعه�های زیر از M گردایه�ی تعریف٧.١.١.

باشد: بهره�مند زیر خواص از M اگر گویند

X؛ ∈ M .١

است؛ X به نسبت A متمم Ac آن در که Ac ∈ M آن�گاه ،A ∈ M هرگاه .٢

.A ∈ M آن�گاه ،An ∈ M ،n = ١,٢,٣, · · · برای و A =
∞
∪

n=١
An هرگاه .٣

را M اعضای و اندازه�پذیر فضای Έی را X آن�گاه باشد، X در σ-جبر Έی M اگر

م�ͳنامند. X در اندازه�پذیر مجموعه�های

مانند σ-جبر Έی بر که µ مانند است ͳتابع مثبت �٨ اندازه�ی Έی .٨.١.١ تعریف

گردایه�ی {Ai} اگر که ͳمعن این به م�ͳباشد. شمارش�پذیر ͳجمع و م�ͳشود تعریف M

آن�گاه باشد، M اعضای از جدا هم واز شمارش�پذیر

µ(
∞∪
i=١

Ai ) =
∞∑
i=١

µ(Ai).

.µ(∅) = ٠ همچنین

مثبت اندازه�ی Έی که است اندازه�پذیر فضای Έی اندازه فضای هر .٩.١.١ تعریف

باشد. داشته خود اندازه�پذیر مجموعه�های σ-جبر بر شده تعریف

Algebra٧
Measure٨



۴ اولیه مفاهیم .١ فصل

باشد، µ(E) = ٠ و E ∈ M اندازه، فضای Έی (X,M, µ) هرگاه .١٠.١.١ تعریف

م�ͳنامند. صفر اندازه�ی از مجموعه Έی را E آن�گاه

صفر، اندازه�ی از مجموعه Έی روی مΎر باشد درست x ∈ X نقاط مورد در ͳخاصیت اگر

م�ͳشود. داده نمایش (a.e) با و است برقرار ٩ جا همه تقریباً فوق خاصیت آن�گاه

µ(B) = ٠ ،B ∈ M هرگاه است ١٠ کامل (X,M, µ) اندازه��ی فضای تعریف١١.١.١.

.A ∈ M دهد نتیجه A ⊆ B و

است ١١ ͳپایین نیم�پیوسته�ی f : X −→ R̄ = R ∪ {−∞,+∞} تابع تعریف١٢.١.١.

هر برای {x : f(x) < α} اگر باشد. باز α ∈ R هر برای {x : f(x) > α} هرگاه

است. ١٢ بالایی نیم�پیوسته�ی f باشد، باز α ∈ R

g
′
(x, v) با را v ∈ X جهت در و x نقطه�ی در g تابع ١٣ͳجهت مشتق تعریف١٣.١.١.

از است عبارت و م�ͳدهند نمایش

g
′
(x, v) = lim

t↓٠

g(x+ tv)− g(x)

t
.

باشد. داشته وجود راست حد این�که به مشروط

Almost everywhere٩
Complete١٠

Lower semicontinuous١١
Upper semicontinuous١٢
Directional derivative١٣



۵ اولیه مفاهیم .١ فصل

پیوسته�ی ͳخط تابع هر�گاه گویند فرشه١۴ مشتق�پذیر x در را g تابع .١۴.١.١ تعریف

که باشد داشته وجود گونه�ای به g′
(x) : X −→ Y

lim
∥v∥−→٠

∥ g(x+ v)− g(x)− ⟨g′
(x), v⟩ ∥

∥ v ∥
= ٠.

از عبارتست u
f−→ x از منظور بΎیرید. نظر در را f : X −→ R̄ تابع تعریف١.١.١۵.

u −→ x, f(u) −→ f(x).

. u ∈ Ω و u −→ x � ͳیعن u Ω−→ x عبارت Ω ⊂ X برای و

همه تقریباً Rn از U باز مجموعه�ی زیر روی شده تعریف لیپشیتز تابع هر .١۶.١.١ قضیه

است. پذیر مشتق جا

شود. رجوع [٢٧] به اثبات.

مقدار مجموعه توابع ٢.١

دامنه�ی از منظور بΎیرید. نظر در را G : X ⇒ Y مقدار مجموعه تابع تعریف١.٢.١.

از است عبارت G

DomG = {x ∈ X : G(x) ̸= ∅}.

Frechet differentiable١۴



۶ اولیه مفاهیم .١ فصل

بالایی نیم�پیوسته�ی x ∈ DomG در G : X ⇒ Y مقدار مجموعه تابع تعریف٢.٢.١.

باشد داشته وجود گونه�ای به η > ٠ ،G(x) از U ͳΎهمسای هر برای اگر فقط و اگر است

که

G(x
′
) ⊂ U, ∀x′ ∈ B(x, η).

ͳپایین نیم�پیوسته�ی x ∈ DomG در G : X ⇒ Y مقدار مجموعه تابع تعریف٣.٢.١.

xn −→ x که (xn) ∈ DomGدنباله�ی هر برای و y ∈ G(x) هر برای اگر فقط و اگر است

.yn −→ y که طوری به باشد داشته وجود (yn) ∈ G(xn) دنباله�ی

G : Ω ⇒ Rn و کامل ͳمتناه-σ اندازه�ی فضای (Ω,A , µ) کنید فرض تعریف٢.١.۴.

G باشد. Rn ͳته غیر بسته�ی زیر�مجموعه�های خانواده�ی به Ω از مقدار مجموعه تابع Έی

،Rn از W باز مجموعه�ی هر برای هرگاه گویند ١۵ اندازه�پذیر را

G−١(W ) = {x ∈ Ω : G(x) ∩W ̸= ∅ } ∈ A .

وجود K(.) ∈ L١(Ω,Rn, µ) ͳنامنف تابع هر�گاه گویند ١۶ انتگرال�پذیر کران�دار را G تابع

،Ω روی جا همه تقریباً که طوری به باشد داشته

G(x) ⊂ K(x)BRn ,

Measurable١۵
Integrably bounded١۶



٧ اولیه مفاهیم .١ فصل

م�ͳباشد: زیر صورت به BRn که

BRn = { y ∈ Rn : ∥y∥ 6 ١ }.

و X باناخ فضای بین مقدار مجموعه تابع G : X ⇒ X∗ کنید فرض .۵.٢.١ تعریف

توپولوژی تحت دنباله�ای ١٧ ͳپینلو-کوروتوفس بالایی حد باشد. X∗ ͳتوپولوژی دوگان

از است عبارت X∗ ستاره�ی ضعیف توپولوژی و X ͳنرم

lim sup
u−→x

G(u) =
{
x∗ ∈ X∗ : ∃uk −→ x, x∗

k
w∗
−→ x∗

s.t x∗
k ∈ G(uk) ∀k = ١,٢, ...

}
.

مشتق باشد. لیپشیتز x ∈ X ͳنزدی در f : X −→ R تابع کنید فرض تعریف٢.١.۶.

f٠(x, v) با را v ∈ X جهت در و x نقطه�ی در f تابع ١٨ کلارک یافته�ی تعمیم جهت�دار

از است عبارت و م�ͳدهند نمایش

f٠(x, v) = lim sup
x
′−→x
t↓٠

f(x
′
+ tv)− f(x

′
)

t
.

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به x نقطه�ی در f تابع ١٩ کلارک زیردیفرانسیل همچنین

∂cf(x) = {ξ ∈ X∗ : ⟨ξ, v⟩ 6 f٠(x, v) ∀v ∈ X}.

Painleve-Kuratowski١٧
Clarke generalized directional derivative١٨

Clarke subdifferential١٩



٨ اولیه مفاهیم .١ فصل

در را f باشد. لیپشیتز x ∈ X ͳنزدی fدر : X −→ R تابع کنید فرض تعریف٧.٢.١.

باشد داشته وجود f ′
(x, v) ͳجهت مشتق v ∈ X هر برای هر�گاه گویند ٢٠ کلارک منظم x

باشد: برقرار زیر شرط و

f
′
(x, v) = f٠(x, v), ∀v ∈ X.

محدب f اگر باشد. لیپشیتز x ∈ X Έنزدی f : X −→ R کنید فرض .٨.٢.١ گزاره

است. کلارک منظم x در f آن�گاه باشد،

شود. رجوع [٧] به اثبات.

ε > ٠ و (|f(x)| < ∞) ͳمتناه x در f : X −→ R̄ تابع کنید فرض تعریف٩.٢.١.

زیر صورت به و داده نشان ∂̂εf(x) با x در f تابع ٢١ فرشه�ی دیفرانسیل ε-زیر باشد.

م�ͳشود: تعریف

∂̂εf(x) = {x∗ ∈ X∗ : lim inf
u−→x

f(u)− f(x)− ⟨x∗, u− x⟩
∥ u− x ∥

> −ε}.

آن�گاه ،|f(x)| = ∞ اگر

∂̂εf(x) = ∅.

زیردیفرانسیل آن به و م�ͳشود داده نمایش ∂̂f(x) با ∂̂٠f(x) مجموعه�ی ،ε = ٠ ͳوقت

م�ͳگویند. x در f فرشه�ی
Clarke regular٢٠

Frechet subdifferential ٢١



٩ اولیه مفاهیم .١ فصل

٢٢ حدی زیر�دیفرانسیل آن�گاه ،dimX < ∞ و باشد ͳپایین نیم�پیوسته�ی x حول f تابع اگر

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به x در f تابع

∂f(x) = lim sup
u

f−→x

∂̂f(u).

�صورت این در باشد. لیپشیتز x̄ Έنزدی f : Rn −→ R̄ تابع کنید فرض .١٠.٢.١ قضیه

∂cf(x̄) = co ∂f(x̄).

کنید. رجوع [٢٣] به اثبات.

f صورت این در باشد. پیوسته مشتق دارای f : Rn −→ R کنید فرض .١١.٢.١ قضیه

و است کلارک منظم

∂cf(x) = {f ′
(x)}.

کنید. رجوع [٨] به اثبات.

Limiting subdifferential٢٢



٢ فصل

تعمیم فرمول و زیردیفرانسیل تابع انتگرال
نیوتن-لایبنیتز یافته�ی

از حدی زیردیفرانسیل تابع انتگرال و کلارک زیردیفرانسیل تابع انتگرال فصل این در

م�ͳدهیم. قرار ͳبررس مورد را تفکی�Έپذیر باناخ فضای روی شده تعریف لیپشیتز تابع Έی

لیپشیتز تابع Έی از کلارک زیردیفرانسیل تابع انتگرال بودن مقداری تک شرایط همچنین

دادن قرار با پایان در . م�ͳکنیم مطالعه را Rn از U باز زیرمجموعه�ی روی شده تعریف

،Ίلب انتگرال و فرشه مشتق جای به مقدار مجموعه تابع انتگرال و کلارک زیردیفرانسیل

م�ͳآوریم. بدست را نیوتن-لایبنیتز یافته�ی تعمیم فرمول

١٠



١١ نیوتن-لایبنیتز یافته�ی تعمیم فرمول و زیردیفرانسیل تابع انتگرال .٢ فصل

تابع آیومان انتگرال زیر�دیفرانسیلکلارکو تابع انتگرال ١.٢
حدی زیر�دیفرانسیل

ͳمتناه-σ اندازه�ی فضای (Ω,A , µ) و باناخ فضاهای X, Y م��ͳکنیم فرض بخش این در

م�ͳباشد.�� [۶] مرج΄ از استفاده با ١٢.١.٢ قضیه آخر تا بخش این مطالب باشند. کامل

خانواده�ی به Ω از مقدار مجموعه تابع G : Ω ⇒ Rn کنید فرض � .١.١.٢ تعریف

G با G انتگرال�پذیر١ انتخاب�های مجموعه�ی باشد. Rn ͳغیرته بسته�ی زیرمجموعه�های

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به و داده نمایش

G = {g ∈ L١(Ω,Rn, µ) : g(x) ∈ G(x) a.e x ∈ Ω}.

و است G از انتگرال�پذیر انتخاب�های انتگرال�های مجموعه Ω روی G انتگرال همچنین

م�ͳباشد: زیر صورت به

∫
Ω

Gdµ = {
∫
Ω

gdµ : g ∈ G}.

آن�گاه ،g = (g١, · · · , gn) اگر

∫
Ω

gdµ = (

∫
Ω

g١dµ, · · · ,
∫
Ω

gndµ).

هرگاه است هادامارد٢ اکید مشتق�پذیر x٠ ∈ X در f : X −→ Y تابع تعریف٢.١.٢.

Integrable selections١
Strictly hadamard differentiable٢



١٢ نیوتن-لایبنیتز یافته�ی تعمیم فرمول و زیردیفرانسیل تابع انتگرال .٢ فصل

که طوری به باشد داشته وجود Dsf(x٠) : X −→ Y پیوسته�ی ͳخط تابع

lim
x−→x٠

t↓٠

f(x+ tv)− f(x)

t
= Dsf(x٠)v.

در باشد هادامارد اکید مشتق�پذیر x در f : X −→ R تابع کنید فرض .٣.١.٢ گزاره

Έنزدی f اگر برعکس، .∂cf(x) = {Dsf(x)} و است لیپشیتز x Έنزدی f صورت این

هادامارد اکید مشتق�پذیر x در f تابع آن�گاه باشد، {ξ} مقداری تک ∂cf(x) و لیپشیتز x

.Dsf(x) = ξ و است

کنید. رجوع [٧] به اثبات.

نظر در را g : Y −→ R و F : X −→ Y توابع زنجیری). (قاعده�ی ۴.١.٢ قضیه

در باشد. لیپشیتز F (x) حول g و هادامارد اکید مشتق�پذیر x در F کنید فرض بΎیرید.

و است لیپشیتز x حول f = g ◦ F صورت این

∂cf(x) ⊂ ∂cg(F (x)) ◦DsF (x).

است. برقرار تساوی باشد منظم F (x) در −g یا g اگر

کنید. رجوع [٧] به اثبات.

با مقدار مجموعه ͳتابع G : Ω ⇒ Rn تابع ٧.١.٢ و ۶.١.٢ ،۵.١.٢ قضایای در

م�ͳباشد. Rn از اندازه�پذیر زیرمجموعه�ای Ω و است ͳغیرته و بسته تصویر


