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چͺیده

توسیع�هایمدولیجبرهای میانگین�پذیری

دوگان باناخ

وسیله�ی: به
رضایی حامد

همچنین .H ١(A,A∗) = {٠} هرگاه گوییم ضعیف میانگین�پذیر را A باشد. باناخ جبر ͷی A کنید فرض

دوگان دوطرفه باناخ -مدول A هر برای هرگاه گوییم کونز میانگین�پذیر را A باشد، دوگان باناخ جبر ͷی A اگر

.H ١
w∗(A, X) = {٠} ،X نرمال و

جبرهای مدولͬ توسیع�های کونز میانگین�پذیری مدولͬ، توسیع�های ضعیف میانگین�پذیری پایان�نامه این در ما

داد. خواهیم قرار مطالعه مورد را باناخ جبرهای از دسته این کونز ضعیف میانگین�پذیری همچنین و دوگان باناخ

دوگان. باناخ جبر - کونز میانگین�پذیری - مدولͬ توسیع - ضعیف میانگین�پذیری کلیدی: واژه�های

د
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پیشگفتار

ͷی به میانگین�پذیری ١٩۴٠ سال از پس دارد. مدرن اندازه نظریه آغاز در ریشه میانگین�پذیری مفهوم

را باناخ جبرهای میانگین�پذیری نظریه که بود کسͬ ١ جانسن شد. تبدیل ͷهارمونی آنالیز در مهم مفهوم

جبرهای برای [۴] در همͺارانش و ٢ دیلز توسط بار اولین ضعیف میانگین�پذیری مفهوم اما کرد. ابداع

کرد. پیدا گسترش ناجابجایی حالت برای جانسن توسط و شد معرفͬ جابجایی باناخ

از هرکدام به�همراه A × X باشد. دوطرفه باناخ -مدول A ͷی X و باناخ جبر ͷی A کنید فرض

نرم�های

∥(a, x)∥١ = ∥a∥+ ∥x∥

و

∥(a, x)∥∞ = max{∥a∥, ∥x∥}

که ضربی همراه به باناخ فضاهای این مͬ�شود. باناخ فضای ͷی به تبدیل ،x ∈ X و a ∈ A هر برای

به�صورت x, y ∈ X و a, b ∈ A هر برای

(a, x)(b, y) = (ab, a · y + x · b)

و مͬ�نامیم A باناخ جبر مدولͬ توسیع�های را آنها که مͬ�شوند باناخ جبرهای به تبدیل مͬ�شود، تعریف
٣ ͷگرونب و قهرمانͬ پروفسور به�همراه دیلز مͬ�دهیم. A⊕∞Xنشان ١X⊕Aو نمادهای با ترتیب به

مدولͬ توسیع� ضعیف میانگین�پذیری ولͬ داده�اند، قرار بررسͬ مورد [۵] در را ضعیف میانگین�پذیری

١Johnson
٢Dales
٣Grønbæk

١



باناخ جبر درواقع گرفت. قرار مطالعه مورد [١۶] در ۴ ژانگ توسط ٢٠٠٢ سال در بار اولین A⊕١X

-میانگین�پذیر n آن�را کلͬ درحالت و .H ١(A,A∗) = {٠} هرگاه گوییم ضعیف میانگین�پذیر را A

مدول n-امین ،A(n) ، n ≥ ١ اگر و A٠ = A که ، H ١(A,A(n)) = {٠} هرگاه گوییم ضعیف

است. A دوگان

در بار اولین که مͬ�باشد میانگین�پذیری انواع از دیͽری نوع دوگان باناخ جبر�های کونز میانگین�پذیری

هرگاه گوییم دوگان را A باناخ جبر درواقع بخش۴]. ،١۴] شد معرفͬ ۵ رونده توسط ٢٠٠١ سال

دوگان باناخ جبر .A = (A∗)
∗ طوریͺه به باشد داشته وجود A∗ از A∗ مانند بسته مدول زیر ͷی

اشتقاق هر ،X نرمال و دوگان دوطرفه باناخ A-مدول هر برای هرگاه گوییم کونز میانگین�پذیر را A

اگر و .H ١
w∗(A, X) = {٠} معادل به�طور یا و باشد درونͬ D : A −→ X پیوسته −w∗ − w∗

.[۶] گوییم، کونز ضعیف پذیر میانگین را A باشد، درونͬ A به A از پیوسته −w∗ اشتقاق هر

مͬ�پردازیم قضایایی تعاریفو بیان به مختصر به�طور اول فصل در ما است. فصل ۴ شامل نامه پایان این

نیازند. مورد بعد فصول در که

رده این روی اشتقاق�های مͬ�کنیم سپسسعͬ و مͬ�پردازیم مدولͬ توسیع�های معرفͬ به ابتدا دوم درفصل

D : A −→ A∗ و باناخ جبر ͷی A اگر که مͬ�دهیم نشان مثال به�عنوان بشناسیم. را باناخ جبرهای از

آنگاه باشد، پیوسته اشتقاق ͷی

D : A⊕١ X −→ (A⊕١ X)∗ ; D
(
(a, x)

)
=

(
D(a),٠

)
است. پیوسته اشتقاق ͷی نیز

نشان درواقع مͬ�دهیم. قرار مطالعه مورد را مدولͬ توسیع�های ضعیف میانگین�پذیری سوم فصل در

میانگین�پذیر A⊕١X آنگاه باشد، دوطرفه باناخ XیAͷ-مدول و باناخ جبر ͷی A اگر که مͬ�دهیم

باشند. برقرار زیر شرایط اگروتنهااگر است ضعیف

است. ضعیف میانگین�پذیر A .١

.H ١(A, X∗) = {٠} .٢

دارد وجود x∗ ∈ X∗ ،Γ : X −→ A∗ پیوسته دوطرفه A-مدولͬ همریختͬ هر برای .٣

.Γ(x) = x ∗ x∗ − x∗ ∗ x و a · x∗ = x∗ · a ،x ∈ X و a ∈ A هر برای به�طوریͺه

شرط در x, y ∈ X هر برای که T : X → X∗ پیوسته دوطرفه A-مدولͬ � همریختͬ هر .۴

x ∗ T (y) + T (x) ∗ y = ٠

۴zhang
۵V. Runde

٢



است. صفر مͬ�کند، صدق

ژانگ که مͬ�پردازیم A ⊕١ X مدولͬ توسیع از خاصͬ حالات ضعیف میانگین�پذیری بیان به سپس

نشان بخش این در است. داده قرار بررسͬ مورد ،[١۶] کرده منتشر ٢٠٠٢ سال در که �ای مقاله در

نیست. ضعیف میانگین�پذیر همیشه A⊕١ X باناخ جبر که داد خواهیم

میانگین�پذیری و کونز میانگین�پذیری بررسͬ به دوگان، باناخ جبرهای معرفͬ از پس آخر فصل در و

داد خواهیم نشان نیز اینجا در پرداخت. خواهیم دوگان باناخ جبرهای مدولͬ توسیع�های کونز ضعیف

A ⊕∞ X آنگاه باشد، نرمال و دوگان دوطرفه باناخ A-مدول ͷی X و دوگان باناخ جبر A اگر که

باشند. برقرار زیر شرایط اگروتنهااگر است کونز ضعیف میانگین�پذیر

عملͽر ͷی T : X −→ X و پیوسته −w∗ − w∗ اشتقاق� ͷی D : A −→ A کنید فرض .١

،x ∈ X و a ∈ A هر برای به�طوریͺه باشند پیوسته −w∗ − w∗

T (a · x) = D(a) · x+ a · T (x) , T (x · a) = x ·D(a) + T (x) · a .

است. Dدرونͬ صورت این در

H ١
w∗(A, X) = {٠} .٢

که باشد پیوسته −w∗ − w∗ دوطرفه A-مدولͬ � همریختͬ ͷی Γ : X −→ A کنید فرض .٣

.Γ = صورت٠ این در .x · Γ(y) + Γ(x) · y = ٠ ،x, y ∈ X هر برای

باشد. پیوسته −w∗ − w∗ دوطرفه A-مدولͬ � همریختͬ ͷی T : X −→ X کنید فرض .۴

و ab = ba ،x ∈ X و a ∈ A هر برای به�طوریͺه دارد وجود b ∈ A صورت این در

.T (x) = x · b− b · x

٢٠١٠ سال در که است رجالͬ دکتر و حبیبیان دکتر اسحقͬ، دکتر مقاله از برگرفته فصل این مطالب

.[۶] است گردیده منتشر

٣



١ فصل

مقدمات

درصورت مͬ�کنیم. معرفͬ و بیان مختصر به�طور را نیاز مورد اصطلاحات و تعاریف ما فصل این در

کنید. مراجعه [١۴] و [١٣] ،[١٠] ،[٨] به مͬ�توانید بیشتر جزئیات به نیاز

باناخ فضای ١-١

است تابعͬ X روی نرم ͷی صورت این در باشد. C میدان روی برداری فضای ͷی X کنید فرض

که خاصیت این با ∥ · ∥ : X −→ R مانند

.x ∈ X هر برای ∥x∥ ≥ ٠ .١

.∥x∥ = ٠ اگر فقط و اگر x = ٠ .٢

.x ∈ X و α ∈ C هر ازای به ∥αx∥ =| α | ∥x∥ .٣

.x, y ∈ X هر ازای به ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ .۴

همͽرا فضا این در کوشͬ دنباله هر هرگاه گوییم باناخ فضای ͷی را (X, ∥ · ∥) نرم�دار فضای

باشد.

هرگاه گوییم کراندار را T : X −→ Y خطͬ نگاشت باشند. نرم�دار فضای دو X,Y کنید فرض

مͬ�دهیم قرار .∥Tx∥ ≤ K∥x∥ ،x ∈ X هر برای که باشد داشته Kوجود ≥ ٠

B(X,Y ) = {T : X −→ Y است; کراندار و خطͬ T},

۴



مͬ�کنیم. تعریف زیر به�صورت T ∈ B(X, Y ) برای را عملͽری نرم و

∥T∥ = sup{∥Tx∥; x ∈ X, ∥x∥ ≤ ١}, (١.١)

B(X,Y ) که است ذکر قابل .∥Tx∥ = ∥x∥ ،x ∈ X هر برای هرگاه است خطͬ طولپایی T

با را B(X,X) باشند، ͬͺی Y و X هرگاه باشد. باناخ فضائͬ Y اگر وفقط اگر است باناخ فضائͬ

با و نامیده X اول دوگان را B(X,C) باناخ فضای ،X نرم�دار فضای برای مͬ�دهیم. نمایش B(X)

مͬ�دهیم. نمایش X∗

که T الحاقͬ عملͽر صورت این در .T ∈ B(X, Y ) و باشند باناخ فضاهایی Y و X کنید فرض

مͬ�شود. تعریف زیر به�صورت مͬ�دهیم نمایش T ∗ با آن�را

T ∗(f)(x) = f(T (x)) , (f ∈ Y ∗, x ∈ X).

.∥T ∗∥ = ∥T∥ و T ∗ ∈ B(Y ∗, X∗) آنگاه T ∈ B(X, Y ) اگر مͬ�شود دیده آسانͬ به

X نرم�دار خطͬ فضای از Mزیرفضایی کنید فرض صفحه١۵٧] ،٨] (هان-باناخ١) .١.١.١ قضیه

باشد.

توسیع گونه�ای به F ∈ X∗ به مͬ�توان را f آنگاه Mباشد، بر کراندار خطͬ تابعک ͷی f اگر (١

.∥F∥ = ∥f∥ که داد

به�طوریͺه دارد وجود f ∈ X∗ آنگاه ،x٠ /∈ M به�طوریͺه باشد داشته Xوجود از x٠ عنصر اگر (٢

.f |M = ٠ و f(x٠) ̸= ٠

جدیدی باناخ فضاهای مͬ�توان دو این ͷکم به باشند. باناخ فضای دو A٢ و A١ کنید فرض

نرم�های از هرکدام همراه به A١ × A٢ فضای درواقع ساخت.

∥(a١, a١∥(٢ = ∥a١∥+ ∥a٢∥

و

∥(a١, a٢)∥∞ = max{∥a١∥, ∥a٢∥}

نمایش A١ ×∞ A٢ و A١ ×١ A٢ نمادهای با ترتیب به را آن�ها که مͬ�شود باناخ فضای ͷی به تبدیل

هر برای دارند؟ باهم رابطه�ای چه جدید باناخ فضای دو این که بیاید پیش سوال این شاید مͬ�دهیم.

١Hahn-Banach
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بͽیرید. درنظر را زیر نگاشت A٢ و A١ دلخواه باناخ فضای
T : A∗

١ ×∞ A∗
٢ −→ (A١ ×١ A٢)

∗

(a∗١, a
∗
٢) 7−→ T (a∗١, a

∗
٢) : A١ ×١ A٢ −→ C

T (a∗١, a
∗
٢)(a١, a٢) := a∗١(a١) + a∗٢(a٢)

عضو ͷی S∗ کنید فرض است. خطͬ وضوح به T طولپاست. یͺریختͬ نگاشت، این مͬ�کنیم ادعا

مͬ�کنیم تعریف باشد. (A١ ×١ A٢)
∗ از دلخواه a∗١ : A١ −→ C

a∗١(a١) := S∗(a١,٠)
,

 a∗٢ : A٢ −→ C

a∗٢(a٢) := S∗(٠, a٢)

داریم درنتیجه

∥a∗١∥ = sup
∥a١≥∥١

| a∗١(a١) |= sup
∥a١≥∥١

| S∗(a١,٠) |≤ sup
∥a١≥∥١

∥S∗∥∥a١∥ ≤ ∥S∗∥

داریم (a١, a٢) ∈ A١ ×١ A٢ هر برای حال .∥a∗٢∥ ≤ ∥S∗∥ترتیب به�همین و

T (a∗١, a
∗
٢)(a١, a٢) = a∗١(a١) + a∗٢(a٢) = S∗(a١,٠) + S∗(٠, a٢) = S∗(a١, a٢) .

و پوشاست T نگاشت که مͬ�دهد نشان این

∥(a∗١, a∗٢)∥∞ = max{∥a∗١∥, ∥a∗٢∥} ≤ ∥S∗∥ = ∥T (a∗١, a∗٢)∥ .

دیͽر ازطرف اما و

| T (a∗١, a∗٢)(a١, a٢) | ≤ | a∗١(a١) | + | a∗٢(a٢) |

≤ ∥a∗١∥ ∥a١∥+ ∥a∗٢∥ ∥a٢∥

≤ ∥(a∗١, a∗٢)∥∞ ∥a١∥+ ∥(a∗١, a∗٢)∥∞ ∥a٢∥

= ∥(a∗١, a∗٢)∥∞ ∥(a١, a١∥(٢ .

داریم ∥(a١, a١∥(٢ ≤ ١ روی سوپریمم گرفتن با

∥T (a∗١, a∗٢)∥ ≤ ∥(a∗١, a∗٢)∥∞ .

درنتیجه و طولپاست خطͬ نگاشت ͷی T بنابراین

A∗
١ ×∞ A∗

٢ = (A١ ×١ A٢)
∗ .

۶



.A∗
١ ×١ A

∗
٢ = (A١ ×∞ A٢)

∗ که داد نشاد مͬ�توان مشابه به�طور

هر برای را x̂ : X∗ −→ C نگاشت .x ∈ X و باشد نرم�دار برداری فضای ͷی X کنید فرض

خطͬ و ∗∗Xطولپا Xبه از x 7−→ x̂نگاشت مͬ�کنیم. تعریف x̂(f) = f(x)به�صورت ،f ∈ X∗

مͬ�نامیم. ٢ انعکاسͬ را X باشد، نیز پوشا نگاشت این اگر است.

اگروتنها است انعکاسͬ X باشد. باناخ فضای ͷی X کنید فرض صفحه١۶٠] ،٨] .٢.١.١ گزاره

باشد. ∗Xانعکاسͬ اگر

ضرب و جمع نگاشت�های آن تحت که باشد X برداری فضای روی توپولوژی ͷی τ کنید فرض

هر مثال به�عنوان مͬ�شود. نامیده ͷتوپولوژی برداری فضای ͷی X صورت این در پیوسته�اند. اسͺالر

است. ͷتوپولوژی برداری فضای ͷی نرم�دار فضای

σ(X,X∗)-توپولوژی، یا w-توپولوژی یا ضعیف توپولوژی باشد. نرم�دار فضای ͷی X کنید فرض

،ξ ∈ X اگر است. پیوسته X روی f ∈ X∗ هر آن در که است X روی توپولوژی ترین ضعیف

مجموعه

U(ξ; f١, · · · , fn; ϵ) = {η ∈ X : | fi(η)− fi(ξ) |< ϵ ; i = ١, · · · , n}

ͬͽهمسای از از پایه ͷی است، X∗ از متناهͬ مجموعه زیر ͷی {f١, · · · , fn} و ϵ ∈ R+ آن در که

مͬ�دهد. تشͺیل X روی w-توپولوژی در ξ باز های

∗Xاست روی توپولوژی ترین ضعیف ,∗σ(X-توپولوژی، X) یا ∗w-توپولوژی یا توپولوژیضعیف∗

مجموعه ،f ∈ X∗ اگر است. ∗Xپیوسته روی ξ ∈ X هر آن در که

V (f ; ξ١, · · · , ξn; ϵ) = {L ∈ X∗ : | L(ξi)− f(ξi) |< ϵ ; i = ١, · · · , n}

همسایͽͬ�های از پایه ͷی است، X از متناهͬ مجموعه زیر ͷی {ξ١, · · · , ξn} و ϵ ∈ R+ آن در که

نماد ،w∗ و ضعیف توپولوژی نماد ،w بعد به این از مͬ�دهد. ∗Xتشͺیل روی ∗w-توپولوژی در f باز

است. ضعیف∗ توپولوژی

اگر همͽراست w-توپولوژی در x به (xα)صورت این در باشد. X در تور ͷی (xα) کنید فرض

∀f ∈ X∗ ; f(xα) f(x)

(fα) اگر و مͬ�دهیم نمایش w − limxα = x به�صورت یا و xα
w x به�صورت را همͽرایی این

اگر همͽراست w∗-توپولوژی در f به (fα) باشد، X∗ در تور ͷی

∀x ∈ X ; fα(x) f(x) .

٢Reflexive
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Aیͷمجموعه اگر مͬ�دهیم. −∗wنمایش lim fα = f یا و fα
w∗
 f صورت به نیز �را همͽرایی این

مͬ�شود. داده نشان Aw∗

با ∗w-توپولوژی در و Aw با w-توپولوژی در آن بستار باشد،

واحد گوی آنگاه باشد، نرم�دار فضای ͷی X اگر [١۶٩ صفحه ،٨] آلاقلو٣) (باناخ- .٣.١.١ قضیه

است. فشرده - w∗ ،B∗
١ = {f ∈ X∗; ∥f∥ ≤ ١} ⊆ X∗ بسته

.X̂
w∗

= X∗∗ آنگاه باشد، باناخ فضای ͷی X اگر [٨١٨ صفحه ،٣] (گلدشتاین۴) .۴.١.١ قضیه

،α هر ازای به به�طوریͺه است موجود X در (xα)α∈I تور ،F ∈ X∗∗ هر برای تر، دقیق به�طور

.x̂α
w∗
 F و ∥xα∥ ≤ ∥F∥

باناخ جبرهای ١-٢

برای که A توی به A×A از (a, b) 7−→ ab ضربی نگاشت با همراه C میدان روی A برداری فضای

دارد. نام جبر ͷی کند، صدق زیر شرایط در α ∈ C هر و a, b, c ∈ A هر

a(bc) = (ab)c (١)

(a+ b)c = ac+ bc, a(b+ c) = ab+ ac (٢)

.(αa)b = α(ab) = a(αb) (٣)

جبر ͷی را A آنگاه ،a, b ∈ A هر برای ab = ba یعنͬ باشد، جابجایی بالا در شده تعریف ضرب اگر

داشته a ∈ A هر برای و e ̸= ٠ هرگاه گوییم، همانͬ عنصر را A جبر در e عنصر مͬ�نامیم. جابجایی

باشیم

ea = ae = a.

باشد. همانͬ عنصر دارای هرگاه گوییم، یͺدار را A جبر یͺتاست. وجود صورت در همانͬ عنصر

ͷی A روی ∥ · ∥ نرم صورت این در باشد. نرم�دار فضای ͷی (A, ∥ · ∥) و جبر ͷی A کنید فرض

که باشد موجود CA ∈ R+ اگر دارد نام جبری نرم

∥ab∥ ≤ CA∥a∥∥b∥ , (a, b ∈ A).

٣Banach Alaoglu
۴Golstine
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CA کتابها، اکثر در که است تذکر به لازم مͬ�شود. نامیده نرمدار یͷجبر (A, ∥ · صورت(∥ این در

تعریف جدیدی نرم مͬ�توان بالا تعاریف در رفته به�کار نرم ͷکم به درواقع مͬ�شود. فرض ١ با برابر

مͬ�شود. معادل کتابها این در شده گفته نرم با که کرد

باناخ یͷجبر را (A, ∥ · ∥) نرم�دار جبر .∥e∥ = ١ و بوده یͺدار A هرگاه نامیم یͺدار را (A, ∥ · ∥)

باشد. باناخ فضای ͷی ∥ · ∥ نرم تحت هرگاه گوییم

a ∈ A هر برای هرگاه Aگوییم (راست) چپ ایده�آل ͷی را I زیرفضای باشد. جبر ͷیA فرضکنید

هم و چپ ایده�آل هم هرگاه گوییم، دوطرفه ایده�آل ͷی را I .( xa ∈ I ) ax ∈ I ،x ∈ I هر و

باشد. راست ایده�آل

ͷی T هرگاه گوییم، همریختͬ ͷی را T : A −→ B نگاشت باشند، باناخ جبر دو B و A اگر

یعنͬ نماید. حفظ نیز را ضرب که باشد خطͬ نگاشت

T (ab) = T (a)T (b), (a, b ∈ A).

خطͬ تابعک�های آن�ها به که آید مͬ دست Aبه روی همریختͬ�ها از مهم دسته�ای ،B = C که هنگامͬ

مͬ�گوییم. ضربی

A برای (راست) چپ تقریبی همانͬ ͷی را (eα) ⊆ A تور باشد. نرم�دار جبر ͷی A کنید فرض

هم و چپ تقریبی همانͬ ͷی هم (eα) اگر .(aeα
∥·∥ a) eαa

∥·∥ a ، a ∈ A هر برای هرگاه گوییم

هرگاه گوییم کراندار را (eα) تقریبی همانͬ نامند. تقریبی همانͬ آن�را باشد راست تقریبی همانͬ ͷی

تقریبی همانͬ ͷی را (eα) تقریبی همانͬ حالت این در باشد. کراندار A از مجموعه�ای زیر به�عنوان

نامند. کراندار

تقریبی همانͬ ͷی و کراندار راست تقریبی همانͬ ͷی دارای A اگر [ ۵٩ صفحه ،٢] .١.٢.١ قضیه

است. کراندار تقریبی همانͬ ͷی دارای A آنگاه باشد، کراندار چپ

.eγx
w x ،x هر برای که است (eγ) ⊆ A مانند توری A برای ضعیفچپ تقریبی همانͬ ͷی

کرد. تعریف دوطرفه ضعیف تقریبی همانͬ و راست ضعیف تقریبی همانͬ مͬ�توان مشابه به�طور

کراندار ضعیف چپ تقریبی همانͬ ͷی دارای A جبرباناخ هرگاه [ ۵٩ صفحه ،٢] .٢.٢.١ قضیه

راست تقریبی همانͬ مورد در مشابه مطلبی است. کراندار چپ تقریبی همانͬ ͷی Aدارای آنگاه باشد

است. برقرار ضعیف دو�طرفه و ضعیف

٩



برای که باشد موجود A روی a −→ a∗ نگاشت هرگاه گوییم باناخ جبر −∗ͷی را A جبرباناخ

شرایط در ،λ ∈ C هر و a, b ∈ A هر

(١) (a+ b)∗ = a∗ + b∗ (٢) (ab)∗ = b∗a∗

(٣) (λa)∗ = λa∗ (۴) (a∗)∗ = a

ͷی را کند صدق ∥aa∗∥ = ∥a∥٢ شرط در a ∈ A هر برای که را A -جبرباناخ ∗ کند. صدق

نگاشت همراه به B(H) آنگاه باشد هیلبرت فضای ͷی H اگر مثال به�عنوان گوییم. -جبر C∗

مͬ�شود. یͺدار -جبر C∗ ͷی به تبدیل T −→ T ∗

ایده�آل هر بعلاوه است. کراندار �تقریبی همانͬ دارای -جبر C∗ هر [ ٧٨ صفحه ،١٠] .٣.٢.١ قضیه

است. کراندار تقریبی همانͬ ͷی دارای نیز -جبر C∗ ͷی از بسته

تانسوری ضرب ١-٣

نگاشت ͷی ϕ : X × Y −→ Z نگاشت باشند. نرم�دار و خطͬ فضاهای X,Y, Z کنید فرض

هرگاه، مͬ�شود نامیده دوخطͬ

باشد. خطͬ ϕy(x) = ϕ(x, y) ضابطه با ϕy : X −→ Z نگاشت ،y ∈ Y هر برای (١)

باشد. خطͬ ϕx(y) = ϕ(x, y) ضابطه با ϕx : Y −→ Z نگاشت ،x ∈ X هر برای (٢)

باشد موجود M > ٠ ثابت هرگاه مͬ�شود، نامیده کراندار ϕ : X × Y −→ Z خطͬ دو نگاشت

که به�طوری

∥ϕ(x, y)∥ ≤ M∥x∥∥y∥ (x ∈ X, y ∈ Y ).

مͬ�شود تعریف زیر شͺل به ϕ عملͽری نرم آنگاه باشد کراندار خطͬ دو نگاشت ϕ هرگاه

∥ϕ∥ = sup{∥ϕ(x, y)∥ , ∥x∥ ≤ ١, ∥y∥ ≤ ١}.

مͬ�دهیم نمایش B(X,Y ;Z) با را Z بتوی X × Y از کراندار دوخطͬ نگاشت�های همه مجموعه

را x ⊗ y ∈ B(X∗, Y ∗;C) عنصر ،x ∈ X, y ∈ Y برای است. دار نرم برداری فضای ͷی که

مͬ�کنیم. تعریف زیر به�صورت

x⊗ y(x∗, y∗) = x∗(x)y∗(y) (x∗ ∈ X∗, y∗ ∈ Y ∗).

١٠



توسط شده تولید فضای زیر مͬ�دهیم، نمایش X ⊗ Y با که را Y Xو جبری تانسوری ضرب

{x⊗ y : x ∈ X, y ∈ Y }

متناهͬ ترکیباتخطͬ X⊗Yبه�صورت عضو هر دیͽر عبارت به ,∗B(Xتعریفمͬ�شود. Y ∗;C) در

.x ∈ X, y ∈ Y که است x⊗ y فرم به عناصر از

باشد دوخطͬ نگاشت ͷی τ : X × Y −→ X ⊗ Y کنید فرض [٢٣٢ صفحه ،٢] .١.٣.١ قضیه

برای صورت این در مͬ�شود تعریف τ(x, y) = x ⊗ y به�صورت ،x ∈ X, y ∈ Y هر برای که

مانند یͺتا خطͬ نگاشت ͷی ،ϕ : X × Y −→ Z دوخطͬ نگاشت هر و Z برداری فضای هر

.ϕ = σ ◦ τ که است موجود σ : X ⊗ Y −→ Z

نگاشت باشند. نرم�دار فضاهایی X, Y کنید فرض

∥u∥π = inf

{
n∑

i=١

∥xi∥∥yi∥ ; u =
n∑

i=١

xi ⊗ yi

}
(u ∈ X ⊗ Y )

بعلاوه و مͬ�گوییم تصویری تانسوری نرم آن به که است نرم ͷی

∥x⊗ y∥π = ∥x∥∥y∥ (x ∈ X, y ∈ Y ).

X تصویری تانسوری ضرب که مͬ�دهیم نمایش X⊗̂Y یا X ⊗π Y با را (X ⊗ Y, ∥ · ∥π) تتمیم

مͬ�شود. نامیده Y و

،B(X∗, Y ∗;C) از خطͬ فضای زیر عنوان به مͬ�توان را X⊗̂Y فضای ،[۶.۴٢.١٢ گزاره ،٢] طبق

شͺل به عناصر همه شامل

u =
∞∑
n=١

xn ⊗ yn

بعلاوه .Σ∞
n=١∥xn∥∥yn∥ < ∞ آن در که گرفت درنظر

∥u∥π = inf

{
∞∑
n=١

∥xn∥∥yn∥ : u =
∞∑
n=١

xn ⊗ yn

}
.

باناخ مدول�های ۴-١

نگاشت هرگاه چپگوییم باناخ یAͷ-مدول را X باناخ فضای باشد. باناخ جبر ͷی A کنید فرض

دو�خطͬ

A×X −→ X ; (a, ξ) 7−→ a · ξ (٢.١)

١١



باشد. برقرار زیر خواص به�طوریͺه باشد داشته وجود

.(ab) · ξ = a · (b · ξ) باشیم داشته ξ ∈ X هر و a, b ∈ A هر برای (i

یعنͬ باشد. (پیوسته) کراندار (٢.١) نگاشت (ii

∃CA,X ∈ R+ , ∀a ∈ A , ∀ξ ∈ X ; ∥a · ξ∥ ≤ CA,X ∥a∥A ∥ξ∥X

باناخ A-مدول ͷی را X باناخ فضای مͬ�شود. تعریف مشابه طریق به نیز راست باناخ A-مدول

و باشد راست و چپ باناخ XیAͷ-مدول هرگاه گوییم دوطرفه

(a · ξ) · b = a · (ξ · b) ; (a, b ∈ A, ξ ∈ X)

دراین�صورت که کرد تولید قبل نرم با معادل جدیدی نرم فوق، نرم از استفاده با مͬ�توان نیز اینجا در

١ با برابر CA,X آن در که مͬ�آید بدست ما تعریف با معادل باناخ، A-مدول ͷی از دیͽری تعریف

مدولͬ عمل با X∗ صورت این در باشد. چپ باناخ XیAͷ-مدول کنید فرض است.

(f · a)(x) = f(a · x) , (a ∈ A, x ∈ X, f ∈ X∗)

مدولͬ عمل ∗Xبا آنگاه باشد راست باناخ XیAͷ-مدول اگر و مͬ�شود. راست باناخ یAͷ-مدول

(a · f)(x) = f(x · a) , (a ∈ A, x ∈ X, f ∈ X∗)

ͷی نیز X∗ باشد دوطرفه باناخ A-مدول ͷی X اگر بنابراین مͬ�شود. چپ باناخ A-مدول ͷی

مͬ�باشد. دوطرفه باناخ A-مدول

دوطرفه باناخ A,B-مدول ͷی را X باناخ فضای باشند. باناخ جبرهایی B و A کنید فرض اکنون

و باشد راست باناخ یBͷ-مدول و چپ باناخ XیAͷ-مدول هرگاه گوییم

(a · ξ) · b = a · (ξ · b) ; (a ∈ A, b ∈ B, ξ ∈ X)

یͷهمریختͬ را T : X −→ Y نگاشتخطͬ باشند. دوطرفه باناخ A−�مدول X,Yدو فرضکنید

باشیم داشته a ∈ A و x ∈ X هر برای هرگاه گوییم دوطرفه مدولͬ −A

T (a · x) = a · T (x) , T (x · a) = T (x) · a .

١٢


