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�#r ���� M� �G �� g���� �?P �&$� D
�# �#
 $���% �� �
�

�$B��

�v ∈ V �7 5
�� �$B�� �
� �?P �@
�# G(V,E) $ �	 p�@ 0;?9 @��	%
�� ��j% deg−(v) �� 
� �� & $�
� �� v �� �	 �

 G 5�7 :�� �
$F, v 5�&�& �P�� q��


�� 7�
��j% deg+(v) �� 
� �� & $%�B �� e��� v �
 �	 �

 G 5�7 :�� �
$F, v �P&�� �P�� q�

�� 7� ��

M� �#
 $���% �� �
� �j�� ���� 
� G �
� �?P ���� q �
� �j�� ����r 09L?9 @��	%
'
� �+7 5
�� & $B�� �*B
� ��P& r = deg−(r) = \ �P�� �� G �� �j�� -�% �� �r 5�*!� '
�

�$B�� U ��
�� �v �%&�� �P�� �deg−(v) �V �6�� 5�7

�� �$B�� r ∈ V �j�� 9�# �� �
� �?P ���� G(V,E) $ �	 p�@ qG�
r 099?9 @��	%
�*B
� ��P& :�� n �
$F, �� ���; �� r �� v �
 5� A� �#
 ��
� �
�Q n G�
 �� v ∈ V � ��#

�$B��

G�
 9��+B 5
�
� uU & $�B�� �
� �j�� ���� �
 ���7 '
� uT & uU �#
 09E?9 @��	%
�$B�� ��P�� uT �� uU �
 5� A� �#
 �

 quU 9�
� uT ��r uT 5� % uU 9�6%� �$B�� 5�*!N�	

(V�JI 1
5 .,� 9SES9

r ∈ V �� 5$�L+7 & �?P �&$� ���� G(V,E) $ �	 p�@ 0
4�Q W��JX� 1(V�JI .,�

�� �$B�� V 5�7 '
� �+7 ���B � A� 3�
 �#
 �����
 �� G �� 5� A� r �
 o&�B �� �$B��

X



'
� &� y & x $ �	 p�@ ��% �#
 ��

 -�+, ��	 & �

 G 5
�� T � #
�@ ���� �� A� 9�#

9�# �
 �LQ 9�# $ �	 p�@ �$B�� '
� 3���� y & � 
� �� �?%� �� �	 $�B�� � A� �
 5���

x '
� �� a��H 3�
 �� �$B�� p 9�# ��

 �, M��)% �j�� 9�# �� 9�# 3�
 �� �LA% �	 x

���B & ��B o&�B x �� �	 ����
 �� G �� ��&� � A� & � �	 �� �� j% C�� �� ����# ����

5p �$4 �� �$B�� �*B
$% ��P& 5� A� 3 �N �#
 �$B�L% �

 9$B a�Qu� uLQ �	 �

� s 7

'
� ��r 5� A� & ��B CFj�� p �
 �

 3!+� �Y	 �	 � � � �� & � �	 �� �� j% C�� x

�� p '
� �
 -�
�� 5�7 :�� -�+, �#
 ����A� yU $�$P v�� �� q��
 9$ 
� �?%� �� uLQ �	 ���7

�� �� j% C�� �,.�� G�
 M� �� �$%�B �?*�� �

 9$B ������ �?%� �� uLQ �	 ���7 '
�

���� �*��?% �M �!, 3�
 ��

 $�L+7 & �7��*� D
�# ��N �� 7� �� ��
�
 
� $��
�@ & � �	

3�
 �� ���B �� �*@�# �>% �� T �j�� �
��� �� r �� �� �	 �$�	 �� 3  F, G 5
�� 
� T � #
�@

3�
 �� �P�, �� & $�	 �� C,�� C ,�, I 4 �
�?@ �� 
� G 5�7 '
� �T �
 9��O*

 �� a��H

�� �	 �� =�
��4 
� �
�	 & ���B =&� 5�Y*AP ���� 5 �7 9�# ��
�?@

�Y��
 �� �$B�� $�L+7 & �?P �&$� ���� G(V,E) $ �	 p�@ 0

3� W��JX� 1(V�JI .,�

�� �H& �j�� �� �%)���� a��H �� 
� �&�Y� 5�7 '
� �+7 & 3  F, �j�� �
��� �� 
� '
�

q��
 9$ 
�% �� �� uLQr �	 ���7 '
� �� �� �%)���� a��H �� �j�� $%��@ �7 �
 K(
 �� �	


� �

� )#�7 � 7� �� ��
�
 
� $��
�@ 3�
 �	 �*Q& �� �	 �� �H& �$%
 �
$%��@ �
 �!� �&�Y�

�+,�� $��
�@ -�Y%
�
 ��

 �7��*� G ��N & ��B �+% � !j, 5�&� 
`� �� �	 �+% �L8 ���&�

�$��� ��

�7- 1D�� ��
��* :S9

�� ?� ���A� M� ��� 5)�� ���%�� �9$B 9�
� �
$�� �� �" 5�7 � E*� �
 ���+Y� M� 5
��

��� 5�7 5&�A, �� & �7 5&�A��% �wF� �� �P�, �� 
� ��� D$7 2��, M� �	 �

 5��


Z



���F, �� �	 ���@ �� 
� ��� 5)�� ���%�� �7 � %
�, �� �!B �  E, �� �$�	 �� �� j � �� �� +	

�� ���F, ��� a��H �� 
� (LP ) ��� 5)�� ���%�� ���A� �� �	 ��$L, ��

 9$B ��
�
 ���

�� �	

Min cTx, qUVUr

s.to. Ax ≤ b,

x ∈ Rn
+

�b ∈ Rm & A ∈ Rm×n� c ∈ Rn � m,n ∈ N <���
� �� �� �	

��� C 	�, M� λUxU +λTxT + . . .+λnxn �	 $ �	 p�@ q�$1� C 	�,r 09:?9 @��	%
9�#�7 �� ��# �$1� C 	�, M� �
� ��� C 	�, 3�
 a��H 3�
 �� �$B�� Rn 5�
��� 5�w@ �


�� ��

n∑
i=U

λi = U, λi ≥ \, i = U,T, . . . , n.

Conv(X) a��H �� X �$1� �*
�4 �X ⊆ Rn ���+Y� 5
�� q�$1� �*
�4r 09K?9 @��	%
<��B �� ���F,

Conv(X) = {x : x =
T∑

t=U
λtxt,

T∑
t=U

λt = U, λ ≥ \, t = U,T, ..., T}

�� X �
 {xU,xT, ...,xT } �7��*� 5�7 ���+Y� ��� �+7 5&� �$1� C 	�, �� �� �	
�kT[l$B��

�n ∈ N $ �	 p�@ kU_lq�?P&$�Nr 09F?9 @��	%
��� 5�7 5&�A��% �
 m ∈ N �7��*� �
$F, �� �	 �

 �;��% ���+Y� P ⊆ Rn �?P&$�N •

^



��

 m× (n+ U) K��,�� M� (A, b) �	 P = {x ∈ Rn| Ax ≥ b} ��F� t$�	 �� x$H
���B �� 9$%
�� ���# �?P& $�N M� �$B�� ���# �� C�
�n �	 �?P& $�N •

�	 5��; �� $B�� �*B
� ��P& w ∈ R+ �#
 ��B �� 9$%
�� �
$%
�	 �?P& $�N M�•
�� ��# �O�
$�N 
� �
���
�	 �?P&$�N M� �P ⊆ {x ∈ Rn| − w < xj < w, j = U, . . . , n}

�?P& $�N M� X = {x|Ax ≤ b,x ≥ \} $ �	 p�@ kXlqI��+% � wQr 09G?9 ��YZ
�� >% ����% �7��*� �
$F, 5
�
� & �?,�% X �

� g��% ���+Y� a��H 3�
 �� �$B�� �?,�%
�
$%
�	 X �#
 �?�, & �#
 �

 �?, �

� 5�7 �?P ���+Y� �9&u� �� ��

 pU, pT, . . . , pT

�7��*� �
$F, 5
�
� & �

 �?,�% �

� 5�7 �?P ���+Y� 9�# �� �$B�� �
�! � X �#
 �$B��
a��H �� �
�*� 
� �� �#
 d�@ & �#
 x ∈ X�3�
 �
 �*B`# ��

 rU, rT, . . . , rL �� >% ��
���

<��F� ��B�% rU, rT, . . . , rL �
 �O���% C 	�, 9&u� �� pU, pT, . . . , pT �
 ��$1� C 	�,

x =
T∑

t=U
λtpt +

L∑
j=U

rjμj ,
T∑

t=U
λt = U, λt, μj ≥ \,\ ≤ t ≤ T,\ ≤ j ≤ L.

$�N M� P & X = P ∩ {x ∈ Qn
+| Ax ≥ b, xi ∈ Z, i ∈ I} �= ∅ �#
 kUbl 09U?9 ��YZ

���+Y� ��� �� 3��@ g��% �	 �
���# �?P& $�N M� X �$1� �*
�4 9�6%� $B�� ���# �?P&
��

 P 3��@ 5�7 �?P �� 3��@ 5�7 �?P & $B�� �� X

�
��� & �7 K��,�� ��7 �?P& $�N �� 
� ��� �P�, �� /	 �
 3*
�	 �&$� ���% ����4 3�
 ��

�� �	 �� �&$1� ���# ������ �� 5�7

������� 1
5 ��[�� \��] �� .,� 9S:S9

���A� ���B �� ��
�
 �
$%
�	 5�7 � F*� K!/(+ 
 =&� �
 5�0*]� G n�, I]� 3�
 ��

<$�� 6� �>% �� 
� ��� ��� 5)�� ���%��

Min cTx,

[



s.to. Ax ≤ b,

l ≤ x ≤ u,

3�
 ���4 �
�P Ax ≤ b a.��F� x̄�
�P ��

 m �L,� �� m × n K��,�� M� A �� �� �	

�L,� 5
�
� B K��,�� �� �� �	 ��	 �
�@
 [B,NU, NT] a��H �� �
�*� 
� A �#
 �

 �*A 


�x̄NU = lNU �x̄NT = uNT ���
� (xB,xNU ,xNT) a��H �� x �
�@
 �� �	 ����; �� �

 m

�%$B �
�P x̄ �� �lB ≤ x̄B ≤ uB �#
 �9&u� �� �x̄B = B−Ub−B−UNUlNU −B−UNTuNT

�%$B 5
 ���4 �
�P M� 3*@�� �
 K4 K!/(+ 
 =&� �� �	 � %
� �� ���B �� �*O# ���4

�� =�&�& �� �	 � B�� 5� E*� :�L%� �� $��� ��L% �� ?� ���A� 5
�� �
�P 3�
 �#
 ���A� 5
��

<� �	 �� 3  F, ��� ���
� �
 9��O*

 �� 
� 5�&�& � E*� �$j]� ��L?� 
� D$7 2��, �
$�� ���4

max (max{zj − cj |j ∈ RU},max{cj − zj |j ∈ RT}),

RT & �$�*A7 ��B 3 ��4 �
�	 �� �	 �

 ���4 � y 5�7 � E*� 5�7 K�$%
 ���+Y� RU �� �� �	

�
$�� 3�
 �#
 �$�*A7 ��j�.�� �
�	 �� �	 �

 5
 ���4 � y 5�7 � E*� 5�7 K�$%
 ���+Y�

�
 
� xk 9�# �� ��B
� �
�Q RU �� k �#
 ���� # �� �� j � �
$�� K�$%
 
� k $B �Lf� �� j �

uk ��F� =
 �/F@ �
$�� �
 
� xk ��� RT �� k �#
 & � 7� �� I�
)@
 lk ��F� =
 �/F@ �
$��

:&
 ���" �$�� �� I 4 ���" �
 �$��� I�
)@
 =
 �/F@ �
$�� �
 xk �#
 �� 7� �� I7�	

I�
)@
 �� �-&� ���" �� �$
� �� =
 3 ��4 �
�	 �� ���4 � E*� M� xk I�
)@
 �� �	 �

 3�


� E*� ��� �-�
 ���" �� �� & $
� �� I�.�� �
�	 �� 5
 ���4 � E*� M� 5
 ���4 � y � E*� 3�


��

 xk I�
)@
 �
$�� Δk �� �� �	 xk = lk +Δk $ �	 p�@ �$
� �� I�.�� �
�	 �� xk

�� 7� �� ��j% γU �� 
� $
�� =
 3 ��4 �
�	 �� ���4 � E*� M� �� 5
�
 �� �	 Δk �
 5�
$��

b



�� 7� �� ��j% γT �� 
� $
� �� I�.�� �
�	 �� ���4 � E*� M� �� 5
�
 �� �	 
� Δk �
$��

<kXl $��� �� �
$� ��� d�
& � �
 9��O*

 �� γT & γU �	 �
� ��j% �
�, ��

γU =

{
min { b̂i−lBi

yik
: yik < \ |U ≥ i ≤ m}, yk > \;

∞, yk ≤ \.
γT =

{
min {uBi

−b̂i
−yik

: yik < \ |U ≥ i ≤ m}, yk < \;
∞, yk ≥ \.

Gn
& ��

 uk − lk J�n& �� $
� �� uk I�.�� �
�	 �� xk �� 5
�
 �� �	 Δk �
 5�
$��

<�
 �

 a��L� Δk �	 �



Δk = min{γU, γT, uk − lk}.

�� �Δk = uk − lk �#
 �$�	 �@�F� 
� $�$P ���4 �%$B �
�P �, ��B -�6�7 �� $��� �/F@ �
�P

�d�
�B 3�
 �� �	 3�
 )P �� t�

 5
 ���4 � y ���7 xk & ��B �+% 9�
� ���4 �� �
�

 �  E, 9�#

�  E, R��� �	 $�	 �� �  E, �

� �+
 ��*
 �?�, ���" 3�
 �� ��� # �� �
�Q I�.�� �
�	 ��

�P�, �� 
� �P&�� � E*� �a��H 3�
 � y �� ���B �� ���4 5�7 � E*� ������ & D$7 2��, �
$��

������ ����" �
 �7 �� �$B�� �P&�� � E*� K�$%
 r � �	 �� p�@ �� �	 �� ��]*%
 Δk ��

<$%�B �� -�6�7 �� ��� d�
& � �
 9��O*

 �� :&$P

xB = b̂− ykΔk; qTVUr

z = ẑ − (zk − ck)Δk. qWVUr

�� �*j � �F���� 5
��r $�� �� �
$� �?��j� d�
& � �� 7� I7�	 =
 �/F@ �
$�� �
 
� xk �#


� E*� ��*
 �:&
 t�

 -�. �+� �
 K!/(+ 
 :&$P ���	 -�6�7 �� 5
�� �q��B �FP
�� kXl

_



�+
 �
��� �� 
� �H�" & � �	 �� ��n q uk �� lk r =
 �/F@ �
$�� �� 
� 5�&�& ���4 � y

q uBr �� lBr r �� # �� �	 5�
$�� �� 
� �P&�� � E*� ��*
 �K(
 �� �	 �� 2+P �

�

�F L; 5� # ��1� �+� M� �-�Y%
�
 �� �	 �� �	 �

� �+
 �
 
� �H�" & � �	 �� ��n

�� 7� �� -�Y%
 �

� �+
 �*@�� ��$F, �
��� 5&�

��X��O ^�$� 1D��N��
��* �)
J� KS9

�� � & ���
��4��� qMIP r �*] �� G 1H 5)������%�� ���A� M� :$� J�B �� �I]� 3�
 ��

5�w@r ��� 5)������%�� ���A� M� ���
� �� ��)P �  E, M� :�+�
 �� �%�6N �	 � �	���

��*��
 �� �  E, 3�
 �	 �

 �F L; �$%�B��� �H�" �5��
 �� ?� �z�A� �
 �*
� 3�
 �q�
�P

�
��� x �	 $ �	 p�@ ����#��� ���A� �" ���� & �7��
�P � O 	 �� �  E, CL
 ��
�P 5�w@

�
 �wF� ���
� �#
 �$B�� qUVUr a��H �� ��� 5)������%�� ���A� M� � +0, 5�7� E*�

a��H �� ���A� M� 9�# �� �$%�B G 1H �	 � 7� �  E, 5��; 
� �7� E*�

Min cTx, qXVUr

s.to. Ax ≤ b, (MIP )

x ∈ Rn
+, xi ∈ Z, i ∈ I.

5)�� ���%�� ���A� ���B �� 9$ ��% �*] �� G 1H 5)������%�� ���A� M� �	 $�� �� �
$�

�� M� �O�� �$� �� ���)7 �
��� ��n �� �
�, �� 
� 5��
 �� j � ���" �� �*] �� G 1H

�� ���A� � �	 �� p�@ � /	 �
 3*
�	 �&$� ��
�
 �� 3�
����� ���	 ��$L, 5��
 �� +	 ���A�

�*B
� qXVU r �!B �� �*] �� G 1H 5)�� ���%�� ���A� �� �#
 ��

 5��
 �� +	 �!B

���+Y� �	 � %
� �� �$���% �� G 1H 5)�� ���%�� M� 
� �� 9�6%� I = U,T, ..., n � B��

U\



��� X = {x ∈ Rn
+| Ax ≤ b, xi ∈ Z, i ∈ I} ��F� ��*] �� G 1H 5)�� ���%�� 5�7 �
�P

���%�� 5�7 �
�P 5 ���+Y� 
� P ��

 P = {x ∈ Rn
+| Ax ≤ b} �?P& $�N ���+Y�

���&$1� D`" �
 �	 ��� 5)�� ���%�� ���A� �� ��F� t$���% �� 9$B �A
 ��� 5)��

���&$1� ��P& � �� �� ��

 9$�� �
$� �*] �� G 1H 5)�� ���%�� ���� G 1H 5�7

�
 9��O*

 �� ��A % �?P& $�N M� X ���+Y� ��7 � E*� ���� ���� G 1H �� g���� 5�7

$�N M� X �$1� �*
�4 �	 �
� ��j% �
�, �� ��

 9$B a�L8
 kUbl 2P�� �� �	 ��� � wQ

5)�� ���%�� & G 1H 5)�� ���%�� ���A� �" 5
�� 5�8�� 5�7 �*���6�
 ���	�, ��

 �?P&

& �
)@
 -�% ������ � �
 � 6+jN 5�7 �@�j 4 �� �kUX �TWl �

 9$B ��
�
 �*] �� G 1H

�� �LA% 5�*#�)� 9�
$%
 �� ���A� �" �� ���Q �
�	 & ���B =&� ��P�� 5�7 �%��
� �
)@
 �]


=&� $�%�� $%
 9$B ��
�
 ���� 3�
 �� �	 5�8�� 5�7 =&� �
 5�� A� �@�; �
 �$B�� �� �LQ

�P�, �� �$%
 �*@�# a�j% �
�	 & ���B =&� 5�7 9$�
 �
 ���)7 & ���B =&� & =�� & ���B

�� 7� �� J�B $F� I]� �� 
� =&� 3�
 C���� 3�
 ��

���� , �-
� .,� FS9

�{��*� $��
�@ 3�
 �
 ���A� ��� �7 �	 �
� ��j% �*��� d
�, �
�, �� 
� �
�	 & ���B $��
�@

�� ���� �j�� �
��� �� �
�, �� 
� �/H
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