
                 

 

 

 





 

 

 

 ، ابتکارات کلیه حقوق مادی مترتب بر نتایج مطالعات

 نامه های ناشی از تحقیك موضوع این پایان و نوآوری

 متعلك به دانشگاه اصفهان است.                                             



 تقدیم به
بزرگ معلم زندگی امدو   

مادر    و پدر    
عزیز و بزرگوارم    



 تشکر و قدزدانی
ن و اسپاض و ستایش پروزدگاز یکتا زا که شىق آمىخته زا در قلبم نهاد و ذهه و اندیشو ام زا به ابزازی مجهز نمىد تا جه

نظم آن زا بیشتر درک کنم. و باش هم سپاض آن یکتا زا که چشمو ساز شلال مهربانی و عشق زا با حضىز خانىاده و دوستان در 

به مه ازشانی داشت تا ودىدشان حامی و امیدبخشم باشد و شندگی ام زا به نىز حضىز اساتیدی زوشه کرد که  ،کنازم
همىازه  حال که به کمک همو آنانی که.   بهتسیه بىد مد تا در فضایی حضىز یابم که برای زاهنما و وشىقم باشندو یازیم نمى

نی برداشتو ام، بر خىد لاشم می دانم اش تمام کسانی که مرا درایه مسیس پشتیبان و زاهنمایم بىدند قدم کىچکی در زاهی طىلا

  .تقدیر و تشکر کنمیازی نمىدند

عزیزم که حضىز گرمشان  پدز و مادرابتدا اش دو اقیانىض بی کران محبت، عزیزتریه و گرانبهاتریه هدیه های آسمانی، 
گاهشان و ب آزام  اض و قدزدانی زا ل سپکما امید خاطرم است،  بىدنشانخش شندگیم، ودىدشان امید شیستنم، ن

که در تمامی ایه مسیس و نیص در مشقت های زاه شندگی پشتیبان و امید   نفیسو وهابیسسکازخانم مهربانم ،خىاهردازم. و اش 
که همىازه با   آذیه باحىزو  اش، دوست عزیز و مهربانم سسکاز خانم  بخش مه بىده است صمیمانه سپاسگزازی می کنم.

 حضىز گرم و مهربان خىد   در ایه مسیس مرا یازی نمىد کمال تشکر زا دازم.



حصیلم در ایه مقطع و ایه زساله، همىازه که در طىل ت  علی زجالی  دکتساش استاد زاهنمای بززگىازم، جناب آقای 

زاهنمایی های بی دریغ خىد بهره مند ساختند،  اش ایهمرا  زاهنمایم بىدند و فراتر اش یک استاد زاهنما با نهایت صبس و شکیبایی 
 بهروشی و تىفیق زوشافزون زا آزشومندم. صادقانه نهایت تشکر زا دازم و برایشان سلامتی،

 ایه پایا ن و داوز خازجی  که شحمت داوز داخلی دکتس یىسف شادهو سسکازخانم   دکتس فاطمو ابطحیاشسسکاز خانم 
  نهایت تشکر و قدزدانی زا دازم.مه  زا بر ههده داتند نا

دلسىش  که مشىق وهمراه   مهندض احسان شاکریاش شحمتهای جبسان ناپریر دوست عزیزم جناب آقای در پایان 
فم بىدند تشکر فراوان دازم.         مه در زسیدن به اهدا

 0931مهرماه          -علیسضا        وهابی                 
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چیده

L١(G,ω) دار وزن ͳگروه جبر مورد در را وینر خاصیت وجود داریم قصد نامه پایان این در

خاص شرایط با هایی وزن سپس م�ͳکنیم. ارائه وزن از ͳتعریف ابتدا کار این برای کنیم. ͳبررس

ͳبررس را آنها بین ارتباط قضایایی از استفاده با و م�ͳکنیم ͳمعرف را زیرنمایی های وزن ویژه به

از پس و م�ͳدهیم قرار ͳبررس مورد مختلف حالات در را L١(G,ω) تقارن آن دنبال به م�ͳکنیم.

از استفاده با نهایتا م�ͳدهیم. گسترش L١(G,ω) های قسمت کلیه روی بر را ͳتابع محاسبات آن

Έی ω که ͳهنگام ،L١(G,ω) مورد در را وینر خاصیت ،ͳتابع محاسبات و L١(G,ω) تقارن

م�ͳرسانیم. اثبات به است زیرنمایی وزن

چندجمله تقارن، ،ͳتابع محاسبات زیرنمایی، های وزن دار، وزن ͳواژههایکلیدی:جبرهایگروه

وینر. خاصیت ،ͳافزایش های ای
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١ فصل

ͳمقدمات مفاهیم و ͳمعرف

برای م�ͳکنند. ایفا Έهارمونی آنالیز مختلف قسمتهای در را ͳمهم نقش دار وزن ͳگروه جبرهای

برای اند. کرده ͳبررس را جبرها گونه این های ͳویژگ [۶] و [٣] در ودمار، بورلینگ ͳآبل گروههای

اند. شده بیان پراکنده صورت به جزئیات ͳآبل غیر های گروه

ͳمعرف را دار وزن ͳگروه جبرهای نظریه آن از وپس دهیم ارائه وزن از ͳتعریف دهید اجازه اکنون

کنیم.

Έهارمونی آنالیز ͳتعاریفمقدمات ١.١

X در β مانند جبر −σ ترین Έباشد.کوچ ͳتوپولوژی فضای Έی X کنید فرض تعریف١.١.

بورل های مجموعه را β اعضای است. β به متعلق X در باز مجموعه هر که طوری به دارد وجود

نویسند. ͳم β := β(X) صورت به را آن ومعمولا گوییم. X

یΈنگاشت f : X −→ Y گاه هر . بΎیرید نظر در را (X, β) پذیر اندازه فضای تعریف٢.١.

Y در V باز مجموعه هر ازای به آن�گاه باشد. ͳتوپولوژی فضای Έی Y و بوده X از پیوسته

f−١(V ) ∈ β.

١



ها وزن بر ای مقدمه .٢.١ ͳمقدمات مفاهیم و ͳمعرف .١ فصل

پذیر اندازه های نگاشت م�ͳباشد. بورل پذیر Yاندازه به X از پیوسته نگاشت هر دیΎر عبارت به

. نامند ͳم بورل توابع یا بورل های نگاشت اغلب را بورل

ها وزن بر ای مقدمه ٢.١

Έی بر یافته توسیع مقدار ͳحقیق تابع Έی یا مقدار ͳحقیق تابع Έی f کنید فرض تعریف٣.١.

باشیم داشته α ∈ R هر برای اگر باشد. ͳتوپولوژی فضای

{x : f(x) > α}

باشیم داشته α ∈ R هر برای اگر و است ͳپایین پیوسته نیم f گوییم

{x : f(x) < α}

. است بالایی پیوسته نیم f گوییم

تابع Έی G روی بر ω وزن Έی باشد. فشرده موضعا گروه Έی G کنید فرض .۴.١ تعریف

م�ͳشود تعریف زیر صورت به که است بورل

ω : G −→ [١,∞ )

s, t ∈ G هر برای طوریه به

ω(st) 6 ω(s)ω(t).

داریم. s ∈ G هر برای ͳیعن م�ͳکنیم، فرض متقارن را ها وزن کلیه نامه پایان این در

ω(s−١) = ω(s).

به است. بالایی پیوسته نیم همواره ω وزن که کرد فرض م�ͳتوان مسئله کلیت دادن دست از بدون

باشد، فشرده G اگر باشد. کراندار فشرده مجموعه Έی روی ω وزن که داریم نیاز همواره علاوه

است. معادل C ثابت Έی با ω وزن هر

٢



ها وزن از هایی مثال .٣.١ ͳمقدمات مفاهیم و ͳمعرف .١ فصل

ها وزن از هایی مثال ٣.١

دهیم. ارائه ها وزن از هایی مثال دهید اجازه اکنون

Έی روی G فشرده موضعا گروه از پیوسته قویا نمایش Έی (T,E) کنید فرض .١.١ مثال

صورت این در باشد، E باناخ فضای

ω(s) := max{∥T (s)∥, ∥T (s−١)∥}

ω١(s) := ∥T (s)∥+ ∥T (s−١)∥

نیستند. بالایی پیوسته نیم که هستند G روی هایی وزن

است. G روی بر ͳبدیه وزن Έی s ∈ G هر برای ω(s) = ١ تابع .٢.١ مثال

٠ < α < ١ با t −→ eν|t|
α تابع همچنین رویRاست. بر یΈوزن t −→ e|t| تابع مثال٣.١.

است. وزن Έی ν > و٠

به را L١(G,ω) دار وزن ͳجبرگروه باشد. G روی بر وزن Έی ω کنید فرض .۵.١ تعریف

: م�ͳکنیم تعریف زیر صورت

L١(G,ω) := {f : G −→ C, ∥f∥ω =

∫
G

| f(x) | ω(x)dx <∞}

باشند. پذیر اندازه بورل ها f طوریه به

وسیله به شده تعریف Έمتری با که است دار نرم ͳخط فضای Έی باناخ فضای هر تعریف١.۶.

( باشد. همΎرا آن در ͳکش دنباله هر ͳیعن) باشد. کامل نرمش

شده تعریف چنان یΈضرب آن در اگر است باناخ یΈجبر A باناخ فضای گوییم تعریف٧.١.

: باشد برقرار ان در زیر شروط که باشد

x, y ∈ A هر ١)برای

∥xy∥ ≤ ∥x∥∥y∥.

٣



ها وزن از هایی مثال .٣.١ ͳمقدمات مفاهیم و ͳمعرف .١ فصل

ͳیعن باشد، برقرار x, y, z ∈ A هر برای پذیری شرکت ٢)قانون

x(yz) = (xy)z.

ͳیعن باشد، برقرار x, y, z ∈ A هر برای پذیری پخش ٣)قانون

(y + z)x = yx+ zx.

و

x(y + z) = xy + xz

باشد برقرار زیر رابطه α اسالر هر ازای ۴)به

(αx)y = x(αy) = α(xy).

است، A به A از a 7−→ a∗ یΈنگاشت پیچش Έی باشد. باناخ یΈجبر A اگر تعریف٨.١.

. باشد برقرار α ∈ C هر و a, b ∈ A هر برای زیر خواص هرگاه

(a∗)∗ = a

(ab)∗ = b∗a∗

(αa+ b) = αa∗ + b∗.

داریم آن�گاه باشد، داشته ͳهمان عنصر Έی و پیچش Έی A اگر که باشید داشته توجه

١∗.a = (١∗.a)∗∗

١∗.a = (١∗.a) = (a∗.١)∗ = (a∗)∗ = a

داریم مشابه طور به و

a.١∗ = a.

داریم یتاست ͳهمان عضو چون حال

١∗ = ١.

۴



ها وزن از هایی مثال .٣.١ ͳمقدمات مفاهیم و ͳمعرف .١ فصل

داریم α ∈ C هر برای همچنین

α∗ = α.

هر برای که طوری به است پیچش Έی با A باناخ جبر Έی A جبر −C∗ Έی .٩.١ تعریف

باشیم داشته a ∈ A

∥a∗a∥ = ∥a∥٢

داریم آن�گاه a ∈ A و باشد جبر −C∗ Έی A اگر .١٠.١ تذکر

∥a∥ = sup{∥ax∥ : x ∈ A, ∥x∥ ≤ ١}

= sup{∥xa∥ : x ∈ A, ∥x∥ ≤ ١}

است. ͳپیچش حاصلضربهای با باناخ جبر −C∗ Έی L١(G,ω) پس .١١.١ نتیجه

داریم تعریف به توجه اثبات:با

∥f ∗ g∥١ ≤ ∥f∥١∥g∥١

. است باناخ جبر Έی L١(G,ω) لذا

قضیه اعمال با مستقیما توان ͳم را پذیری شرکت قانون . است برقرار همواره ها نرم نامساوی لذا

. م�ͳباشد میسر نیز زیر صورت به ͳول کرد تضمین ͳفوبین

پس است، Έی به Έی f −→
∧
f نگاشت و است

∧
f .

∧
g مساوی f ∗ g فوریه تبدیل که م�ͳدانیم

داریم t ∈ R١ هر ازای به مختلط اعداد پذیری شرکت قانون بنابر
∧
f (t)

[
∧
g (t)

∧
h (t)

]
=

[
∧
f (t)

∧
g (t)

]
∧
h (t).

داریم پس

f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h

پذیر تعویض باناخ جبر Έی L١(G,ω) لذا .f ∗ g = g ∗ f م�ͳشودکه معلوم فورا ترتیب همین به

. است

۵



ها وزن از هایی مثال .٣.١ ͳمقدمات مفاهیم و ͳمعرف .١ فصل

که افزاینده ای جمله چند گروههای برای را دار وزن ͳگروه جبرهای تقارن خاصیت ابتدا در

است معادل سوال این به پاس G = Z گروه برای م�ͳکنیم. ͳبررس اند شده تولید فشرده صورت به

پاس [٢٠] در نایمارک که همΎرا مطلق صورت به فوریه های سری روی بر وینر خاصیت ͳبررس با

است. کرده ارائه ان برای ͳکامل

وسیله به L١(G,ω) تقارن ای، جمله چند های وزن و افزاینده ای جمله چند گروههای برای

وسیله به اخیرا ها جبر -L١ تقارن از حالت ترین دشوار است. شده داده نشان [٢٢] در پیتلینگ

چند گروههای برای قضیه�ای در مفصل صورت به ان نتیجه که است شده اثبات [١۶] در لوزرت

است. رفته کار به افزاینده جمله�ای

چپ هار اندازه را |U | و e با را ͳخنث عضو G فشرده موضعا گروه Έی در .١.١ نمادگذاری

م�ͳکنیم. نمادگذاری U ⊂ G بورل مجموعه روی

جمله�ای چند خاصیت دارای G شده تولید فشرده صورت به و فشرده موضعا گروه تعریف١٢.١.

C > ٠ مانند ثابت Έی و U ⊂ G مانند فشرده و متقارن ͳΎهمسای Έی اگر است، افزاینده

: طوریه به باشد موجود D ∈ Nو

G :=
∞∪
n=١

Un

: باشیم داشته k ∈ N هر برای و

|Uk| ≤ CkD

با را افزاینده چندجمله�ایهای از شده تولید فشرده صورت به و فشرده موضعا گروههای کلیه کلاس

دارد، ای�افزاینده چندجمله محضخاصیت صورت به G گوییم همچنین و م�ͳدهیم. نمایش [PG]

باشد داشته وجود D > ٠ و C١, C٢ > ٠ های ثابت و U ⊂ G متقارن ͳΎهمسای Έی گاه هر

: k ∈ N هر برای بطوریه

۶



ها وزن از هایی مثال .٣.١ ͳمقدمات مفاهیم و ͳمعرف .١ فصل

C١k
D ≤ |Uk| ≤ C٢k

D

م�ͳشود. گفته G رشد درجه D کوچترین بالا تعریف در .١.١ تبصره

کار این که م�ͳشود. تولید فشرده صورت به G آن�گاه ،G ∈ [PG] اگر که باشید داشته توجه

گیرد. ͳم انجام خودش از مناسب توان Έی با U کردن عوض با

: ͳیعن م�ͳکند تولید را G که است e از متقارن ͳΎهمسای Έی (intU) یا U درون بالا تعریف در

G =
∞∪
n=١

int(U)n.

Έی م�ͳکند تولید را G که ͳهمان عنصر از فشرده و متقارن و باز ͳΎهمسای Έی ما اختصار برای

م�ͳگوییم. G مولد ͳΎهمسای

صورت به را τU : G −→ [١,∞ ) تابع شده داده U مولد ͳΎهمسای Έی برای تعریف١٣.١.

. م�ͳکنیم تعریف زیر

: داریم x ̸= e هر برای

τU(x) = inf{n ∈ N|x ∈ Un}

و

τU(e) = ١.

ͳطبیع وزن Έی ωU(x) = ١+ τU(x) تابع و م�ͳکند ایجاد G روی بر وزن Έی τU بنابراین

( فرمائید. مراجعه [١٠] , [١٩] به نکته این اثبات برای ) است. G روی بر

داریم x ∈ G هر برای ͳیعن م�ͳکند. صدق زیر نامساوی در همواره G روی بر دلخواه وزن Έی

ω(x) ≤ eCτU (x).

٧



ها وزن از هایی مثال .٣.١ ͳمقدمات مفاهیم و ͳمعرف .١ فصل

هر برای و ٠ ≤ α < ١ که دلخواه α هر برای این بر علاوه .C = Ln(supω(x)) که جایی

است. G روی بر وزن Έی x ∈ G هر ،برای ω(x) = eCτU (x)α تابع C > ١

شده مشتق گروه G١ کنید فرض باشد. ͳل توان پوچ و همبند گروه Έی G کنید فرض مثال١.۴.

باشد. زیر فرم به عنصرهایی وسیله به شده تولید بسته گروه زیر ͳباشد،یعن G

[x, y] = x−١y−١xy

( . x, y ∈ G هر (برای

G١ در e از متناظر ͳΎهمسای V = U ∩G١ و باشد G در مولد ͳΎهمسای Έی U کنید فرض و

: x ∈ G١ هر برای آن�گاه باشد

(١+ τU |G١(x)) ≤ k(١+ τU(x))
١
٢ (١)

.k مثبت های ثابت از ͳبرخ برای

: C های ثابت از ͳبرخ برای آن�گاه باشد، G روی بر وزن Έی ω اگر نتیجه در

ω|G١
(x) ≤ eCτU (x)

١
٢ .

( فرمائید. مراجعه [٢] به (١) نامساوی اثبات روند مشاهده (برای

به νωU : Z −→ [١,∞[ وزن Έی U مولد ͳΎهمسای هر و ω وزن هر برای .١۴.١ تعریف

: م�ͳکنیم تعریف زیر صورت

νU(k) = νωU(k) = sup{ω(y) | y ∈ U |k|}.

٨
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خواصویژه با ها وزن ۴.١

: م�ͳکنیم بیان زیر صورت به را ها وزن خواص از ͳبرخ اکنون تعریف١.١۵.

برای گاه هر م�ͳکند، برآورده را Gelfand.Naimark.Rikov شرط ω وزن Έی الف)گوییم

باشیم داشته x ∈ G هر

lim
k
ω(xk)

١
k = ١.

گاه: هر م�ͳکند برآورده را (S) شرط ω وزن Έی ب)گوییم

lim
k
νωU(k)

١
k = ١

Cوجود > ٠ هرگاه ،(٠ < α < ١) است α درجه بیشترین از زیرنمایی ω وزن Έی گوییم ج)

: باشیم داشته x ∈ G هر برای طوریه به باشد داشته

ω(x) ≤ eCτU (x)α .

نامه پایان ͳاساس قضایای به مختصر ای اشاره ۵.١

. هستیم زیر جزئیات اثبات دنبال به ما نامه، پایان این در

(G,ω)L١متقارن آن�گاه کند، برآورده را S شرط ω وزن اگر .G ∈ [PG] فرضکنید .١.١ قضیه

است.

ͳΎهمسای از ͳبرخ برای . وابسته�اند τU به فقط که هایی وزن ͳیعن ͳشعاع های وزن برای

واق΄ در م�ͳکنیم. مطرح محض افزاینده جمله�ایهای چند گروههای روی بر را صحبت این U های

٩
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م�ͳپردازیم. آان تعریف به ادامه در که است وجودآامده به ها وزن از ͳبزرگ برایکلاسهای مبحث این

م�ͳشود، گفته شده تعدیل ،G ∈ [PG] روی بر ω : G −→ [١,∞] وزن Έی تعریف١.١۶.

به U مولد ͳΎهمسای Έی و limk εk = ١ که شرط این با (k ∈ N)εk > ٠ دنباله Έی گاه هر

: k ∈ N هر برای طوریه

ω(x) ≥ εk sup{ω(y) | y ∈ Uk}

باشد. برقرار x ∈ G \ U |k| هر برای

م�ͳکنیم. ثابت ٣ فصل در است آمده زیر در که را ای قضیه شرایط این با

جمله�ایهای چند گروه G بعلاوه کند. صدق بالا تعریف شرایط در G کنید فرض .٢.١ قضیه

برآورده را (S) شرط ω آن�گاه باشد، (G,ω)L١متقارن اگر باشد. شده تعدیل ω و محض افزاینده

م�ͳکند.

است. لوزرت افزاینده جمله�ای چند گروههای ͳاصل ساختار قضیه این اثبات در ͳاصل نکات

های قسمت کلیه روی را (F.C) حسابی توابع ۴ فصل در نمایی زیر های وزن برای ان از پس

درفصل که L١(G,ω) تقارن نیز و حسابی توابع این از استفاده با نهایتا م�ͳدهیم. توسعه L١(G,ω)

پردازیم ͳم است معروف وینر خاصیت به که زیر خاصیت اثبات به ۵ فصل در . پردازیم ͳم ان به ٣

.

وینر خاصیت ͳمعرف ۶.١

باشد G روی بر زیرنمایی وزن Έی ω,G ∈ [PG] کنید ض وینر):فر (خاصیت .٣.١ قضیه

L١(G,ω) از I طرفه دو و بسته ایده�آل هر برای ͳیعن است وینر صیت خا دارای L١(G,ω) آن�گاه

١٠


