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چͺیده
بررسͬ را ماتریس حلقه�های صفر مقسوم�علیه گراف�های ویژگͬ�های پایان�نامه این در
صفر مقسوم�علیه گراف قطر بین رابطه�ی مورد در نتایج این از استفاده با سپس مͬ�کنیم.

مͬ�کنیم. بحث ،Mn(R) یا ماتریس حلقه�ی و تعویض�پذیر حلقه�ی
و معرفͬ را مͬ�دهیم، نشان T (Γ(R)) با که R تعویض�پذیر حلقه�ی کلͬ گراف این بر علاوه
x, y ∈ R متمایز عناصر به�ازای و هستند حلقه عناصر همه�ی گراف این رئوس مͬ�کنیم. بررسͬ

.x+ y ∈ Z(R) اگر فقط و اگر مجاورند هم با y و xرأس دو



ابتͺارات مطالعات، نتايج بر مترتب مادي حقوق کليه
نامه پايان اين موضوع تحقيق از ناشͬ هاي نوآوري و

است. شهرکرد دانشͽاه به متعلق



ৎقدمଘآฬن�ଘماآड़و౻ංند:
ষیکیاड़وزم،

ষیکیا৯دীു࣓م
وষیکز৯دਛیඅ࣓م.



චاری... ণپاس໋�
که را خداوندي سپاس و را بی�پسین آخرین آن و را بی�پیشین نخستین آن را، خداي سپاس و حمد
خویش ربوبیت ابوابعلم و کرد الهام ما به را سپاس�گزاري�اش شیوه و شناسانید ما به را خود

نمود. راه او توحید در اخلاص به را ما و بگشاد ما روي به را

دکتر آقاي جناب خود، راهنماي استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه� آغاز در
به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�هاي بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه نقی�پور،

نمی�رسید. انجام
و فرمودند تقبل را پایان�نامه این مشاوره� و مطالعه زحمت که آهنجیده دکتر خانم سرکار از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد اینجانبرا
عاشقانه که زحماتی بابتتمامی گرامی�ترم جان از مادر و پدر پیشگاه به می�سایم جبهه پایان، در
از می�کنم تشکر و نمودند شیرین برایم را راه سختی تلخی وجودشان گرمی با و ریختند پایم به
مسئلت منان ایزد از را بهروزیشان و سلامتی عزیزم. خواهران زندگی در همیشگی�ام یاوران

می�نمایم.

ఇජ໑یජࣻࡁࡶෙੰॡ۱۳۹۱ماهෙय़
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مقدمه

[٩] ١٩٨٨ سال در ١ ͷب توسط بار اولين تعويض�پذير حلقه�ی روی صفر مقسوم�عليه گراف مفهوم
بود. گراف رن�آميزی روی بيشتر که شد، معرفͬ

پيدا ادامه [۶] ٣ نصير و ٢ اندرسون توسط گراف رن�آميزی زمينه�ی در تحقيق ١٩٩٣ سال در
گراف رئوس R اعضای همه�ی که صورت اين به کردند، بيان تفاوت کمͬ با تعريفͬ آن�ها کرد.
نشان Γ٠(R) با را گراف اين .xy = ٠ اگر فقط و اگر مͬ�شوند متصل هم به y و xرئوس و هستند
به فقط R صفر غیرمقسوم�عليه عناصر اما است متصل رئوس همه�ی به ٠ رأس Γ٠(R) در دادند.

مͬ�شوند. متصل صفر
اين رئوس شد. تعريف دوباره [۴] ۵ ليوينͽستون و ۴ اندرسون توسط ١٩٩٩ سال در مفهوم اين
ضرب که شوند مͬ متصل هم به رأس دو زمانͬ است. R غير��صفر صفر مقسوم�عليه�های گراف،
است. Γ٠(R) از زيرگرافͬ Γ(R) که است واضح دادند. نشان Γ(R) با را گراف اين شود. صفر آن�ها
تعريف چندين و داد توسعه غيرتعويض�پذير مورد در را مفهوم اين ٢٠٠٢ درسال [٢٢] ۶ ردموند

کرد. ارائه غيرتعويض�پذير حلقه�ی صفر مقسوم�عليه گراف از
حلقه�ی روی سری�توانͬ و چندجمله�ای حلقه�های صفر مقسوم�عليه گراف کمر و قطر این از پس
سال در [۵] ٨ مولای و اندرسون و ٢٠٠۵ سال در همͺاران و [٧] ٧ اکستل توسـط تعويض�پذير

شد. مطالعه ٢٠٠٨ سال در [١٨] لوکاس٩ و ٢٠٠٧
هم به رأس دو زمانͬ و هستند حلقه صفر غير عليه�های مقسوم گراف رئوس هم، تعاريف اين در

شود. صفر آنها ضرب که مͬ�شود متصل
روی ماتريس�ها صفر مقسوم�عليه گراف مورد در [١١] ١١ ͷپتروي و ١٠ ͷبوزي ٢٠٠٩ سال در

١Beck
٢D. D. Anderson
٣Naseer
۴D. F. Anderson
۵Livingston
۶Redmond
٧Axtell
٨Mulay
٩Lucas
١٠Bozic
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کردند: فرض چنين آن�ها کردند. تحقيق تعويض�پذير حلقه
و Γ(R) است، R روی n × n ماتريس�های حلقه�ی Mn(R) و يͺدار و پذير تعويض حلقه�ی R

،R حلقه چون دارد، اشاره Mn(R) و R حلقه�های صفر مقسوم�عليه گراف به ترتيب به Γ(Mn(R))

صفر مقسوم�عليه بͬ�سوی گراف ،Γ̄(R) از منظور و است سودار گراف Γ(R) است غيرتعويض�پذير
مͬ�باشد. حلقه اين

است. Γ(Mn(R)) و Γ(R) گراف�های قطرهای بين رابطه�ی کردن پيدا تحقيق اين موضوع
حلقه به تعويض�پذير حلقه�ی توسعه�ی شامل کردند، بررسͬ آن�ها که حالتͬ قبلͬ، نتايج برخلاف

است. غيرتعويض�پذير و پذير تعويض حلقه�های گراف�های رابطه�ی سپس و غيرتعويض�پذير
تعريفͬ تعويض�پذير حلقه�ی ͷي کلͬ گراف مورد در [١] ١٢ بدوی و اندرسون ٢٠٠٨ سال در
ساده، گراف رئوس و دهد مͬ نشان T (Γ(R)) با را R کلͬ گراف که صورت اين به کردند، ارائه
مͬ�شود متصل هم به y و x رئوس x, y مثل R متمايز عضو دو هر برای و است R اعضای همه�ی

است. R صفر مقسوم�عليه�های مجموعه�ی Z(R) که x+ y ∈ Z(R) اگر فقط و اگر
آن�ها بين مسير کوتاه�ترين طول و مͬ�دهيـم نشان d(a, b) با را b و a رأس دو هر بين فاصله�ی
را گراف قطر .d(a, b) = ∞ مͬ�دهيم قرار باشد، نداشتـه وجود a, b بين مسيری اگرهيچ مͬ�گوييـم.
را گراف کمر و sup{d(a, b)|Γ گراف متمايز رأس دو a, b} با است برابر و مͬ�دهيم نشان diamΓ با
نداشته وجود دوری گراف در اگر مͬ�دهيـــم. نشان است، گراف در دور کوتاه�ترين طول که gr(Γ) با

.gr(Γ) = ∞ مͬ�نويسيم باشد
Z(R) و تعويض�پذير حلقه R کنيم فرض شد: تعريف اين�گونه [۴] در صفر مقسوم�عليه گراف
که ،Z(R)∗ = Z(R) − {٠} رئوس با R از Γ(R) گراف باشد، R صفر مقسوم�عليه�های مجموعه
به x رأس x, y ∈ R متمايز عضو دو هر برای است، R غيرصفر صفر مقسوم�عليه�های مجموعه�ی
حوزه R اگر فقط و اگر است تهͬ گراف Γ(R) بنابراين ،xy = ٠ اگر فقط و اگر است متصل yرأس

باشد. صحيح
دارد وجود مسيری آن رأس دو هر بين يعنͬ است همبند هميشه تعريف اين با آمده بدست گراف
آن�گاه��� باشد، آرتينͬ R اگر که مͬ�شود ثابت همچنين است. کوچͺتر ٧ از آن کمر و ٣ از قطرش و
است. ۴ از کوچͺتر صفر مقسوم�عليه گراف کمر و است دور ͷي شامل صفر مقسوم�عليه گراف
کرد. اشاره [٢٣ ،١٨ ،١٧ ،٨ ،٧ ،۵ ،٣ ،٢] به مͬ�توان که دارد وجود زمينه اين در زيادی مقاله�های
صورت همين به [١١] در تعويض�پذير حلقه�ی روی ماتريس�ها صفر مقسوم�عليه گراف�های
بين ارتباط و است کوچͺتر ٣ از قطرش و است همبند آن گراف که مͬ�شود ثابت مͬ�شود. تعريف
باشد، صحيح حوزه R اگر که مͬ�شود ثابت همچنين مͬ�شود. بررسͬ Γ(Mn(R)) و Γ(R) قطرهای

١١Petrovic
١٢Badawi
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مͬ�شود. ٢ برابر آن گراف قطر آن�گاه
حلقه�ی روی ماتريس�ها صفر مقسوم�عليه گراف�های آوردن بدست پايان�نامه اين اصلͬ هدف

است. زمینه حلقه�ی صفر مقسوم�عليه گراف با آن ارتباط و تعويض�پذير
،n × n ماتريس�های حلقه�ی Mn(R) ي�ͷدار، و تعويض�پذير حلقه�ی R پايان�نامه اين سراسر در
مقسوم�عليه گراف Γ(Mn(R)) و R صفر مقسوم�عليه گراف Γ(R) ،R مقسوم�عليه�های مجموعه Z(R)

است. Mn(R) ماتريس صفر



١ فصل

گراف نظریه بر مقدمه�ای

است، بعدی فصل�های برای پیش�نیازی که گراف نظریه مقدماتͬ مفاهیم بیان به فصل این در

است. شده گردآوری [١٠] از فصل این مطالب مͬ�پردازیم.

مجموعه�ی از متشͺل (V (G), E(G), ψG)مرتب سه�تایͬ ،G ساده�ی گراف از منظور .١.٠.١ تعریف

،G یال هر با که است ψG وقوع تابع و یال�ها نام به E(G) مجموعه�ی رأس�ها، نام به V (G) ناتهͬ

مͬ�کند. همراه را G رأس�های از مرتب غیر جفت ͷی

وصل v به را u ،e مͬ�گوییم آن�گاه ،ψG(e) = uv به�طوری�که باشند، رأس�هایͬ u, v و یال ͷی e اگر

مجاورند. هم با u, v رأس�های و مͬ�کند

یال ͷی به�وسیله�ی متمایز رأس�های از جفت هر آن در که را n−رأسͬ ساده�ی گراف .٢.٠.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان Kn با و مͬ�نامیم کامل گراف باشد، متصل هم به

است. یال بدون گرافͬ تهͬ گراف

زیرمجموعه�های از دسته ͷی P و (X ̸= ∅) ناتهͬ مجموعه�ی ͷی X کنیم فرض .٣.٠.١ تعریف

باشد: برقرار زیر شرایط هرگاه است، X افراز ͷی P گوییم باشد، X

.A ⊆ X باشیم داشته A ̸= ∅ و A ∈ P هر به�ازای .١

.A = B یا A ∩B = ∅ باشیم داشته A,B ∈ P هر به�ازای .٢



۶ گراف نظریه بر مقدمه�ای .١

.∪P =
∪

A∈P A = X .٣

مجموعه�ی زیر دو به بتوان را آن رأس�های مجموعه�ی استکه گرافͬ دوبخشͬ گراف تعریف٠.١.۴.

افراز چنین باشد. V٢ در انتها ͷی و V١ در انتها ͷی دارای یال هر که کرد افراز طوری به V٢ و V١

مͬ�نامیم. گراف کردن دوبخشͬ را (V١, V٢)

رأس هر آن در که است (V١, V٢) افراز با ساده دوبخشͬ ͷی کامل، دوبخشͬ گراف .۵.٠.١ تعریف

Kα,β با را دوبخشͬ گراف |V٢| = β و |V١| = α که صورتͬ در است. متصل V٢ رأس هر به V١

مͬ�دهیم. نشان

گراف .|V٢| = n و |V١| = ١ به�طوری�که است کامل دوبخشͬ گراف ستاره، گراف .۶.٠.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان K١,n با را ستاره

K۴است. گرافکامل K٢,٣و دوبخشͬ گرافکامل ،K١,n یا گرافستاره از نمونه�ای زیر شͺل

K۴ گراف و K٢,٣ گراف ستاره، گراف :١.١ شͺل

تحدید ψH و E(H) ⊆ E(G) ،V (H) ⊆ V (G) اگر است G زیرگراف H گراف .٧.٠.١ تعریف

را G زیرگراف این�صورت در باشد، V ناتهͬ زیرمجموعه�ی V ′ اگر همچنین باشد. E(H) به ψG

دو هر که است G یال�های آن از مجموعه�ای یال�هایش مجموعه و است V ′ رأس�هایش مجموعه که

مͬ�نامیم. V ′ به�وسیله�ی القاشده زیرگراف است، V ′ در انتهایش

مͬ�دهد. نشان آن القایͬ زیرگراف و زیرگراف با همراه را G گراف ٢.١ شͺل



٧

{x, y, v} به�وسیله�ی القایͬ زیرگراف ،G زیرگراف ،G گراف :٢.١ شͺل

dG(v) با و است واقع آن در v که است G یال�های تعداد ،Gگراف در vرأس درجه .٨.٠.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان

به جمله�ها که است، W = v٠e١v١e٢v٢...ekvk ناتهͬ دنباله�ی G گراف در گشت .٩.٠.١ تعریف

هستند. vi و vi−١ ،ei انتهای دو ١ ≤ i ≤ k به�ازای به�طوری�که هستند یال�ها و رأس�ها متناوب طور

اگر مͬ�گوییم. گذر را W باشند، مجزا W گشت در e١, e٢, ..., ek یال�های اگر .١٠.٠.١ تعریف

مͬ�گوییم. مسیر را W باشند، مجزا v٠, v١, ..., vk رأس�های

مͬ�دهد. نمایش G گراف در را مسیر و گذر گشت، ،٣.١ شͺل

G گراف :٣.١ شͺل

و باشد موجود G در v به u از مسیری هرگاه گوییم، همبند را G vی و uرأس دو .١١.٠.١ تعریف

باشد. داشته وجود مسیر ͷی آن رأس دو هر بین اگر است همبند G گراف



٨ گراف نظریه بر مقدمه�ای .١

مسير کوتاه�ترين طول و مͬ�دهیم نشان d(u, v) با را v و uرأس دو هر بين فاصله�ی .١٢.٠.١ تعریف

.d(u, v) = ∞ مͬ�دهيم قرار باشد، نداشتـه وجود v و u بين مسيری اگرهيچ مͬ�گويیم. آن�ها بين

داریم: و مͬ�دهيم نشان diamG با را G گراف قطر .١٣.٠.١ تعریف

diamG = sup{d(u, v)|G گراف متمايز رأس دو u, v}

گراف در اگر مͬ�دهيـــم. نشان است، گراف در دور کوتاه�ترين طول که gr(G) با را گراف کمر و

.gr(G) = ∞ مͬ�نويسيم باشد، نداشته وجود دوری

رئوس دارای G٢ و G١ هرگاه گوییم مجزا را G گراف از G٢ و G١ زیرگراف دو .١۴.٠.١ تعریف

نباشد. است، واقع (G١ (یا G٢ در که رأسͬ هیچ به متصل (G٢ (یا G١ رأس هیچ و نباشد مشترک

دوسویͬ�های هرگاه ،G ∼= H مͬ�نویسیم و مͬ�گوییم ی�ͷریخت را H و Gگراف دو تعریف٠.١.١۵.

اگر فقط و اگر ψG(e) = uv به�طوری�که باشند موجود ϕ : E(G) → E(H) و θ : V (G) → V (H)

مͬ�نامیم. H و G بین ی�ͷریختͬ ͷی را نͽاشت�ها از (θ, ϕ) جفت چنین .ψH(ϕ(e)) = θ(u)θ(v)

G گراف از b و a متمایز رأس�های به�ازای باشد. بͬ�سو گراف G کنیم فرض .١۶.٠.١ تعریف

است مجاور bرأس با که G گراف از رأس هر و نباشند مجاور b و a هرگاه ،a ≤ b مͬ�کنیم تعریف

باشد. مجاور نیز aرأس با

هرگاه مͬ�دهیم، نمایش a ∼ b نماد با را آن و مͬ�نامیم b رأس ارز هم را a رأس .١٧.٠.١ تعریف

مجاور یͺسانͬ رئوس با b و a رئوس اگر فقط و اگر است a ∼ b بنابراین باشد. b ≤ a و a ≤ b

است. G گراف روی ارزی هم رابطه�ی ͷی ∼ رابطه�ی باشند.

a ≤ b هرگاه ،a < b مͬ�کنیم تعریف ،G گراف از b و a متمایز رئوس به�ازای .١٨.٠.١ تعریف

مجاور bرأس با ولͬ هستند مجاور aرأس با که باشند موجود G گراف از رئوسͬ به�طوری�که باشد

نیستند.

مجموعه�ی از متشͺل (V (D), A(D), ψD)مرتب سه�تایͬ ،D گرافسودار از منظور تعریف١٩.٠.١.

است ψD وقوع تابع و V (D) از مجزا کمان�ها، نام به A(D) مجموعه�ی رأس�ها، نام به V (D) ناتهͬ



٩

مͬ�کند. همراه را D رأس�های از مجزا) لزوماً (نه مرتب جفت ͷی ،D کمان هر با که

را a ،u مͬ�گوییم آن�گاه ،ψD(a) = (u, v) به�طوری�که باشند، رأس�هایͬ u, v و باشد کمان ͷی a اگر

است. کمان این انتهای v و ابتدا u مͬ�کند، وصل v به

است W = v٠a١v١a٢v٢...akvk متناهͬ ناتهͬ دنباله�ی D گراف در سودار گشت .٢٠.٠.١ تعریف

دارای ai کمان ١ ≤ i ≤ k به�ازای به�طوری�که هستند کمان�ها و رأس�ها متناوب طور به جمله�ها که

است. گذر ͷی که است سودار گشت ͷی سودار گذر ͷی باشند. vi در انتها و vi−١ در ابتدا

مͬ�شوند. تعریف مشابه طور به سودار دورهای و سودار مسیرهای

داریم. [١۴] از را زیر قضیه

.gr(G) ≤ ٢diam(G) + ١ آن�گاه باشد، دور ͷی شامل G گراف اگر .٢١.٠.١ قضیه



٢ فصل

جبر بر مقدمه�ای

مقدمه ١.٢

بعدی فصل�های در که خطͬ جبر و جبر زمینه�ی در مهم قضایای و تعاریف بیان به فصل این در

گردآوری [١۶] و [٢۴] ،[١٣] مراجع از فصل این مطالب مͬ�پردازیم. مͬ�گیرد، قرار استفاده مورد

است. شده

مقدماتͬ نͺات و تعاریف ٢.٢

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به R حلقه مشخصه�ی باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .١.٢.٢ تعریف

charR = min{n ∈ N|nR = ٠}

.charR = ٠ مͬ�دهیم قرار ،nR ̸= ٠ باشیم داشته n ∈ N هر به�ازای اگر و

این�صورت: در .charR = n > ٠ و باشد ی�ͷدار حلقه�ای R کنیم فرض .٢.٢.٢ قضیه

charR = min{n ∈ N|n١R = ٠}

هرگاه دارد، چپ وارون a ∈ R عنصر گوییم باشد. ی�ͷدار حلقه�ای R کنیم فرض .٣.٢.٢ تعریف

هرگاه دارد،� راست وارون a ∈ R عنصر گوییم همچنین .ba = ١ که باشد موجود چنان b ∈ R

وارون هرگاه گوییم، یͺال یا وارون�پذیر را a ∈ R عنصر .ac = ١ که باشد موجود چنان c ∈ R



١١ مقدماتͬ نͺات و تعاریف ٢.٢

مͬ�شود داده نمایش U(R) با که را R یͺال�های همه�ی مجموعه�ی باشد. داشته راست وارون و چپ

است. R یͺال�های گروه به موسوم که مͬ�دهد گروه ضرب،�تشͺیل عمل تحت

R حلقه�ی این�صورت در .١R ̸= ٠ به�طوری�که باشد ی�ͷدار حلقه�ای R کنیم فرض .۴.٢.٢ تعریف

صفرش غیر عنصر هر دیͽر عبارت به .U(R) = R−{٠} هرگاه گوییم، تقسیم یا بخشͬ حلقه�ی را

گوییم. میدان را تعویض�پذیر بخشͬ حلقه�ی باشد. وارون�پذیر

.e٢ = e هرگاه گوییم، خودتوان را R حلقه�ی از e عنصر .۵.٢.٢ تعریف

.an = ٠ باشیم داشته n ≥ ١ به�ازای هرگاه گوییم، پوچ�توان را R حلقه�ی از a عنصر .۶.٢.٢ تعریف

گوییم، چپ صفر مقسوم�علیه را a ∈ R عنصر باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٧.٢.٢ تعریف

را a ∈ R عنصر همچنین .ab = ٠ به�طوری�که باشد موجود صفر مخالف و b ∈ R عنصر هرگاه

.ca = ٠ به�طوری�که باشد موجود مخالفصفر و c ∈ R عنصر هرگاه گوییم، راست صفر مقسوم�علیه

باشد. راست صفر مقسوم�علیه هم و چپ صفر مقسوم�علیه هم که است عنصری صفر مقسوم�علیه

Z∗(R) = Z(R)− {٠} و مͬ�دهیم نمایش Z(R) نماد با را R حلقه صفر مقسوم�علیه�های مجموعه

مͬ�نامیم. حلقه صفر غیر صفر مقسوم�علیه�های مجموعه را

این�صورت: در .١R ̸= ٠ به�طوری�که باشد ی�ͷدار حلقه�ای R کنیم فرض .٨.٢.٢ تعریف

باشد. {٠} با برابر R حلقه�ی صفر مقسوم�علیه�های مجموعه�ی هرگاه گوییم، حوزه را R .١

گوییم. صحیح حوزه ͷی را تعویض�پذیر حوزه�ی هر .٢

حوزه را R این�صورت در .١R ̸= ٠ به�طوری�که باشد ی�ͷدار حلقه�ای R کنیم فرض .٩.٢.٢ قضیه

یا a = ٠ مͬ�دهد نتیجه ab = ٠ باشیم داشته a, b ∈ R هر به�ازای اگر فقط و اگر مͬ�گوییم صحیح

.b = ٠

در .|R| = p به�طوری�که باشد اول عددی p و ی�ͷدار حلقه�ای R کنیم فرض .١٠.٢.٢ قضیه

.R ∼= Zp این�صورت


