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١ ೯دایا...
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان
به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای
را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست
ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و
نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن از من،
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در فداکاری
دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ، گستاخͬ بͬ�نمود،

کن. روزی بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن

اඛඟ໋ھا�ଌୃنඛھاॴوم،باز೯داࡣت
৯داಶඍن�॥ت... اوجاඎিنૡঙه

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



۴

षख़ࢤوయادهوزୌیوໆرکارخاৣمدනرീি࣓مඬোرآبادیزॐ࢟ت ازاণتادان່زاଡودॼوزপنابآ༚یدනرا५دا...
ॶماଡࣅباਉیداوریاଌنرساଔراࣞਵ࣫ل॰د৯د،لพ়ࢁඟوदدردایرادارم.

ෙ७ورماه۱۳۹۳



چͺیده

این در است. شده مشخص�سازی نامنفرد اکید مثبت جمعاً تقریباً ماتریس�های رده�ی اخیراً،
اکید مثبت جمعاً تقریباً ماتریس�های شامل که اکید، منظم علامت تقریباً ماتریس�های رده�ی تحقیق
آن�ها غیربدیهͬ مینورهای حسب بر ماتریس�ها این برای یͷمشخص�سازی مͬ�شود. معرفͬ مͬ�باشد،
از مشخص�سازی ͷی خصوص، به مͬ�شود. ارائه متوالͬ ستون�های و متوالͬ سطرهای از استفاده با
مͬ�شود. ارائه مرزی بدیهͬ تقریباً مینورهای حسب بر معین، اکید منظم علامت تقریباً ماتریس�های

اکید، مثبت جمعاً تقریباً ماتریس�های اکید، منظم علامت تقریباً ماتریس�های کلیدی: واژگان
مرزی بدیهͬ تقریباً مینورهای

۶٢ نامه: پایان صفحات تعداد
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پیش�گفتار

زیر همه�ی دترمینان هرگاه است، (STP) TP (اکید)، مثبت جمعاً A ،n × n ماتریس ͷی
مهم بسیار رده�ی زیر ͷی که است شده مشاهده تازگͬ به باشند. (مثبت) نامنفͬ آن ماتریس�های
این مͬ�باشد. (ASTP) اکید مثبت جمعاً تقریباً ماتریس�های رده�ی مثبت، جمعاً ماتریس�های از
استفاده با هندسͬ طراحͬ تقریب، نظریه مانند زمینه�ها از بسیاری در مهمͬ کاربردهای ماتریس�ها
مثبت جمعاً ماتریس�های بین واسط ماتریس�ها از رده این �وضوح، به .[٩] دارند غیره و کامپیوتر از
از است، شده ارائه ماتریس�ها از رده این برای که مشخص�سازی�هایͬ مͬ�باشد. اکید مثبت جمعاً و

.[١٣ ،١٢ ،٩ ،٨] مͬ�کاهد مینور�ها تعداد حسب بر محاسبات میزان
همه�ی ،(١ ≤ k ≤ n) k هر برای هرگاه است، (SSR) SR منظم علامت (اکیداً) A ماتریس
طیف ماتریس�ها این باشند. یͺسان (اکید) علامت با دترمینانͬ دارای ،A از k×k ماتریس�های زیر
غیره و اقتصاد آمار، ریاضیات، تقریب، نظریه مانند زمینه�ها از بسیاری در کاربرد�ها از گسترده�ای
شده ارائه [١٧ ،٧ ،۶ ،٢] در منظم علامت ماتریس�های خصوصیات از بسیاری .[٢١ ،١٨] دارند
همه�ی علامت که نیست لازم ماتریس، ͷی بودن منظم علامت تعیین برای مͬ�دهند نشان که است،
علامت تعیین برای شده بررسͬ مینور�ها�ی تعداد کاهش اخیر، دهه�های در شود. بررسͬ آن مینور�های
.[١۵] مͬ�باشد ماتریس�ها از رده این مطالعه�ی در اصلͬ موضوعات از ͬͺی ماتریس، ͷی بودن منظم
علامت ماتریس�های بین واسط که (ASSR) اکید منظم علامت تقریباً ماتریس�های رده�ی سپس
از رده این برای را مشخص�سازی�هایͬ و مͬ�کنیم معرفͬ را مͬ�باشد منظم علامت اکیداً و منظم

مͬ�باشد. ماتریس�ها از رده این بررسͬ اصلͬ هدف تحقیق این در مͬ�کنیم. بیان ماتریس�ها
است. شده سازمان�دهͬ زیر صورت به تحقیق این

آشنایͬ و شده گرفته کار به تحقیق روند در که قضایایͬ و اولیه تعاریف نمادها، اول، فصل در
مͬ�کنیم. رابیان است، مؤثر مطالب درک و مطالعه برای آن�ها با

مͬ�شود. معرفͬ اکید منظم علامت تقریباً ماتریس�های رده�ی دوم، فصل در
آن�ها، غیربدیهͬ مینورها�ی حسب بر ماتریس�ها، از رده این از مشخص�سازی ͷی سوم، فصل در
از رده این که مͬ�شود داده نشان و مͬ�شود ارائه متوالͬ ستون�های و متوالͬ سطرهای از استفاده با

مͬ�باشد. منظم علامت اکیداً ماتریس�های رده�ی از مناسبͬ توسیع ماتریس�ها،
علامت دنباله با اکید منظم علامت تقریباً ماتریس�های از مشخص�سازی ͷی چهارم، فصل در
این که است شده ارائه مرزی، بدیهͬ تقریباً مینور�های حسب بر ،ϵ = (١, . . . ,١, ϵn) معین
ما نتایج که مͬ�کنیم مشاهده پایان در مͬ�کاهد. شده بررسͬ مینور�های تعداد از مشخص�سازی

دارد. ϵn = ١ حالت با اندکͬ تفاوت ،ϵn = −١ حالت در



١ فصل

مقدماتͬ قضایای و مفاهیم تعاریف،

٢



٣ اولیه تعاریف و نمادها .١.١

.

اولیه تعاریف و نمادها ١.١

ارائه داریم، نیاز آن�ها به بعدی فصل�های در که مقدماتͬ نتایج و نماد�ها تعاریف، بخش این در
مͬ�شود.

حقیقͬ ماتریس�های همه�ی مجموعه�ی و Rn×m با n×m حقیقͬ ماتریس�های همه�ی مجموعه�ی
In ∈ Rn×n و ⟨n⟩ = {١,٢, . . . , n} کنید فرض مͬ�شود. داده نمایش Rn×n با n مرتبه�ی مربعͬ

باشد. n مرتبه�ی همانͬ ماتریس

در بͽیرید. نظر در را B = (bij) ∈ Rn×m و A = (aij) ∈ Rn×n ماتریس�های .١.١.١ تعریف
صورت این

تعریف ،BT = (bji)صورت به و داده نشان BT با را آن که m×nاست ماتریسͬ B ترانهاده�ی (١
مͬ�شود.

.aij = ٠ ،(j > i) i > j هر برای هرگاه مͬ�شود نامیده مثلث٢ͬ) (پایین مثلث١ͬ بالا A (٢
مͬ�نامند. نامنفرد را آن صورت این غیر در ،detA = ٠ هرگاه مͬ�شود نامیده منفرد A (٣

اکیداً دنباله�های همه�ی مجموعه�ی �صورت به Qk,n ،k ∈ ⟨n⟩ که k, n ∈ N برای .٢.١.١ تعریف
یعنͬ مͬ�باشد، n مساوی یا کمتر طبیعͬ عدد k از صعودی

Qk,n = {α|α = (α١, α٢, . . . , αk), k ∈ ⟨n⟩, αi ∈ N ∀i,١ ≤ α١ < α٢ < · · · < αk ≤ n}.

مͬ�دهیم. نمایش Q٠
k,nبا را فوق �مجموعه�ی باشند، متوالͬ فوق دنباله�ی اعداد وقتͬ

١upper triangular
٢lower triangular



۴ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم تعاریف، .١

با است برابر Qk,n مجموعه�ی اعضای )تعداد
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!

با است برابر Q٠
k,n مجموعه�ی اعضای تعداد و

n− (k − ١).

داریم ،k = و١,٢ n = ۴ برای .٣.١.١ مثال
Q١,۴ = {١,٢,٣,۴},

Q٢,۴ = {(١,٢), (١,٣), (١,۴), (٢,٣), (٢,۴), (٣,۴)}
و

Q٠
٢,۴ = {(١,٢), (٢,٣), (٣,۴)}.

.
(۴
٢
)
= ۶ و

(۴
١
)
= ۴ با برابراست ترتیب به Q٢,۴ و Q١,۴ مجموعه�های اعضای تعداد

.�۴− (٢− ١) = ٣ با است برابر Q٠
٢,۴ مجموعه�ی اعضای تعداد

به و داده نشان d(α) با را آن� پراکندگ٣ͬ عدد ،α = (αi) ∈ Qk,n دنباله�ی ͷی برای .۴.١.١ تعریف
�صورت

d(α) =
k−١∑
i=١

(αi+١ − αi − ١) = αk − α١ − (k − ١),

.�d(α) = ٠ ،�α ∈ Q١,n برای که قرارداد این با مͬ�کنیم،� تعریف
است. متوالͬ صحیح عدد k شامل α که است معنͬ این به ،d(α) = ٠ که مͬ�شود مشاهده

�صورت این در .α = (١,٣,۵), β = (٢,٣,۴) ∈ Q٣,۵ کنید فرض .۵.١.١ مثال
d(α) = ٢, d(β) = ٠.

هر برای هرگاه A ≥ B گوییم .A = (aij), B = (bij) ∈ Rn×m کنید فرض .۶.١.١ تعریف
.aij ≥ bij ،j = ١, . . . ,m و i = ١, . . . , n

تمام هرگاه مͬ�شود، نامیده منفͬ) نامثبت، (مثبت، نامنفͬ A ∈ Rn×m ماتریس .٧.١.١ تعریف
.(A < ٠ ،A ≤ ٠ ،A > ٠) A ≥ ٠ مͬ�نویسیم و باشند منفͬ) نامثبت، (مثبت، نامنفͬ آن درایه�های

در که مͬ�شود داده نشان D = diag(d١, d٢, . . . , dn) با D قطری۴ n×nماتریس .٨.١.١ تعریف
هستند. صفر آن درایه�ها�����ی سایر و قطری درایه�های dn ،. . . ،d٢ ،d١ آن

i, j هر ازای به ،aij = ٠ هرگاه است، هسنبرگ۵ͬ بالا ،A = (aij) مربعͬ ماتریس .٩.١.١ تعریف
A یعنͬ است، هسنبرگ۶ͬ پایین ماتریس ͷی هسنبرگͬ بالا ماتریس ͷی ترانهاده .i > j + ١ که

٣dispersion number
۴diagonal
۵upper Hessenberg
۶lower Hessenberg



۵ اولیه تعاریف و نمادها .١.١

هسنبرگͬ بالا هم که مربعͬ ماتریس ͷی .j > i+ ١ ازای به aij = ٠ هرگاه است، هسنبرگͬ پایین
است. �قطری٧ سه باشد هسنبرگͬ پایین هم و

به همانͬ ماتریس ستون�های) (یا سطر�های تعویض از که P ∈ Rn×n ماتریس .١٠.١.١ تعریف
مͬ�شود. نامیده جایͽشت٨ ماتریس ͷی مͬ�آید، دست

(ستون�های) ماتریسAباعثتعویضسطر�های در راست) (از چپ از P ضربماتریسجایͽشت
.P TP = I آن�گاه باشد، جایͽشت ماتریس ͷی P اگر مͬ�شود. آن

صورت به A ماتریس و P جایͽشت ماتریس کنید فرض .١١.١.١ مثال

A =

 ١ ٢ −١
٠ ۵ ٣
−١ ١ ٢

 , P =

 ٠ ٠ ١
١ ٠ ٠
٠ ١ ٠

 ,

صورت این در باشند.

AP =

 ٢ −١ ١
۵ ٣ ٠
١ ٢ −١

 , PA =

 −١ ١ ٢
١ ٢ −١
٠ ۵ ٣

 .

�صورت این در .A ∈ Rn×m و باشند طبیعͬ اعداد n و m ،k ،l کنید فرض .١٢.١.١ تعریف
،β = (β١, β٢, . . . , βl) ∈ Ql,m و α = (α١, α٢, . . . , αk) ∈ Qk,n ،l ≤ m ،k ≤ n اگر (١
با را βl ،. . .،β٢ ،β١ ستون�های و αk ،. . .،α٢ ،α١ سطرهای شامل A از k × l زیر�ماتریس آن�گاه
شامل A از k × k مرتبه�ی زیرماتریس دترمینان ،k ≤ min{n,m} برای مͬ�دهند. نمایش A[α|β]

مͬ�نامند. A مینور٩ ͷی را βk ،. . .،β٢ ،β١ ستون�های و αk ،. . .،α٢ ،α١ سطرهای
را A[γ|γ] زیر�ماتریس آن�گاه ،γ = (γ١, . . . , γk) ∈ Qk,min{n,m} و k ≤ min{n,m} اگر (٢
مینور ͷی detA[γ] مͬ�نامند. A اصلͬ زیر�ماتریس ͷی �را آن و مͬ�دهند نشان A[γ] با اختصار به

مͬ�شود. نامیده A اصل١٠ͬ
A پیشرو اصلͬ زیر�ماتریس ،k = ١,٢, . . . ,min{n,m} �،A[١,٢, . . . , k] اصلͬ زیر�ماتریس (٣
detA[١,٢, . . . , k]صورت� به مینوری ،Aبرای k مرتبه�ی از پیشرو١١ اصلͬ یͷمینور مͬ�شود. نامیده

مͬ�باشد.
٧tridiagonal
٨permutation matrix
٩minor
١٠principal minor
١١leading principal minor



۶ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم تعاریف، .١

که مͬ�باشد detA[α|١,٢, . . . , k] شͺل به مینوری � ،A از k × k ستون-اول١٢ مینور ͷی (۴
detA[١,٢, . . . , k|β] شͺل به A سطر-اول١٣ مینور ͷی .k = ١,٢, . . . ,min{n,m} �،α ∈ Q٠

k,n

.k = ١,٢, . . . ,min{n,m} ،β ∈ Q٠
k,m که است

کنید فرض .١٣.١.١ مثال

A =


١ ٢ ٣ ۴ ۵
٢ ٣ ۴ ۵ ۶
٣ ۴ ۵ ۶ ٧
۴ ۵ ۶ ٧ ٨

 ,

�صورت این در .γ = (١,٢,٣) و β = (٢,٣) ،α = (١,٢,۴)

A[α|β] = A[١,٢,۴|٢,٣] =

 ٢ ٣
٣ ۴
۵ ۶

 ,

،A از ٣× ٢ زیر�ماتریس ͷی

A[α] = A[١,٢,۴] =

 ١ ٢ ۴
٢ ٣ ۵
۴ ۵ ٧

 ,

و A از ٣× ٣ اصلͬ ماتریس زیر ͷی

A[γ] = A[١,٢,٣] =

 ١ ٢ ٣
٢ ٣ ۴
٣ ۴ ۵

 ,

مͬ�شود. نامیده A از ٣× ٣ پیشرو اصلͬ زیر�ماتریس ͷی

کنید فرض .١۴.١.١ مثال

A =


١ ٣ ۵ ۶ ١
۶ ۴ ۴ ٢ ٢
٢ ۵ ٨ ٣ ۴
۵ ۴ ٣ ٢ ١
١ ٩ ١ ٢ ١

 ,

سطر-اول و detA[α|١,٢] ستون-اول مینورهای �صورت این در .β = (٣,۴,۵) و α = (٢,٣)
با برابرند ترتیب به ،detA[١,٢,٣|β]

detA[α|١,٢] = detA[١,٢|٢,٣] = det

(
۶ ۴
٢ ۵

)
= ٢٢,

١٢column-initial minor
١٣row-initial minor



٧ اولیه تعاریف و نمادها .١.١

detA[١,٢,٣|β] = detA[٣|١,٢,٣,۴,۵] = det

 ۵ ۶ ١
۴ ٢ ٢
٨ ٣ ۴

 = ۶.

،|ϵi| = ١ با علامت دنباله ͷی ϵ = (ϵ١, ϵ٢, . . . , ϵn) و A ∈ Rn×n کنید فرض .١۵.١.١ تعریف
صورت این در باشد. ،i = ١,٢, . . . , n

،α, β ∈ Qk,n و k ∈ ⟨n⟩ هر برای اگر (١
ϵk detA[α|β] ≥ ٠(> ٠),

SR با را آن و مͬ�شود نامیده ϵعلامت با منظم) علامت (اکیداً منظم علامت ماتریس ͷی A آن�گاه
هرگاه است، منظم) علامت (اکیداً منظم علامت Aماتریس دیͽر بیان به مͬ�دهند. نشان ١۴(SSR)

باشد. داشته یͺسان (اکید) علامت آن kی مرتبه�ی از مینورهای همه�ی ،k ∈ ⟨n⟩ هر برای
،α, β ∈ Qk,n و k ∈ ⟨n⟩ هر برای اگر (٢

detA[α|β] ≥ ٠(> ٠),

(STP) TP با را آن و مͬ�شود نامیده ١۶ اکید) مثبت (جمعاً مثبت١۵ جمعاً ماتریس ͷی A آن�گاه
مینورهای همه�ی هرگاه است، اکید) مثبت مثبت(جمعاً ماتریسAجمعاً دیͽر بیان به مͬ�دهند. نشان

باشند. (مثبت) نامنفͬ آن

ماتریس .١۶.١.١ مثال

A =

 −١ −٢ −٣ −٣
−۴ −۵ −۶ −۴
−۵ −۶ −۶ −٣

 ,

منفͬ آن ͷی مرتبه�ی مینورهای پس هستند، منفͬ A درایه�های همه�ی چون بͽیرید. نظر در را
نیز A دو مرتبه�ی مینورهای همه�ی که نمود بررسͬ مͬ�توان ساده محاسبه�ی ͷی با مͬ�باشند.
برای مͬ�باشد�. ϵ١ = ϵ٢ = −١ علامت�های با منظم علامت اکیداً A نتیجه در هستند. منفͬ
،β = (١,٢,٣) و α = (١,٢,٣) برای و detA[α|β] > ٠ ،β = (٢,٣,۴) و α = (١,٢,٣)

نیست. سه مرتبه�ی از منظم علامت اکیداً A پس ،detA[α|β] < ٠

ماتریس .١٧.١.١ مثال

A =

 −١ −٢ −٣
−٣ −۴ −۵
−۵ −۶ −۶

 ,

مͬ�باشد. ϵ١ = ϵ٢ = ϵ٣ = −١ علامت�های با SSR
باشد. منفͬ یا مثبت ماتریس آن که است این ماتریس ͷی بودن منظم علامت اکیداً برای لازم شرط

١۴strictly sign regular
١۵totally positive
١۶strictly totally positive



٨ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم تعاریف، .١

ماتریس .١٨.١.١ مثال

A =

 ۴ ٣ ١
٣ ۴ ٣
١ ٣ ۴

 ,

مثبت آن ͷی مرتبه�ی مینور�های پس هستند، مثبت A درایه�های همه�ی چون بͽیرید. نظر در را
مثبت نیز A دو مرتبه�ی مینورهای همه�ی که نمود بررسͬ مͬ�توان ساده محاسبه�ی ͷی با مͬ�باشند.

است. STP ،A پس ،detA = ۶ > ٠ بعلاوه هستند.

هر اما مͬ�باشند، i = ١,٢, . . . , n ،ϵi = +١ علامت�های با SSR ͬͽهم STP ماتریس�های
ماتریس مثال عنوان به نمͬ�باشد، STP لزوماً SSR ماتریس

A =

(
−١ −٢
−۴ −۵

)
,

نمͬ�باشد. STP اما بوده، ϵ١ = ϵ٢ = −١ علامت�های با SSR
مشخص را خاصͬ ماتریسͬ رده�ی در ماتریس ͷی عضویت که معادلͬ شروط یا قضیه هر به
علامت ماتریس�های برای مشخص�سازی ͷی زیر نتیجه�ی مͬ�گوییم. مشخص�سازی١٧ ͷی مͬ�کند،
ماتریس�ها، از جدیدی رده�ی برای نتایجͬ آوردن دست به جهت نتیجه این مͬ�کند. بیان نامنفرد منظم

مͬ�شود. گرفته کار به هستند، نیز SR ماتریس�های شامل که

است، ϵ = (ϵ١, . . . , ϵn) علامت دنباله با منظم علامت ،A ∈ Rn×n نامنفرد ماتریس .١٩.١.١ لم
،k ∈ ⟨n⟩ هر برای اگر فقط و اگر

ϵk detA[α|β] ≥ ٠, ∀α, β ∈ Qk,n, d(α) = ٠.

شود. رجوع [١] به برهان.

ماتریس .٢٠.١.١ مثال

A =

 ٣ ۴ ٠
١ ٣ ٠
٠ ۴ ٣

 ,

داریم وضوح به ،α ∈ Q٠
١,٣ هر برای ،ϵ١ = ١ فرض با k = ١ ازای به بͽیرید. نظر در را

ϵ١ detA[α|β] ≥ ٠.
١٧characterization



٩ اولیه تعاریف و نمادها .١.١

چون .ϵ٢ = ١ و k = ٢ مͬ�دهیم قرار
ϵ٢ detA[١,٢|١,٢] = ۵, ϵ٢ detA[١,٣|١,٢] = ٠,

ϵ٢ detA[٢,٣|١,٢] = ٠, ϵ٢ detA[١,٢|٢,٣] = ۴,

ϵ٢ detA[١,٣|٢,٣] = ٣, ϵ٢ detA[٢,٣|٢,٣] = ٩,

،α ∈ Q٠
٢,٣, β ∈ Q٢,٣ هر برای پس

ϵ٢ detA[α|β] ≥ ٠.

،ϵ٣ = ١ و k = ٣ برای همچنین
ϵ٣ detA[١,٢,٣|١,٢,٣] = ١۵.

مͬ�باشد. ϵ١ = ϵ٢ = ϵ٣ = ١ علامت�های با SR ،A نامنفرد ماتریس بنابراین

این مͬ�کند. بیان STP و SSR ماتریس�های برای ترتیب به را مشخص�سازی�هایͬ زیر نتیجه�ی
ͷی بودن STP یا و بودن SSR بررسͬ برای محاسبات میزان از زیادی حدود تا مشخص�سازی�ها

مͬ�کاهند. ماتریس

آن�گاه باشد، علامت دنباله ͷی ϵ = (ϵ١, . . . , ϵn) و A ∈ Rn×n اگر .٢١.١.١ قضیه
،k ∈ ⟨n⟩ هر برای اگر فقط و اگر است، ϵ علامت با منظم علامت اکیداً A (١

ϵk detA[α|β] > ٠, ∀α, β ∈ Q٠
k,n.

،k ∈ ⟨n⟩ هر برای اگر فقط و اگر است، اکید مثبت جمعاً A (٢
detA[α|١, . . . , k] > ٠, ∀α ∈ Q٠

k,n,

detA[١, . . . , k|β] > ٠, ∀β ∈ Q٠
k,n.

شود. رجوع [١٠] و [١] به ترتیب به برهان.

ماتریس .٢٢.١.١ مثال

A =

 −١ −٢ −٣
−٣ −۴ −۵
−۵ −۶ −۶

 ,

داریم وضوح به ،α, β ∈ Q٠
١,٣ هر برای ،ϵ١ = −١ فرض با k = ١ ازای به بͽیرید. نظر در را

ϵ١ detA[α|β] > ٠.



١٠ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم تعاریف، .١

چون .ϵ٢ = −١ و k = ٢ مͬ�دهیم قرار
ϵ٢ detA[١,٢|١,٢] = ٢, ϵ٢ detA[١,٢|٢,٣] = ٢,

ϵ٢ detA[٢,٣|١,٢] = ٢, ϵ٢ detA[٢,٣|٢,٣] = ۶,

،α, β ∈ Q٠
٢,٣ هر برای پس

ϵ٢ detA[α|β] > ٠.

،ϵ٣ = −١ و k = ٣ برای همچنین
ϵ٣ detA[١,٢,٣|١,٢,٣] = ٢ > ٠.

مͬ�باشد. ϵ١ = ϵ٢ = ϵ٣ = −١ علامت�های با SSR ماتریس ͷی A بنابراین

برای ،٢١.١.١ قضیه از بͽیرید.� نظر در را ١٨.١.١ مثال در شده تعریف ماتریس .٢٣.١.١ مثال
داریم k = ٢ برای .detA[١|٣] = ١ > ٠ و detA[١|٢] = ٣ > ٠ ،detA[١] = ۴ > ٠ ،k = ١

detA[١,٢|١,٢] =
(

۴ ٣
٣ ۴

)
= ٧,

detA[١,٢|٢,٣] =
(

٣ ۴
١ ٣

)
= ۵,

سطر-اول مینورهای ترتیب همین به .detA[١,٢,٣] = ۶ > ٠ همچنین هستند. مثبت دو هر که
است. اکید مثبت جمعاً A ماتریس ،�٢١.١.١ قضیه دوم قسمت به بنا مͬ�باشند. مثبت نیز آن

مͬ�باشد. آن بودن مثبت ماتریس، ͷی بودن STP برای لازم شرط

اکید مثبت جمعاً تقریباً ماتریس�های ٢.١

مͬ�شود. معرفͬ هستند، STP و TP ماتریس�های بین واسط که را ماتریس�ها از رده�ای بخش این در

در هرگاه است، ١٨(ASTP) اکید مثبت جمعاً تقریباً ،A ∈ Rn×m ،TP ماتریس .١.٢.١ تعریف
.[٩] کند صدق زیر شرط دو

درایه�های اگر فقط و اگر باشد، مثبت متوالͬ ستون�های و متوالͬ سطرهای با A مینور هر (١
باشند. مثبت مینور آن قطری

ترتیب به هم بعدی ستون�های یا سطرها باشد، داشته صفر ستون یا سطر ͷی A که حالتͬ در (٢
باشند. صفر

١٨almost strictly totally positive



١١ اکید مثبت جمعاً تقریباً ماتریس�های .٢.١

مͬ�کنند، صدق (٢) شرط در ١٩ (NTP) نامنفرد مثبت جمعاً ماتریس�های چون .٢.٢.١ تبصره
ماتریس هر کند. صدق (١) شرط در هرگاه است ASTP ،A نامنفرد مثبت جمعاً ماتریس ͷی پس

است. ASTP بدیهͬ �طور به A اکید مثبت جمعاً

ماتریس .٣.٢.١ مثال

A =


۶ ۴ ٣ ١
٠ ٣ ۴ ٣
٠ ١ ٣ ۴
٠ ٠ ١ ٣

 ,

مͬ�توان ساده محاسبه�ی ͷی با نمͬ�باشد. STP اما است نامنفرد مثبت جمعاً A بͽیرید. نظر در را
اگر فقط و اگر مͬ�باشد، مثبت متوالͬ ستون�های و متوالͬ سطرهای با A از مینور هر که داد نشان
است. ASTP فوق ماتریس ،٢.٢.١ تبصره به بنا بنابراین، باشند. مثبت مینور آن قطری درایه�های

کنید فرض .۴.٢.١ مثال

A =


١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ١ ١ ٠
٠ ١ ١ ١

 .

از شده تشͺیل A زیرماتریس دترمینان چون است. نامنفرد مثبت جمعاً A ماتریس وضوح به
یعنͬ ٢و٣، ستون�های و ٣و۴ سطرهای

det

(
١ ١
١ ١

)
,

فوق ماتریس ،٢.٢.١ تبصره به بنا بنابراین، هستند، مثبت آن قطری درایه�های اما مͬ�باشد، صفر
نمͬ�باشد. ASTP

ماتریس .۵.٢.١ مثال

A =

 ۴ ٣ ١
٣ ۴ ٣
١ ٣ ۴

 ,

است. ASTP ،٢.٢.١ تبصره به بنا نتیجه، در و بوده STP

اگر فقط و اگر است مثبت A مینور هر آن�گاه باشد، ASTP ماتریس ͷی A اگر .۶.٢.١ قضیه
باشند. مثبت مینور آن قطری درایه�های

شود. رجوع [٩] به برهان.
١٩nonsingular totally positive



١٢ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم تعاریف، .١

صدق ،١.٢.١ تعریف (١) شرط در تنها که مثبتͬ ماتریسجمعاً ،۶.٢.١ قضیه به بنا .٧.٢.١ تبصره
ماتریس مثال �عنوان به نمͬ�باشد. ASTP کند،

A =

 ١ ٠ ١
٠ ٠ ٠
٢ ٠ ٢

 ,

با A زیرماتریس دترمینان اما مͬ�کند. صدق ١.٢.١ تعریف (١) شرط در و است مثبت جمعاً
یعنͬ ١و٣، ستون�های و ١و٣ سطرهای

det

(
١ ١
٢ ٢

)
,

ASTP فوق ماتریس ،۶.٢.١ قضیه به بنا بنابراین، هستند، مثبت آن قطری درایه�های و مͬ�باشد صفر
نیست.

داخلͬ مثبت جمعاً ماتریس��های ٣.١

یͷمشخص�سازی و مͬ�شود معرفͬ (ITP) داخل٢٠ͬ مثبت جمعاً ماتریس�های رده�ی بخش، این در
ماتریس�های برای مشخص�سازی آن، از استفاده با سپس مͬ�گردد، ارائه ماتریس�ها از رده این برای
مͬ�کنیم. معرفͬ را زیر نماد�های ابتدا منظور این برای مͬ�شود. بیان (NASTP) نامنفرد٢١ ASTP
.γi ≥ i ،i هر برای و باشد نانزولͬ هرگاه است، ٢٢ͬ پلͺان دنباله�ی ͷی γ = (γ١, γ٢, ..., γn) دنباله�ی
aij = ٠ اگر ،A = (aij) ∈ Rn×n ماتریس برای باشند. پلͺانͬ دنباله�های γ و ρ کنید فرض

است. γ-پلͺانͬ ،ρ ماتریس ͷی A آن�گاه ،j > ρi یا i > γj زمانͬ�که
مͬ�شود، نامیده داخلͬ مینور ͷی α = (αi), β = (βi) ∈ Qk,n با detA[α|β] مینور این بر علاوه

،i = ١,٢, ..., k هر برای هرگاه
αi ≤ γβi

و βi ≤ ραi
,

یا αi > γβi
،i = ١,٢, . . . , k مقادیر بعضͬ برای هرگاه مͬ�شود، نامیده خارج٢٣ͬ مینور ͷی و

detA[α|β] اگر و مͬ�باشد صفر آن مقدار آن�گاه باشد، خارجͬ مینور ͷی detA[α|β] اگر .βi > ραi

باشد. غیرصفر یا صفر مͬ�تواند آن مقدار باشد داخلͬ مینور ͷی

مینورهای همه�ی هرگاه مͬ�شود، نامیده داخلͬ مثبت جمعاً A ∈ Rn×n ماتریس .١.٣.١ تعریف
.[٨] باشند مثبت A داخلͬ

٢٠inner totally positive
٢١nonsingular almost strictly totally positive
٢٢staircase sequence
٢٣outer minor



١٣ داخلͬ مثبت جمعاً ماتریس��های .٣.١

ماتریس .٢.٣.١ مثال

A =


١ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٢ ١ ٠ ٠
٠ ١ ١ ١ ٠
٠ ١ ١ ٢ ١

 ,

ͷی A که است واضح ،γ = (٢,۵,۵,۵,۵) و ρ = (١,٢,٣,۴,۵) فرض با بͽیرید. نظر در را
detA[۴,۵|٢,٣] مینور ،α = (۴,۵), β = (٢,٣) ∈ Q٢,۵ ازای به مͬ�باشد. γ-پلͺانͬ ،ρ ماتریس

شرایط در
۴ ≤ γ(٢) = ۵

۵ ≤ γ(٣) = ۵
,


٢ ≤ ρ(۴) = ۴

٣ ≤ ρ(۵) = ۵

تعریف به بنا نتیجه در است. صفر آن مقدار اما است، داخلͬ مینور ͷی بنابراین مͬ�کند، صدق
نمͬ�باشد. داخلͬ مثبت جمعاً A ،١.٣.١

مشخص�سازی این مͬ�کند. بیان مثبتداخلͬ ماتریس�هایجمعاً برای یͷمشخص�سازی زیر نتیجه�ی
مͬ�کاهد. ماتریس ͷی بودن داخلͬ مثبت جمعاً بررسͬ برای محاسبات میزان از زیادی حدود تا

A صورت این در باشد. γ-پلͺانͬ ،ρ ماتریس ͷی A = (ai,j) ∈ Rn×n کنید فرض .٣.٣.١ لم
داخلͬ مینور�های همه�ی اگر فقط و اگر است، داخلͬ مثبت جمعاً

detA[α|β] > ٠, ∀ k ∈ ⟨n⟩, α, β ∈ Q٠
k,n.

شود. رجوع [٨] به برهان.

ماتریس .۴.٣.١ مثال

A =


۶ ۴ ٣ ١
٠ ٣ ۴ ٣
٠ ١ ٣ ۴
٠ ٠ ١ ٣

 ,

ماتریس ͷی A که است واضح ،γ = (١,٣,۴,۴) و ρ = (۴,۴,۴,۴) فرض با بͽیرید. نظر در را
داخلͬ مینورهای ،α, β ∈ Q٠

١,۴ هر و k = ١ برای است. γ-پلͺانͬ ،ρ
detA[١|١] = ۶, detA[٢|١] = ۴, detA[٢|٢] = ٣,

detA[٣|٢] = ۴, detA[٣|٣] = ٣, detA[٢|٣] = ١,

detA[٣|۴] = ۴, detA[۴|۴] = ٣, detA[۴|٣] = ١,


