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چͺیده
سیستم حساسیت برآوردگرها این که مͬ�پردازد، مشتق برآوردگرهای معرفͬ به پایان�نامه، این
مهم بسیار که گوسͬ سیستم�های گرفتن نظر در با مͬ�آورند. بدست مقیاس پارامتر به نسبت را
انجام واریانس مبنای بر را آنها مقایسه�ی و آورده بدست را برآوردگرها باشند مͬ کاربردی و
نیز و تصادفͬ شبͺه�های زمینه در کاربرد نمونه عنوان به آن کاربرد دادن نشان برای مͬ�دهیم.

است. شده آورده مالͬ
مͬ�دهیم. انجام مقیاسͬ آمیخته مدل برای برآوردگرها مقایسه�ی و محاسبه نهایت در



ৎقد৤مग़ଘقدس�ଌୃنواژه�ॹభ୓࠾ت��ଓฬیدॿم

৮دروماభم



೯دایا...١
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان
به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای
را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست
ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و
نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن از من،
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در فداکاری
دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ، گستاخͬ بͬ�نمود،

کن. روزی بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

صمیمانه آرشͬ، دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه�
نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر
خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه همچنین،
سرشار عاطفه پاس به دوستانم تمام و خانواده� از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای و

۱۳۹۲کਿࣦومඵෂراਟی



پیش�گفتار

حساسیت برآوردگرها این که است. شده پرداخته مشتق برآوردگرهای معرفͬ به نامه، پایان این در
مͬ�کنند. مشخص پارامتر ͷی به نسبت را سیستم

است. شده بیان اولیه و لازم تعاریف و مفاهیم اول فصل در
پرداخته�ایم. آن�ها آوردن بدست ͬͽونͽچ و برآوردگرها معرفͬ به دوم فصل در

آن�ها و برده کار به گوسͬ سیستم�های مورد در را دو فصل در شده معرفͬ برآوردگرهای سوم فصل در
است. شده آورده مالͬ و تصادفͬ شبͺه�های زمینه�ی در کاربردی مثال دو سپس مͬ�کنیم، مقایسه را
آورده�ایم. را است شده استفاده کاربردها قسمت در که نویسͬ برنامه کدهای ضمیمه قسمت در

داده�ایم. تعمیم نرمال مقیاسͬ آمیخته مدل برای را نتایج چهارم فصل در و
است. بوده نویسنده کار حاصل است شده مشخص ** توسط که مواردی پایان�نامه این سرتاسر در



علایم فهرست

∀ هر ازای به
a.s یقین به قریب
!! دوگانه فاکتوریل
||x|| نرم
′ مشتق
sup سوپریمم
→ احتمال در همͽرایͬ
∼ اندازه) دو بودن(برای معادل و تصادفͬ) متغیر دو (برای هم�توزیعͬ
≺ مطلق پیوسته
⊗ دکارتͬ ضرب حاصل
L ͹لب اندازه
B بورل جبر σ
١(A) A مجموعه روی مشخصه تابع
∂ جزیͬ مشتق
L(X; .) عملͺرد برآوردگر
EP احتمال اندازه به نسبت امیدریاضͬ
Ft تصادفͬ فرآیندهای جبر σ
U(٠,١) (٠,١) بازه در یͺنواخت توزیع
Exp(λ) ١

λ
میانͽین با نمایͬ توزیع

Geo(θ) هندسͬ توزیع
γ(., .) گاما توزیع
Nb(., .) منفͬ دوجمله�ای توزیع
DM(., .) دوگانه ول ماکس توزیع
N (., .) نرمال توزیع
Φµ,σ σ٢ واریانس و µ میانͽین با متغیره ͷی نرمال چͽالͬ تابع
mµ,σ دوگانه ول ماکس چͽالͬ تابع
DIPA

θ ͷکوچ بینهایت ͬͽآشفت تحلیل مشتق برآوردگر
DSF

θ امتیاز تابع برآوردگر
DMVD

θ مقدار اندازه برآوردگر
Dsm

σ دومرحله�ای ترکیبͬ برآوردگر
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١ فصل

پیش�نیازها و مقدمات

مقدمه ١.١

مͬ�کنیم، بیان مجموعه این در بررسͬ مورد موضوع درباره�ی مختصری تاریخچه�ی ابتدا فصل این در

مربوط مفاهیم همچنین و مͬ�شوند استفاده بعد فصل�های در که اصلͬ قضایایͬ و تعاریف سپس

را است لازم مشتق برآوردگرهای آوردن بدست در که قضایایͬ سایر و اندازه نظریه و تابعͬ آنالیز به

یافت. (٢٠١٠) ٢ الن و رودین١(١٩٨٧) در مͬ�توان را بخش این در شده ارایه تعاریف مͬ�آوریم.

تاریخچه ٢.١

مͬ�دهیم، نشان L(X;σ) با را سیستم عملͺرد برآوردگر باشد. تصادفͬ متغیر ͷی X کنید فرض

نسبت را عملͺرد٣ برآوردگر میانͽین مͬ�باشد. پارامتر چند یا ͷی و X تصادفͬ متغیر از تابعͬ که

عملͺرد تابع تغییرات مͬ�نامند. عملͺرد۴ تابع را است EP[L(X;σ)] با برابر که P احتمال اندازه به

مͬ�خواهیم بنابراین مͬ�نامند. عملͺرد تابع حساسیت یا سیستم حساسیت را پارامتر به نسبت

(پول) زمان مقدار چه بدانیم تا کنیم مشخص مقیاس پارامتر به نسبت را عملͺرد تابع حساسیت
١Rudin
٢Allen
٣performance estimator
۴performance function



٢ پیش�نیازها و مقدمات .١

را عملͺرد) (تابع ریاضͬ امید مشتق مͬ�خواهیم نهایت در پس است. لازم پارامتر این برآورد برای

دهیم. قرار بررسͬ مورد مقیاس پارامتر به نسبت

که است ۵ (IPA) ͷکوچ بینهایت ͬͽآشفت تحلیل روش اولین دارد: وجود مشتق برآورد روش سه

یا عددی تابع روش شد، (١٩٩١)ارایه گلسرمن۶ توسط و مͬ�دهد نتیجه را ͬͺکوچ واریانس ͷی

(١٩٩٣) شاپیرو٨ و رابینستین توسط است آسان بسیار کاربرد در ٧که (SF/LR) درستنمایͬ نسبت

(MVD) مقدار اندازه مشتق روش نشده واقع مطالعه مورد خیلͬ که روش سومین و شد بیان

هیدرگات و است شده معرفͬ کراندار و پیوسته توابع برای (١٩٩۶) افلاگ١٠ پͬ توسط که ٩مͬ�باشد

کردند. بیان L١(P) توابع برای ( ٢٠٠۵) وزکیوز١١ و

قضایا و تعاریف ٣.١

آمده�اند. آتͬ فصول در نیاز مورد قضایای و تعاریف قسمت این در

جا همه تقریبا {Xn} تصادفͬ متغیرهای دنباله (١٢(a.s)راͽهم یقین به (قریب .١.٣.١ تعریف

باشیم داشته اگر است X به همͽرا

P(limn→∞Xn = X) = ١ (١.١)

X به همͽرا احتمال در {Xn} تصادفͬ متغیرهای دنباله احتمال) در (همͽرایͬ .٢.٣.١ تعریف

باشیم داشته اگر است،

∀ϵ > ٠; lim
n→∞

P([Xn −X] ≥ ٠) = ٠ (٢.١)
۵Infinite Perturbation Analysis
۶Glasserman
٧Score Function
٨Rubinstein and Shapiro
٩Measure Valued Derivative
١٠Pflug
١١Heidergott and Vazquez-Abad
١٢almost surely



٣ قضایا و تعاریف .٣.١

همͽرایͬ� هرگاه مͬ�باشد. Y و X تصادفͬ متغیر دو احتمال در همͽرایͬ X → Y از منظور

مͬ�شود. قید همͽرایͬ نوع باشد نظر مد دیͽری

مͬ�دهیم. نشان X ∼ Y ترتیبͬ رابطه با هستند هم�توزیع که را Y و X تصادفͬ متغیر دو

برای طوریͺه به ،M مانند است مجموعه�ای ͷمتری فضای ͷی (ͷمتری (فضای .٣.٣.١ تعریف

باشد: برقرار زیر شرایط d(., .) فاصله تابع و x, y ∈ Mنقطه دو هر

d(x, y) ≥ ٠, d(x, y) = ٠ ⇐⇒ x = y .١

d(x, y) = d(y, x) .٢

∀z ∈ M,d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z) .٣

چͽال زیرمجموعه�ی ͷی شامل جداشدنͬ، فضای ͷی جداشدنͬ) (فضای .۴.٣.١ تعریف

است. شمارش�پذیر

باشیم داشته اگر است کوشͬ همͽرای {xn} دنباله کوشͬ) (همͽرای .۵.٣.١ تعریف

∀ϵ > ٠ ∀m,n ≥ N٠ ∈ N; ||xm − xn|| < ϵ

درون همͽرا که کوشͬ همͽرای دنباله هر به کامل فضای ͷی کامل) (فضای .۶.٣.١ تعریف

دارد. اشاره است ،M ،ͷمتری فضای

به است، A ⊂ Ω های مجموعه از گردایه ͷی F -جبر σ ͷی جبر١٣) (سیͽما .٧.٣.١ تعریف

کند: صدق زیر شرط سه در طوریͺه

٠,Ω ∈ F .١

A ∈ F ⇒ Ac ∈ F .٢
١٣σ-Algebra



۴ پیش�نیازها و مقدمات .١

(Ai)
∞
i=١ ∈ F ⇒ ∪∞

i=١Ai ∈ F .٣

شده تولید -جبر σ را F = σ(X) دارد. اشاره شمارا اجتماعات مفهوم به -جبر σدر σ توجه:

گیریم. مͬ نظر در X تصادفͬ متغیر توسط

باشد مͬ زیر صورت به تابعͬ ساده تابع ساده١۴) (تابع .٨.٣.١ تعریف

f(x) =
n∑

i=١
ai١Ai

(x)

مͬ�باشد. A مجموعه مشخصه تابع ١A آن در که

به که است تصادفͬ متغیرهای از خانواده�ای تصادفͬ فرآیند ͷی تصادفͬ) (فرآیند .٩.٣.١ تعریف

است. وابسته زمان مانند متغیر پارامتر ͷی

اگر است، مطلق پیوسته Q به Pنسبت اندازه معادل) های واندازه مطلق (پیوسته .١٠.٣.١ تعریف

که مͬ�دهیم. نشان P ≺ Q نماد وبا P(A) = ٠ آنͽاه Q(A) = ٠ که A ∈ B(S) هر ازای به

باشد. مͬ S مجموعه�ی روی بورل جبر سیͽما B(S)

. Q ≺ P و P ≺ Q اگر فقط و اگر ،P ∼ Q معادلند، (احتمال) اندازه دو این

معادل ،µ اندازه، ͷی با (S,B(S)) روی P = {Pθ}, θ ∈ Θ احتمال اندازه�های از خانواده ͷی

.∀θ ∈ Θ,Pθ ∼ µ اگر تنها و اگر است؛

تصادفͬ فرآیند ͷی برای {Ft} σ-جبرهای از دنباله ͷی صافͬ ͷی (صاف١۵ͬ) .١١.٣.١ تعریف

باشد. Fs ⊂ Ft , s ≤ t هر برای اگر است {Xt}t∈[٠,T ]

Xt ,Ft اگر مͬ�شود گفته سازگار تصادفͬ فرآیند ͷی سازگار١۶) تصادفͬ (فرآیند .١٢.٣.١ تعریف

.Xt ∈ Ft باشیم داشته ٠ ≤ t ≤ T هر ازای به دیͽر عبارت به باشد، پذیر -اندازه
١۴simple function
١۵Filtration
١۶adapted



۵ قضایا و تعاریف .٣.١

انتخابͬ جبر -σ عنوان به Ft := σ(Xs;٠ ≤ s ≤ t) تصادفͬ، فرآیند ͷی برای کلͬ طور به

مͬ�شود. گرفته نظر در تصادفͬ فرآیندهای برای

σ٢ واریانس و µ میانͽین با نرمال تصادفͬ متغیر X که کنید فرض استاین١٧) (لم .١٣.٣.١ لم

امیدها) وجود فرض (با آنͽاه باشد.

E(g(X)(X − µ)) = σ٢E(g′(X)) (٣.١)

است. x به نسبت g تابع اول مشتق g′(x) آن در که

A⊗B با را B و A مجموعه�ی دو دکارتͬ حاصل�ضرب دکارتͬ) (حاصل�ضرب .١۴.٣.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به و داده نشان

A⊗B = {(x, y)|x ∈ A, y ∈ B} (۴.١)

،ͷمتری فضای ͷپولیشی پذیر اندازه فضای ͷی ( پولیش١٨ پذیر اندازه فضای ) تعریف٣.١.١۵.

است. کامل و جداشدنͬ

است. پولیش پذیر اندازه گیرد مͬ قرار آن در احتمال اندازه که فضایͬ مشتق، برآورد برای

مشتق برآوردگر ارایه�ی در اسͺورخود نمایش مͬ�دهیم. ارایه را اسͺورخود نمایش قضیه زیر در

احتمال فضای بین تناظر اسͺورخود نمایش قضیه�ی است. مفید ͷکوچ بینهایت ͬͽآشفت تحلیل

بورل مجموعه�ی B و بوده ͹لب اندازه L که دهد، مͬ ارایه را ([٠,١],B([٠,١]),L) و (Ω,F ,P)

است. [٠,١] بازه�ی روی

(Ω,F ,P)رویX(ω) پذیر اندازه تصادفͬ هرمتغیر برای ( (نمایشاسͺوروخود١٩ .١۶.٣.١ قضیه

.X ∼ Y طوریͺه به دارد وجود ([٠,١],B([٠,١]),L) روی Y (ω) تصادفͬ متغیر ͷی
١٧Stein’s lemma
١٨Polish Measurable Space
١٩Skorohod Representation



۶ پیش�نیازها و مقدمات .١

گرفت نظر در توزیع تابع معͺوس را Y تصادفͬ متغیر مͬ�توان مثال، طور به

X(ω) = F−١
x (ω) := sup{x ∈ S : F (x) ≤ u}

.( [٠,١] روی یͺنواخت تصادفͬ (متغیر u ∈ U ∼ (٠,١) آن در که

صورت به تواند مͬ عملͺرد تابع ،X(ω) = F−١
x (ω) اسͺوروخود نمایش از استفاده با .١٧.٣.١ لم

شود داده نمایش زیر

EP[L(X; θ)] =

∫
L(X(ω); θ)

n∏
i=١

Pθ(dx) (۵.١)

=

∫
[٠,١]n

L(X(θ;u))du١ · · · dun

است. [٠,١] مجموعه�های دکارتͬ حاصل�ضرب [٠,١]n :=
⊗n

j=[٠,١]١ آن در که

نوشت مͬ�توان تعریف طبق برهان.

EP[L(X(θ); θ)] =

∫
L(X(ω(θ); θ); θ)

n∏
i=١

P(dx)

داریم X(ω) = F−١(ω) جایͽذاری با سپس

P(dx) = P(F−١(du)) = du

همچنین

L(X; θ) = L(X(θ);u)

مͬ�دهد. نتیجه را (۵.١) این که

ͷی روی تصادفͬ متغیرهای از دنباله�ای (Xn)
∞
n=اگر١ تسلط٢٠ͬ) همͽرایͬ (قضیه .١٨.٣.١ قضیه

باشیم داشته همچنین Xn
a.s−→ X که بطوری باشد، (Ω,F ,P) احتمال فضای

supn|Xn| < K a.s (E[K] < ∞)

٢٠Dominated Convergence Theorem



٧ قضایا و تعاریف .٣.١

آنͽاه

limn→∞E[Xn] = E[X]

روی L(X(θ), θ) تصادفͬ متغیرهای دستͽاه از تابع ͷی لیپشیتس٢١) (پیوسته تعریف١٩.٣.١.

E[K] < ∞ شرط با K تصادفͬ متغیر ͷی اگر است، شیتس لیپ پیوسته جا همه تقریبا (Ω,F ,P)

باشند، داشته وجود است Rk در محدب مجموعه زیر ͷی Θ که θ, θ + ∆θ ∈ Θ وپارامترهای

بطوریͺه

sup
θ,θ+∆θ∈Θ

||L(X; θ +∆θ)− L(X; θ)|| ≤ K∆θ (۶.١)

P(.) احتمال اندازه دو برای ١٠.٣.١ تعریف طبق فرضکنید (رادون�نیͺودیم٢٢) .٢٠.٣.١ قضیه

داشته وجود رادون-نیͺودیم) (مشتق نامنفͬ پذیر Q-اندازه تابع ͷی اگر ،P ≺ Q باشیم داشته Q و

داشته A ∈ B(S) هر ازای به بطوریͺه است، (S,B(S)) روی چͽالͬ تابع ͷی f := dP
dQ باشد،

باشیم:

P(A) =
∫
A

f(x)Q(dx) (٧.١)

آنͽاه باشند قضیه همانند P,Q های اندازه اگر است: برقرار نیز رادون-نیͺودیم قضیه عͺس

.P ≺ Q

است. ͬͺی احتمال چͽالͬ تابع با رادون-نیͺودیم مشتق باشد، ͹لب اندازه Q = L اگر

تصادفͬ متغیر ͷی احتمال جرم با برابر رادون-نیͺودیم مشتق باشد، شمارشͬ اندازه Q = ι اگر

است. گسسته

استفاده (SF ) عددی تابع روش برای که آمده رادون-نیͺودیم مشتق به مربوط نتیجه دو زیر در

مͬ�شود.

٢١Lipschitz Continuity
٢٢Radon-Nikodym



٨ پیش�نیازها و مقدمات .١

C ∈ B(S) هر ازای به باشد، (S,B(S))روی پذیر Q-اندازه تابع g(.) فرضکنید .٢١.٣.١ نتیجه

∫داریم
A

g(x)P(dx) =
∫
A

g(x)f(x)Q(dx) (٨.١)

باشد. مͬ ٢٠.٣.١ قضیه در -نیͺودیم رادون f(x)مشتق که

حالت برای آن�ها ͷکم به سپس آورده، نامنفͬ ساده، مشخصه، توابع برای را اثبات ابتدا برهان.

مͬ�کنیم. کامل g(.) پذیر Q-اندازه توابع کلͬ

داریم A پذیر اندازه Q مجموعه برای ٢١.٣.١ قضیه از استفاده مشخصه:با توابع .١

P(A) =
∫
A

P(dx) =
∫
A

Q(dx) =

∫
A

f(x)Q(dx)

بدو دو های مجموعه (Aj)
n
j=١ که طوری به g(x) :=

∑n
j=١ ١(Aj) فرض ساده:با توابع .٢

داریم ١ از استفاده با و هستند ∫مجزا
g(x)P(dx) =

n∑
j=١

P(Aj) =
n∑

j=١

∫
١(Aj)f(x)Q(dx) =

∫
g(x)Q(dx)

ساده توابع از صعودی دنباله�ی ͷی صورت به توان مͬ را g(x) نامنفͬ تابع نامنفͬ: توابع .٣

داریم ٢ و یͺنوا همͽرایͬ قضیه از داد. نمایش gj(x)∫
g(x)P(dx) =

∫
limn→∞gn(x)P(dx)

=

∫
f(x)limn→∞gn(x)Q(dx)

=

∫
f(x)g(x)Q(dx)

شود تجزیه خود منفͬ و مثبت قسمت دو به تواند مͬ g(x) تابع کلͬ: پذیر Q-اندازه توابع .۴

چون g+(x) := max(g(x),٠), g−(x) := max(−g(x),٠) که g(x) = g+(x)− g−(x)

. برد کار به (٨.١) آوردن بدست برای را ٣ مͬ�توان هستند، نامنفͬ توابع g+, g−



٩ قضایا و تعاریف .٣.١

آنͽاه P ∼ Q و P,Q ≺ µ اگر .٢٢.٣.١ نتیجه

dP
dQ

(x) =

(
dP
dµ

dµ

dQ

)
(x) (٩.١)

داریم A ∈ B(S) هر برای ٩.١ نتیجه�ی از استفاده با g(.) پذیر -اندازه P تابع ͷی برای برهان.

∫
A

g(x)P(dx) =
∫
A

g(x)
dP
dµ

µ(dx) (١٠.١)

داریم همچنین

∫
A

g(x)P(dx) =
∫
A

g(x)
dP
dQ

Q(dx) =

∫
A

g(x)
dP
dQ

dQ
dµ

µ(dx) (١١.١)

شود. مͬ نتیجه (٩.١) بالا، معادلات سازی مرتب و مقایسه با

حقیقͬ توابع مجموعه ͷی معین، اندازه ͷی معین٢۴) متناه٢٣ͬ،اندازه (اندازه .٢٣.٣.١ تعریف

باشد: زیر ویژگͬ دو دارای بطوریͺه است، µ : A → R, A ∈ B(S) مقدار

µ(∅) = ٠ .١

µ(∪∞
i=١Ai) =

∑∞
i=١ µ(Ai) آنͽاه باشد، مجزا بدو دو های مجموعه از ای گردایه (Ai)

∞
i=١ اگر .٢

شمارا). (اجتماع

باشد. مͬ supA∈B|µ(A)| = K < ∞ ویژگͬ با اندازه ͷی متناهͬ اندازه ͷی

اندازه) ضعیف پذیری مشتق اندازه، ضعیف ͬͽپیوست) .٢۴.٣.١ تعریف
٢٣Finite Measure
٢۴Signed Measure



١٠ پیش�نیازها و مقدمات .١

است ضعیف پیوسته (S,B(S)) روی ،P = {Pθ}θ∈Θ احتمال، های اندازه از خانواده ͷی

و (
∫
s
|g(x)|P(dx) < ∞ دیͽر عبارت (به ،g ∈ L١(S) پذیر Pθ-اندازه توابع Pθ(.) هر ازای اگربه

باشیم داشته ∆θ → ٠ وقتͬ طوریͺه به باشند داشته وجود θ, θ +∆θ ∈ Θ ∫پارامترهای
S

g(x)P(dx; θ +∆θ) →
∫
S

g(x)P(dx; θ)

-اندازه Pθ توابع Pθ(.) هر ازای به اگر است ضعیف پذیر مشتق احتمال های اندازه از خانواده ͷی

طوریͺه: به باشند داشته وجود θ, θ +∆θ ∈ Θ و g ∈ L١(P) پذیر

lim∆θ→٠
١
∆θ

[ ∫
S

g(x)Pθ+∆θ(dx)−
∫
S

g(x)Pθ(dx)
]
→

∫
S

g(x)P′
θ(dx)

است. متناهͬ معین اندازه ͷی Pθ آن در که

همیشه هرچند نیست. یͺتا احتمال اندازه دو تفاضل صورت به متناهͬ معین اندازه ͷی تجزیه

مͬ�شود. ارایه جردن-هان تجزیه قضیه بوسیله زیر در که داشته وجود

به تواند مͬ S پولیش فضای ͷی در ν معین اندازه ͷی جردن�هان٢۵) (تجزیه .٢۵.٣.١ قضیه

اجتماع ͷی بوسیله تواند مͬ S مجموعه که شود تجزیه ν = ν+ − ν− اندازه دو تفاضل صورت

پذیر اندازه ν مجموعه هر برای بطوریͺه شود داده نشان S = S+ ∪ S− مجموعه دو از مجزا

B ⊂ S− پذیر اندازه ν مجموعه ͷی برای مشابه طور .به µ−(A) = و٠ µ+(A) ≥ ٠ ، A ⊂ S+

. µ+(B) = ٠ و µ−(B) ≥ ٠ ،

صورت به مͬ�تواند θ ∈ Θ; νθ متناهͬ معین اندازه ͷی ٢۵.٣.١ قضیه از نتیجه ͷی عنوان به

νθ := c١(θ)Ṗθ − c٢(θ)P̈θ

. supA∈B(S+)ν
+(A) = K+ زیرا باشند)، مͬ احتمال اندازه Ṗ, P̈) شود داده نمایش

است. مشابه نیز ν−(.) اندازه برای نمایش
٢۵Jordan-Hahn Decomposition


