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  چکیده

را ارائه می دهیم، ژاکوبین  فرمول صریح. هندسه ي ژئودزي ها را روي یک بیضی گون لورنتس توضیح می دهیم

فرمی  - 1هم ارز، ثابت فرم مساحت روي ژئودزیک هاي فضاسان و زمان سان و ثابت  یانحنا، متریک هاي به طور ژئودزیک

یک قضیه نوع پانسله را براي ژئودزي هاي پوچ روي بیضی گون ثابت می . روي فضاي ژئودزي هاي پوچ را ارائه می دهیم

این صورت، هر ژئودزیک پوچ  در نزدیک شود،اگر یک چنین ژئودزیکی، پس از نوساناتی، به کمربند شبه ریمانی : کنیم

  .دیگري روي بیضی گون هم همین طور خواهد بود
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  پیش گفتار 

ــا             ــیر ی ــرین مس ــه ت ــیم، بهین ــی بین ــود م ــراف خ ــه در اط ــه ک ــر آن چ ــا در ه ــد، تقریب ــی دانی ــه م ــه ک ــان گون هم

ترافیــک، زمــین، حرکــت ربــات ها،حرکــت کشــتی هــا، حرکــت ســیارات، کهکشــان  : ژئودزیــک هــا، خــط راســت نیســتند

اســت و هندســه هــاي نــا  بنــابر ایــن، مــی تــوان گفــت کــه هندســه اقلیدســی دل بخــواه تــرین نــوع هندســه  ... . هــا، کیهــان و

هــاي نــا اقلیدســی اي  خمینــهدر حقیقــت مــا در ایــن نوشــته ســعی داریــم ابتــدا مفهــوم  . اقلیدســی بــه واقعیــت نزدیــک ترنــد

هــاي مینکوفســکی را مــورد مطالعــه قــرار دهــیم و در نهایــت بــه عنــوان  خمینــه هــاي ریمــانی و شــبه ریمــانی و  خمینــهچــون 

  .وي یک بیضی گون که شبیه ترین شکل به زمین است، بررسی کنیمیک مثال و مطالعه موردي، نتایج را ر
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 فصل اول
 

 1تعریف ھا و قضیھ ھای ابتدایی

 

 

 ضرب خارجی. 1.1

)فرمــی خــارجی p-. 1.1.1تعریــف ) pAlt t E∈Ω 2را یــک تنــاوب 
oاز نــوع tتانســور 

pt E∈⊗  نامیــده و بــھ صــورت زیــر تعریــف مــی
 نمائیم

11( )( ,..., ) sgn( ) t(X ,..., )
p

p

pAlt t X X Xδ δ
δ δ

δ
∈

= ∑  

                                                           
  .شده اند برداشتھ [1,2]مباحث این فصل عموما از  1
2 alternation  
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ــا ــروه  pδدر اینج ــت از گ ــارت اس ــایعب ــت ھ }جایگش }1,..., p و 

1( ,..., )pδ δ δ=گروه می باشد عضو این. 

ptاگر .1.1.2قضیھ E∈ Ω داریم( ) !Alt t p t=. 

 .مراجعھ شود [1]بھ منبع  .اثبات

ــتعر ــارجی.(1.1.3فی ــرب خ ــیم) 3ض ــرض کن pف Eω ∈ Ω وq Eπ ∈ Ω 
فرمــی اســت کــھ آن را بــھ  -)p+q(ضــرب خــارجی ایــن دو فــرم یــک 

 صورت زیر تعریف می نمائیم

1( )                ( )
! !

p q E Alt
p q

ω π ω π ω π+∧ ∈Ω ∧ = ⊗  

 :ضرب خارجی دارای خواص زیر است. 1.1.4قضیھ

,اگــر: انجمنــی ) الــف ,γ β αھ از درجــ بــھ ترتیــب فــرم ھــایی
 باشند آنگاه lو  p،q ھاي

( ) ( )α β γ α β γ∧ ∧ = ∧ ∧  

 )ب

1( ) ( )
! ! !

Alt
p q l

α β γ α β γ∧ ∧ = ⊗ ⊗  

و  βو فـرم ھـاي ھـم درجـھ αبـراي فـرم :  توزیع پذیری) ج
γ  داریم 

( )α β γ α β α γ∧ + = ∧ + ∧  

 داریمγفرم و  βو αو براي فرم ھاي ھم درجھ 

                                                           
1 wedge product 
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( )α β γ α γ β γ+ ∧ = ∧ + ∧ 

pاگر) د Eα ∈ Ω وq Eβ ∈ Ω آن گاه 

( 1) pqα β β α∧ = − ∧  

 .مراجعھ شود [1]بھ منبع  .اثبات

ــذکر  ــھ  .1.1.5ت ــایی نتیج ــیت جابج ــھ از خاص ــریم ک ــی گی  م

2فـرد باشـد یعنـی اگـردرجـھ از  αاگر 1p Eα +∈ Ω 0آنگـاهα α∧ =

. 

 متریک ریمانی. 1.2

ــیم  ــرض کن ــک  Mف ــھی ــلاس  خمین ــذیر از ک ــیل پ  و C2دیفرانس
 .باشد  بیشتر

دیفرانســیل  خمینــھروی   4یــک متریــک ریمــانی . 1.2.1تعریــف

0 از نوع gعبارتست از یک تانسور  Mپذیر 
2

 
 
 

 بطوریکھ  Mروی  

 متقارن باشد، یعنی M ،gpاز  pدر ھر نقطھ : الف

, , ( , ) ( , )p p pX Y T M g X Y g Y X∀ ∈ =  

 اگـر معـین مثبـت باشـد، یعنـی M ،gpاز  pدر ھر نقطـھ : ب
0X ) آنگاه  ≠ , ) 0pg X X >.  

                                                           
4 Riemannian metric 
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بھ راحتی می تـوان بررسـی نمـود کـھ تانسـور در ھـر نقطـھ 
M یک ضرب داخلـی روی pT Mایـن ضـرب داخلـی را. تعریـف مـی کنـد 

, با pX Y< > ) یا تانسور  , )pg X Y نمایش می دھیم. 

ــر  ــھ ) x,U(اگ ــایگی نقط ــارت در ھمس ــک ک ــھاز  pی  ،M خمین
1( ) ( ,..., )nx p x x= ــھ آن و ــتھ ب ــعی وابس ــات موض ix مختص

∂ 
 ∂ 

ــھ   پای

pT در pای در ھمسایگی  M وباشد 

p
1 1

( )        ,         Y ( )
n n

i i
p i i

i i
X X p Y p

x x= =

∂ ∂
= =

∂ ∂∑ ∑  

آنگــاه در مختصــات موضــعی تانســور ریمــان بــھ صــورت زیــر 
 :نوشتھ می شود

, 1

( , ) ( ) ( , )
n

i j
p ij

i j
g X Y g p dx dx X Y

=

= ⊗∑  

 متقــارن اســت رابطــھ فــوق را مــی تــوان بــھ صــورت gچــون 
i j

ijg g dx dx= ــھ در آن∑ ــت ک )1 نوش ,..., )n
ijg x x   ــتند ــوابعی ھس ت

p در ھمســایگی) x,U(کــھ روی کــارت  M∈  بــھ صــورت زیــر تعریــف

ij و در رابطھ می شوند jig g=دنصدق می کن.  

( ) ( ), ( )  ( ), ( )ij i j j ig p g p p p p
x x x x
∂ ∂ ∂ ∂ = = ∂ ∂ ∂ ∂ 
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ـــاا ـــر دترمین ـــد آن را یماتر نگ ـــفر باش ـــالف ص ـــی مخ س
ایــن مفھــوم بــھ نــوعی معــادل مفھــوم . مــی نــامیم 5نــاتبھگون

ijg معکوس پذیری ماتریس   و معین بودن تانسورg است. 

ix بــا مختصــات اقلیدســی و پایــھ n فضــای .1.2.2مثــال 
∂ 

 ∂ 

 pرا بـرای فضــای ممـاس در نظــر مـی گیــریم اگـر مختصــات نقطــھ 
)1 توسط ,..., )nx xداده شود، داریم: 

( ) ( ), ( )ij iji jg p p p
x x

δ
∂ ∂

= =
∂ ∂  

ــل ــان حاص ــک ریم 1 متری 2 2
1

( ) ... ( )n i j n
iji

g dx dx dx dxδ
=

= = + +∑
متریــک . یــا متریــک اقلیدســی مــی نامنــد   6را متریــک طبیعــی،

T یــک متریــک دیگــری در gریمــانی  M∗  فضــای دوگــانTM  تولیــد

g می کند کھ آن را بـا .,. یـا∗ ∗
g .نمـایش مـی دھـیم تانسـوری از  ∗

نوع
2
0

 
 
 

 .است 

, 1

n
ij

i j
i j

g g
x x

∗

=

∂ ∂
= ⊗

∂ ∂∑  

ــواص  ــتفاده از خ ــا اس ــی ب ــان م ــای دوگ ــی در فض ــرب داخل ض

ــاتریس ــھ م ــت ک ــھ گرف ــوان نتیج )ت )ijg p  ــھ ــر نقط ــوس  pدر ھ معک
)ماتریس )ijg p است و داریم: 

                                                           
5 non-degenerate 
6 natural metric 
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1

n
kj j

ik i
k

g g δ
=

=∑  

ــر ,اگ pX Y T M∈  ــانی ــک ریم ــاه متری ــرب  g(X,Y)آنگ ــا ض ی

 :را می توان بھ صورت زیر نوشت Yو  Xداخلی بین دو بردار 

1 1 ,
, , , .

n n n
i j i j

i j i j
i j i j

X Y X Y X Y
x x x x= =

∂ ∂ ∂ ∂
< >=< >= < >

∂ ∂ ∂ ∂∑ ∑ ∑  

,
( , ) , .

n
i j

ij
i j

g X Y X Y g X Y=< >= ∑  

ــی ــای اقلیدس ــاص فض ijدر حالــت خ ijg δ=  ــرب ــھ ض ــوق ب ــرب ف ض

 .تبدیل می شود nداخلی عادی در

ھمـراه بـا متریـک  Mدیفرانسـیل پـذیر  خمینـھ .1.2.3تعریف 
نمـایش مـی  (M,g)نامیـده توسـط  7ریمـانی خمینـھ را یک gریمانی 

 .دھیم

ــف  ــیم  .1.2.4تعری ــرض کن )و (m,g)ف , )M g  ــھدو ــانی  خمین ریم
f:بــوده و M M→ نگاشــت . یــک دیفئومورفیســم باشــدf ھــم  را یــک

gگوئیم اگر 8متري f g∗= داشتھ باشیم یا بھ عبارت معادل:  

( ) p( , ) (( ) , ( ) ),         X,Y T ,p f p p pg X Y g f X f Y M p M∗ ∗= ∀ ∈ ∀ ∈  

یکـدیگر ھـم بـا  Mو M خمینـھدر این صورت مـی گـوئیم دو 
 .ھستند متر

                                                           
7 Riemannian manifold 
8 isometry 
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گـوئیم اگـر  9موضـعی ھـم متـرییـک  pرا در نقطـھ  fنگاشت 
ـــایگی  ـــک ھمس ـــامل  Uی ـــھ pش ـــوری ک ـــھ ط ـــد ب ـــود باش موج

: ( )f U f U M→ از pاگـر بـھ ازاء ھـر نقطـھ . ھم متـری باشـد ⊃

M  موضـعی موجـود باشـد، مـی گـوئیم  ھـم متـريیکM وM  بـھ
 .طور موضعی ھم متر ھستند

( ) .
i jb

ija

dx dxL C dt
dt dt

δ= ∫  

 در ھندسھ اقلیدسی خمطول قوس 

 

( ) ( ) .
i jb

ija

dx dxL C g x dt
dt dt

= ∫ 

 در ھندسھ ریمانی خمطول قوس 

 

 

 التصاق خطی و مشتق گیری ھمگرد.1.3

)دیفرانسـیل پـذیر و  خمینـھیـک  Mفرض کنـیم  )Mχ  مجموعـھ
 .میدان ھای دیفرانسیل پذیر روی آن باشد

قــانونی باشــد کــھ بــھ  ∇فــرض کنــیم عملگــر . 1.3.1تعریــف 
)از Xھـــر میـــدان بـــرداری  )Mχیـــک نگاشـــت ،x∇ بـــا فـــرض

: ( ) ( ) ( )M M Mχ χ χ∇ × ــر  → ــرایط زی ــھ در ش ــازد ک ــی س ــوط م مرب
 :صدق می کند

                                                           
9 locally isometry 
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    ,fX gY X YZ f Z g Z+∇ = ∇ + ∇ 

    (  ) (  ) ,X Xf Y f Y X f Y∇ = ∇ + 

,کـــھ در آن ( )f g C M∞∈ و, , ( )X Y Z Mχ∈ . اگـــرf  یـــک تـــابع

ــد Mروی  ــر. باش ــاه اث ــط  ∇xآنگ xرا توس f X f∇ ــی  = ــف م تعری
  10را یـک التصـاق خطـی یـا التصـاق آفـین ∇در این صورت . کنیم
 Xنســبت بــھ  11را مشــتق گیــری ھمگــرد ∇xنامیــده و عملگــر Mروی 

 .می نامیم

در شــرایطی کــھ قــبلاً بــرای یــک ∇xبایــد در نظــر داشــت کــھ
∇xمشـتق ھمگـرد. عملگر مشتق گیری بیـان نمـودیم صـدق مـی کنـد

 .را می توان بھ صورت موضعی زیر نوشت M خمینھروی 

 pیــک کــارت در ھمســایگی نقطــھ ) x,U(فــرض کنــیم  .1.3.2لــم 
آنگـاه. باشـد ∇ھمـراه بـا التصـاق آفـین Mبعدی  n– خمینھروی 

xY∇ در این مختصات را می توان بھ صورت گسترده زیر نوشت. 

( . ) ,i i j k
x jk iY X Y X Y

x
∂

∇ = + Γ
∂ 

 کــھ ضــرایب
k
i jΓ  تــوابعی حقیقــی رویM در اینجــا از . ھســتند

ــرارداد ــت و  ق ــده اس ــتفاده ش ــدی اس ــع بن ــادیر  iو  jو  kجم مق
3،2،1،...،n را اختیار می کنند. 

 .مراجعھ شود [2]بھ منبع  .اثبات
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تعبیــر ھندســی مشــتق گیــری ھمگــرد در طــول .1.4
 خمیک 

ــیم  ــرض کن ــک  Mف ــھی ــا  خمین ــراه ب ــذیر ھم ــیل پ دیفرانس
ــین ــاق آف ــوده ∇التص )ب ) :[ , ]C t a b M→  ــک ــمی ــذیر  خ ــیل پ دیفرانس

 . باشد M خمینھروی 

 

یـک  C(t)در طـول  Xبـھ ھـر میـدان بـرداری . 1.4.1عریفت -لم
)'و تنھا یک میـدان بـرداری )C t X∇ایـن میـدان . وابسـتھ مـی گـردد

مـی نـامیم و آن را  C خـمبرداری را مشتق گیـری ھمگـرد در طـول 

Dبا نماد ساده X
dt

 .نمایش می دھیم

 خـمیـک  C(t)فـرض کنـیم . تعبیر ھندسـی مشـتق گیـری ھمگـرد
)0اگــر بــردار ممــاس در نقطــھ. باشــد M خمینــھروی  )p C t=را بــا

0 
    |  
 p t t p

d CV T M
d t == ــی ∋ ــتاب یعن ــردار ش ــت ب ــن اس ــیم ممک ــایش دھ نم

2

.2 |t t
d C
d t pTبــھ pدر نقطــھ  = M  تعلــق نداشــتھ باشــد و نتــوان آن

pTرا بر اساس اعضـای پایـھ  M لـذا مفھـوم مشـتق گیـری . نوشـت
. از یک بردار بھ شکل معمول یـک خاصـیت طبیعـی یـا ذاتـی نیسـت

لذا برای رفـع ایـن مشـکل بـردار
2

2

d C
d t

را بـا دو مؤلفـھ شـتاب   

قائم و مؤلفھ شـتاب مماسـی طـوری تجزیـھ مـی کنـیم کـھ بـردار 

ــی در روی ــتاب مماس pTش M ــد ــتھ باش ــرار داش ــردار . ق ــال ب ح

ـــی در روی ـــتاب مماس pTش M  ـــا t|.را ب
d V
d t

ـــایش داده آن را   نم

از نظـر فیزیکـی . مـی نـامیم C خـمل مشتق گیـری ھمگـرد در طـو 
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مؤلفـھ شـتاب قـائم باعـث مـی شـود کـھ جسـم مـورد نظـر ھنگـام 
 .خارج نشود M خمینھقرار داشتھ از  C خمحرکت بر روی 

دیفرانسـیل پـذیر بـا  خمینـھیـک  Mفـرض کنـیم . 1.4.2تعریف
C: خـمرا در طـول  Vمیـدان بـرداری . باشـد∇التصاق خطـی I M→ 

tگوئیم، اگـر بـھ ازای ھـر 12موازی I∈ 0 .داشـتھ باشـیمDV
dt

ھ بـ=

0عـــلاوه اگـــر 0( )V t V=   آنگـــاه میـــدان بـــرداریV  را انتقـــال
 .می نامیم Cدر طول  V  13موازی

ــارش،  ــادگی در نگ ــرای س ــث ب ــھ بح ــش و در ادام ــن بخ در ای

ــی  ــرض م ــیمف کن
i ix

∂
= ∂

∂
ــا   ــرود ب ــتباه ن ــال اش ــاه احتم و ھرگ

ــتفاده از  ــتایناس ــدی آینش ــع بن ــرارداد جم ــت  ق ــتن علام از نوش
   .زیگما خودداری می کنیم

دیفرانسـیل پـذیر بـا  خمینـھیـک  Mفـرض کنـیم . 1.4.3گزاره
ــی ــاق خط C:و ∇التص I M→  ــک ــمی ــیل پــذیر روی  خ  Mدیفرانس

اگــر. باشــد
00 ( )C tV T M∈  بــردار ممــاس بــرM  0در نقطــھ( )C t باشــد

موجـود  C خـمدر طـول  Vآنگاه یـک میـدان بـرداری مـوازی یکتـا 

0است بھ طوری کھ  0( )V t V= 

 .نیست مماس C خمبر  V0رتوجھ شود کھ الزاماً بردا

 .مراجعھ شود [2]بھ منبع  .اثبات
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ــھ . 1.5 ــی ھندس ــیھ اساس ــانی و قض ــاق ریم التص
 ریمانی

ــف ــی.1.5.1تعری ــاق خط ــک التص ــر ی ــھروی  ∇اگ ــانی  خمین ریم
(M,g) ــانی ــاق ریم ــد، آن را التص ــدق کن ــر ص ــرایط زی ــی  14در ش م

 .نامند

)1.5.1 (                    [ , ],X YY X X Y∇ −∇ = 

)1.5.2(       , , , ,X XX Y Z Y Z Y Z= ∇ + ∇ 

,کھ در آن ( )X Y Mχ∈. 

ــوی ــاق ل ــانی را التص ــاق ریم ــا -التص ــی ویت ــی  15چ ــز م نی
ــد ــھ . گوین ــاب آزادی) 1.5.1(رابط ــرط ت ــھ  16را ش ) 1.5.2(و رابط

بـھ عبـارت دیگـر اگـر . مـی نامنـد 17را شرط سازگاری با متریـک
 تانسور تاب یک التصاق را بھ صورت 

      
: ( ) ( ) ( )
( , ) [ , ]X Y

T M M M
T X Y Y X X Y

χ χ χ× →
= ∇ − ∇ − 

)معادل 1.5.1 آنگاه شرط زیر تعریف کنیم , ) 0T X Y  .است =

                                                           
14 Riemannian connection 
15 Levi-Civita Connection 
16 torsion freeness 
17 metric compatibility 
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