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مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�هاي بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه حجتی،

نمی�رسید. انجام به
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سپاسگزارم. دادند، قرار ارزیابی و بررسی مورد را پایان�نامه این دقت کمال در و فرمودند
مدت تمام در ایشان بی�دریغ کمک�هاي خاطر به عبدي علی دکتر آقاي جناب از همچنین

دارم. را تشکر کمال پایان�نامه این تدوین
فروغی شعرباف علی
1391 مرداد



علی نام: فروغی شعرباف خانوادگی: نام

نردسیک فرم در عمومی خطی روش�هاي براي خطا تخمین پایان�نامه: عنوان

حجتی غلامرضا دکتر راهنما: استاد
خیري حسین دکتر مشاور: استاد

عددي آنالیز گرایش: کاربردي ریاضی رشته: ارشد کارشناسی تحصیلی: مقطع

ریاضی علوم دانشکده: تبریز دانشگاه:
87 صفحه: تعداد 1391 تابستان فارغ�التحصیلی: تاریخ

نردسیک، روش�هاي عمومی، خطی روش�هاي معمولی، دیفرانسیل معادلات کلیدواژه�ها:
خطا. تخمین موضعی، سازي گسسته خطاي متغیر، طول�گام

چهارچوب ترکیب منظور به بوچر توسط ،(GLMs) عمومی خطی روش�هاي چکیده:
عمومی خطی روش�هاي موضعی سازي گسسته خطاي شد. معرفی متعارف روش�هاي
آوردن دست به می�رسد نظر به بنابراین دارد بستگی طول�گام�ها نسبت تمام دنباله�ي به
روش�هاي ساختار پایان�نامه این در نباشد. عملی متناظر، خطاي تخمین براي دقیق فرمولی
گسسته خطاي درباره و کرده بررسی را متغیر طول�گام با نردسیک فرم در عمومی خطی
تخمین آن در که داد خواهیم شرح را رویکردي همچنین و کرد خواهیم بحث موضعی سازي

می�شود. تعیین عددي طور به موضعی سازي گسسته خطاي



مطالب فهرست

ث مطالب فهرست
1 پژوهش پیشینه و مقدماتی مفاهیم 1
1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدماتی مفاهیم 1.1
4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددي روش�هاي 2.1
5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی چندگامی روش�هاي 3.1
6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش عمومی فرم 1.3.1
7 . . . . . . . . . . . . همگرایی و صفر-پایداري سازگاري، مرتبه، 2.3.1
9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش پایداري 3.3.1
11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش خطاي 4.3.1
12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشگو-اصلاحگر روش�هاي 5.3.1
14 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رانگ-کوتا روش�هاي 4.1
15 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژگی و ساختار 1.4.1
21 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریشه�دار درختان 2.4.1
31 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش پایداري 3.4.1
32 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش خطاي 4.4.1
34 عمومی خطی روش�هاي 2
34 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عمومی خطی روش�هاي کلی شکل 1.2
36 . . . . . . . عمومی خطی روش�هاي عنوان به خطی چندگامی روش�هاي 2.2
38 . . . . . . . . . . عمومی خطی روش�هاي عنوان به رانگ-کوتا روش�هاي 3.2
41 . . . . . . . . . عمومی خطی روش�هاي عنوان به خاص روش�هاي بعضی 4.2
42 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همگرایی و صفر-پایداري سازگاري، 5.2
46 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرحله�اي مرتبه�ي و مرتبه شرایط 6.2
48 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش پایداري 7.2
50 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عمومی خطی روش�هاي انواع 8.2
51 . . . . . . . . . . . . . . . . . نردسیک فرم در عمومی خطی روش�هاي 9.2
51 . . . . . . . . . . . . . . . . . . نردسیک فرم در GLM نمایش 1.9.2
54 . . . . . . . . . . . . . . نردسیک فرم به DIMSIMs تبدیل 2.9.2
56 . . . . . . . . . . . . . . . . . متغیر گام طول با نردسیک روش 3.9.2
58 . . . . . . . . . . . . . . . . . . نردسیک روش�هاي از مثال چند 4.9.2

ث



ج مطالب فهرست

60 نردسیک� روش�هاي براي خطا تخمین 3
60 . . . . . . . . . . . . . نردسیک روش�هاي موضعی سازي گسسته خطاي 1.3
65 . . . . . . . . . نردسیک روش�هاي موضعی سازي گسسته خطاي تخمین 2.3
69 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددي آزمون�هاي 3.3
80 پیشنهاد و نتیجه�گیري
81 مراجع
84 انگلیسی به فارسی واژه�نامه



مقدمه
حل نیازمند ... و نجوم مهندسی، فیزیک، مانند مختلفی علوم در عملی مسائل از بسیاري حل
در عملاً دیفرانسیل، معادلات حل تحلیلی روش�هاي وجود علی�رغم و است دیفرانسیل معادلات
مواردي چنین در بنابراین نیست. موجود دیفرانسیل معادلات براي تحلیلی جواب موارد اکثر
را بالاتر مرتبه از دیفرانسیل معادله یک که آنجائی از و می�کنیم استفاده عددي روش�هاي از
معادلات عددي حل بنابراین کرد، تبدیل اول مرتبه دیفرانسیل معادلات از دستگاهی به می�توان
بالایی اهمیت از نیز عددي روش�هاي خطاي مطالعه دارد. خاصی اهمیت اول مرتبه دیفرانسیل

داشت. انتظار را دقیق�تري جواب�هاي می�توان روش خطاي کنترل با زیرا است، برخوردار
سال در که است عمومی خطی روش�هاي دیفرانسیل، معادلات حل عددي روش�هاي از یکی
تلاش�هاي تاکنون شد. معرفی متعارف روش�هاي از تعمیمی عنوان به [3] بوچر توسط 1966
استفاده رویکردها این از یکی است. شده انجام بزرگ دسته این از روش�هایی یافتن براي زیادي
[10] ژاسکویچ سپس و شد معرفی [4] بوچر توسط که است DIMSIMs روش�هاي کلاس از
روش�ها از دسته این براي خطا تخمین یک پرداختند. روش�ها این بیشتر مطالعه به [30] رایت و

است. شده بیان 2001 سال در [13] ژاسکویچ و بوچر توسط
خواصروش�هاي و ساختار و پرداخته مقدماتی قضایاي و تعاریف به پایان�نامه این اول فصل در
روش�هاي ساختار بررسی به دوم فصل در و کرد خواهیم مرور را رانگ-کوتا و خطی چندگامی
تخمینی سوم فصل در نهایت در و پرداخت خواهیم نردسیک روش��هاي همچنین و عمومی خطی

کرد. خواهیم اجرا مثال چند روي را آن و آورده دست به نردسیک روش�هاي خطاي براي
است: شده تهیه زیر مقاله اساس بر پایان�نامه این

J.C. Butcher, Z. Jackiewicz, Error estimation for Nordsieck methods, Numer. Algo-

rithms, 31 (2002) 75-85.



1 فصل
پژوهش پیشینه و مقدماتی مفاهیم

هستی نظام تدوینی و تکوینی کتاب کلمات مبناي
است. ریاضیات استوار اساس بر مبتنی

آملی زاده حسن علامه

مقدماتی مفاهیم 1.1
آتی مطالب براي پیش�نیازي که پرداخت خواهیم مفاهیمی و قضایا تعاریف، بیان به فصل این در
معمولی دیفرانسیل معادلات عددي حل متعارف روش�هاي کلی ساختار همچنین بود. خواهند

کرد. خواهیم بررسی را روش�ها این خواص و پایداري سازگاري، و نموده مرور را

متغیر یک مستقل، متغیر یک بین رابطه�اي معمولی دیفرانسیل معادله�ي یک .1.1.1 تعریف
دیفرانسیل معادله�ي یک کلی شکل بنابراین است. مستقل متغیر به نسبت مشتقاتش و وابسته

می�شود بیان زیر صورت به استاندارد حالت در nام مرتبه معمولی

y(n) = f(x, y, y′, y′′, · · · , y(n−1)).

خود و بوده مشتق�پذیر nام مرتبه تا ϕ تابع اگر دارد، y = ϕ(x) شکل به جوابی معادله این
معلوم مقادیر با همراه را بالا معادله همچنین کنند. صدق فوق رابطه در آن مشتقات و تابع

می�نامند. اولیه مقدار مساله یک x = x0 درنقطه y(x), y′
(x), · · · , y(n−1)(x)

x0 ∈ R نقطه در را R ⊆ Rm+1 ناحیه روي بر شده تعریف f : Rm+1 → Rm تابع .2.1.1 تعریف
طوري به باشد موجود δ > 0 مانند عددي x ∈ R هر و ε > 0 هر ازاي به هرگاه گویند پیوسته1

که
∥ x− x0 ∥< δ ⇒ ∥ f(x)− f(x0) ∥< ε.

1continuous



2 پژوهش پیشینه و مقدماتی مفاهیم .1 فصل

مؤلفه به نسبت R ⊆ Rm+1 ناحیه روي بر شده تعریف f : Rm+1 → Rm تابع .3.1.1 تعریف
طوري به باشد موجود L > 0 مانند ثابتی عدد هرگاه می�کند صدق لیپ�شیتز2 شرط در y ∈ Rm

باشیم داشته (x, y), (x, y∗) ∈ Rm+1 هر براي که

∥ f(x, y)− f(x, y∗) ∥≤ L ∥ y − y∗ ∥ .

به می�توان را اول مرتبه معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه از اولیه مقدار مساله�ي یک
داد نشان زیر غیرخودگردان3 شکل

y
′
(x) = f(x, y(x)), x ∈ [x0, x̄],

y(x0) = y0, (1.1)

و است دستگاه بعد m و هستند برداري توابع y : R → Rm و f : Rm+1 → Rm آن در که
داد نشان زیر خودگردان4 شکل به می�توان همچنین

y
′
(x) = f(y(x)), x ∈ [x0, x̄],

y(x0) = y0, (2.1)

دستگاه است. دستگاه بعد m و هستند برداري توابع y : R → Rm و f : Rm → Rm آن در که
متغیرهاي تغییر با می�توان را (1.1)

ỹ =

[
y
x

]
, ỹ0 =

[
y0
x0

]
, f̃(ỹ) =

[
f(x, y(x))

1

]
,

کرد تبدیل m+ 1 بعد با زیر خودگردان شکل به

ỹ
′
(x) = f̃(ỹ(x)), x ∈ [x0, x̄],

ỹ(x0) = ỹ0,

2Lipschitz condition
3non-autonomous
4autonomous
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.ỹ : R → Rm+1 و f̃ : Rm+1 → Rm+1 آن در که
صورت به nام مرتبه معمولی دیفرانسیل معادله�ي از اولیه مقدار مساله�ي هر

u(n) = g(x, u, u′, u′′, · · · , u(n−1)),

u(x0) = u0, u
′
(x0) = u

′
0, · · · , u(n−1)(x0) = u

(n−1)
0 ,

مؤلفه�هاي تعریف با می�توان را

y1 = u, y2 = u
′
, · · · , yn = u(n−1),

آن در که کرد تبدیل (2.1) شکل به

y =


y1
y2...
yn

 , f(x, y) =


y2
y3...

g(x, y1, y2, · · · , yn)

 , y0 =


u0
u

′
0...

u
(n−1)
0

 .

اهمیت حائز اول مرتبه معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه از اولیه مقدار مساله�ي حل بنابراین
است.

ناحیه در ها (x, y) تمام براي f : Rm+1 → Rm تابع کنید فرض [18] .4.1.1 قضیه

R = {(x, y) : a ≤ x ≤ b,−∞ < yi <∞, i = 1, 2, · · · ,m},

مساله�ي آنگاه کند. صدق لیپ�شیتز شرط در دوم مؤلفه به نسبت و باشد پیوسته و شده تعریف
است. بفرد منحصر جواب داراي (1.1) اولیه مقدار

بوده صادق فوق قضیه در (1.1) اولیه مقدار مساله�ي که است این بر فرض پایان�نامه این در
است. بفرد منحصر جواب داراي بنابراین و
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عددي روش�هاي 2.1
از استفاده با که هستند الگوریتم�هایی ،(1.1) اولیه مقدار مساله�ي حل براي عددي روش�هاي

گرهی5 نقاط در را y(x) تقریبی مقادیر آنها

x0 < x1 < · · · < xN

آن در که می�آوریم دست به

xn = x0 + nh, n = 0, 1, 2, · · · , N,

معلوم y0, y1, · · · , yN مقادیر مساله، عددي حل از بعد بنابراین می�شود. نامیده طول�گام6 h و
درونیابی از استفاده با x ∈ [x0, x̄] نقطه هر در را y مقدار می�توان نیاز صورت در و می�شوند

نمود. تعیین

هرگاه گوییم p مرتبه7 از را عددي روش یک .1.2.1 تعریف

y(xn)− yn = O(hp+1), n = 1, 2, · · · ,

با که است عددي روش توسط شده تولید عددي جواب yn و دقیق جواب y(xn) آن در که
است. آمده بدست دقیق آغازین مقادیر از استفاده

را آن واقع در که می�باشد اولیه مقدار مساله�ي عددي حل روش�هاي نخستین از اویلر8 روش
نقطه در y مقدار از استفاده با تنها اویلر روش در دانست. دیگر عددي روش�هاي اساس می�توان
محسوب گامی تک اویلر روش بنابراین و می�رسیم yn از تقریبی به yn−1 یعنی xn−1 گرهی

می�کنیم بیان زیر بصورت را آن و می�شود

y0 = y(x0),

yn = yn−1 + hf(xn−1, yn−1), n = 1, 2, · · · , N.

5node point
6step size
7order
8Euler
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داریم yn−1 = y(xn−1) فرض وبا xn−1 نقطه حول y تیلور بسط در رابطه این جایگذاري با

y(xn)− yn =
h2

2!
y
′′
(xn−1) +

h3

3!
y
′′′
(xn−1) + · · ·

= O(h2).

براي آن در که دارد وجود اویلر روش از تعمیمی است. یک مرتبه از اویلر روش بنابراین
می�شود استفاده نیز ،(k ≥ 2) yn−2, yn−3, · · · , yn−k مقادیر از yn−1 مقدار بر علاوه yn محاسبه
استفاده f تابع از یک�بار تنها گام هر در اویلر روش در معروفند. چندگامی9 روش�هاي به که
f تابع آنها در و معروفند رانگ-کوتا10 روش�هاي به که دارد وجود نیز دیگري روش�هاي می�شود،
تیلور سري روش�هاي مانند اویلر روش از نیز دیگري تعمیم�هاي می�شوند. محاسبه یک�بار از بیش
مشتقات از ،f یعنی اول، مرتبه مشتق بر علاوه آنها در که دارند وجود ابرشکف11 روش�هاي و

می�شود. استفاده نیز جواب بالاتر

خطی چندگامی روش�هاي 3.1
مشتق و جواب مقادیر به نقطه یک در تقریبی جواب که صورت این به اویلر روش از تعمیمی
[1] آدامز13 و بشفورث12 مبتکرانه�ي پیشنهاد باشد، داشته بستگی قبلی گام چندین در جواب
شد. داده شرح مولتون14 توسط بیشتري جزئیات ،1926 سال در سپس و بود 1883 سال در
ارائه را چندگامی روش�هاي از خاصی نوع میلن16 سپس و ،1925 سال در نیستروم15 همچنین
داد. ارائه روش�ها این براي را جدیدي و مهم قضایاي ،1956 سال در نیز دالکوئیست17 دادند.

9Multistep methods
10Runge-Kutta
11Obreshkov
12Bashforth
13Adams
14Moulton
15Nystrom
16Milne
17Dahlquist
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روش عمومی فرم 1.3.1
صورت به ،(1.1) حل براي خطی گامی −k روش یک کلی فرم

k∑
j=0

αjyn+j = h
k∑

j=0

βjfn+j , (3.1)

براي .fn+j = f(xn+j , yn+j) و هستند ثابت حقیقی اعداد βj و αj آن در که می�شود بیان
روش گام�هاي تعداد که این براي نیز و αk = 1 می�کنیم فرض ضرایب بودن بفرد منحصر
گرهی نقاط در را y از تقریبی اگر حال .α2

k + β2k ̸= 0 می�کنیم فرض نشود کم�تر گام یک
به (3.1) رابطه با را y(xn+k) تقریبی مقدار می�توانیم باشیم داشته ،xn, xn+1, · · · , xn+(k−1)

آوریم. دست
روش یک خطی، چندگامی روش صورت این در βk = 0 باشیم داشته اگر ،(3.1) رابطه در
ضمنی19 روش یک به خطی، چندگامی روش صورت این در βk ̸= 0 اگر و بود خواهد صریح18
که می�شود ظاهر معادله طرف دو در yn+k مجهول عبارت ضمنی روش در شد. خواهد تبدیل
صورت این در باشد غیرخطی f اگر ولی است حل قابل آسانی به باشد، خطی y به نسبت f اگر

می�کنیم محاسبه زیر تکراري رابطه از y[0]n+k دلخواه مقدار انتخاب با را yn+k یکتاي جواب

y
[s+1]
n+k = g + hβkf(xn+k, y

[s]
n+k),

آن در که
g = h

k−1∑
j=0

βjfn+j −
k−1∑
j=0

αjyn+j .

باشیم داشته باید تکراري رابطه این بودن همگرا براي

h <
1

L | βk |
,

18explicit
19implicit
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ویژگی با خطی چندگامی روش�هاي است. y مؤلفه به نسبت f لیپ�شیتز ثابت L آن در که
آدامز-بشفورث روش�هاي به باشند صریح اگر ،j = 0, 1, · · · , k − 2 براي αj = 0 و αk−1 = 1

ویژگی با روش�هایی همچنین معروفند. آدامز-مولتون روش�هاي به بودن ضمنی صورت در و
روش�هاي یا پسرو20 تفاضلی روش�هاي به ،j = 0, 1, · · · , k − 1 براي βj = 0 و βk ̸= 0

معروفند. BDF روش�هاي به یا پسرو21 مشتق�گیري

همگرایی و صفر-پایداري سازگاري، مرتبه، 2.3.1
می�کنیم تعریف زیر صورت به را L تفاضلی عملگر ،y(x) دلخواه تابع براي .1.3.1 تعریف

L[y(x);h] =

k∑
j=0

[αjy(x+ jh)− hβjy
′
(x+ jh)].

می�شود تبدیل زیر شکل به L تفاضلی عملگر ،(3.1) چندگامی روش هر با متناظر بنابراین

L[y(x);h] =
k∑

j=0

[αjy(xn+j)− hβjf(xn+j , y(xn+j))]. (4.1)

داشت خواهیم بریم بکار xn نقطه حول را تیلور بسط اگر حال

L[y(xn);h] = C0y(xn) + C1hy
′
(xn) + C2h

2y
′′
(xn) + · · ·+ Cqh

qyq(xn) + · · · (5.1)

آن در که

C0 = α0 + α1 + α2 + · · ·+ αk,

C1 = α1 + 2α2 + 3α3 + · · ·+ kαk − (β0 + β1 + β2 + · · ·+ βk),

Cq =
1

q!
(α1 + 2qα2 + 3qα3 + · · ·+ kqαk

− 1

(q − 1)!
(β1 + 2q−1β2 + · · ·+ kq−1βk), q = 2, 3, · · · . (6.1)

20backward difference formulae
21backward differentiation formulae
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تفاضلی عملگر در هرگاه گویند p مرتبه از را (3.1) خطی چندگامی روش .2.3.1 تعریف
باشیم داشته L[y(xn);h]

C0 = C1 = · · · = Cp = 0, Cp+1 ̸= 0,

می�شود. نامیده خطا ثابت Cp+1 مقدار

باشد. یک برابر حداقل روش مرتبه هرگاه گوییم سازگار22 را عددي روش .3.3.1 تعریف

زیر تساوي دو با است معادل خطی چندگامی روش براي بالا تعریف

k∑
j=0

αj = 0,
k∑

j=0

jαj =

k∑
j=0

βj .

با ترتیب به ،(3.1) خطی چندگامی روش براي را دوم و اول مشخصه23 معادله .4.3.1 تعریف
می�کنیم تعریف زیر صورت به و داده نشان σ(ζ) و ρ(ζ)

ρ(ζ) =
k∑

j=0

αjζ
j , σ(ζ) =

k∑
j=0

βjζ
j .

باشیم داشته اگر است سازگار (3.1) خطی چندگامی روش .5.3.1 نتیجه

ρ(1) = 0, ρ
′
(1) = σ(1).

ریشه را ریشه این است، اول مشخصه معادله ریشه یک ζ1 = 1 سازگار، روش براي بنابراین
روش گام�هاي تعداد هرگاه و می�نامند اضافی یا بدلی25 ریشه�هاي را دیگر ریشه k− 1 و اصلی24
باید روش شدن همگرا جهت که می�شوند تولید اضافی ریشه�هاي این باشد، یک از بیشتر (k)
اضافی ریشه�هاي کنترل براي بنابراین می�کند، کنترل را اصلی ریشه فقط سازگاري شوند. کنترل

داریم. نیاز پایداري نام به دیگري مفهوم به
22consistent
23characteristic polynomials
24principal root
25spurious roots
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،ρ(ζ) ریشه�هاي اندازه هرگاه گوییم صفر-پایدار26 را (3.1) خطی چندگامی روش .6.3.1 تعریف
باشند. ساده هستند، یک اندازه از که ریشه�هایی و نباشد یک از بیشتر

گوییم همگرا27 ،(1.1) اولیه مقدار مساله�ي براي را (3.1) خطی چندگامی روش .7.3.1 تعریف
هرگاه

lim
h→0
n→∞

nh=x−x0

yn = y(xn)

با (1.1) اولیه مقدار مساله�ي از yn جواب�هاي تمام براي و باشد برقرار x ∈ [x0, x̄] هر براي
باشیم داشته yµ = ηµ(h) که y(x0) = η

lim
h→0

ηµ(h) = η, µ = 0, 1, · · · , k − 1,

است. عددي روش توسط شده تولید عددي جواب yn و دقیق جواب y(xn) آن در که

باشد. صفر-پایدار و سازگار اگر فقط و اگر همگراست خطی چندگامی روش [24] .8.3.1 قضیه

و k + 2 حداکثر زوج k براي صفر-پایدار، خطی گامی −k روش یک مرتبه [18] .9.3.1 قضیه
است. k + 1 حداکثر فرد k براي

می�نامند. بهینه28 روش را k + 2 مرتبه از صفر-پایدار، خطی گامی −k روش .10.3.1 تعریف

روش پایداري 3.3.1
[15] دالکوئیست آزمون مساله�ي روي روش اعمال با را (3.1) خطی چندگامی روش پایداري

داشت خواهیم صورت این در که می�کنیم بررسی y′
(x) = λy(x)

k∑
j=0

(αj − hβj)yn+j = 0,

.h = hλ آن در که
26zero-stable
27convergent
28optimal



10 پژوهش پیشینه و مقدماتی مفاهیم .1 فصل

زیر صورت به را [24] پایداري29 جمله�اي چند خطی، چندگامی روش براي .11.3.1 تعریف
می�کنیم تعریف

π(r, h) = ρ(r) + hσ(r).

طرفی از می�شوند، برابر هم با ρ(ζ) و π(r, h) ریشه�هاي ،h = 0 وقتی تعریف، این به توجه با
کنیم فرض دارد. ζ1 = 1 در ساده ریشه یک ρ(ζ) که می�شود نتیجه صفر-پایداري و سازگاري از
اصلی ریشه را r1 صورت این در limh→0 r1(h) = ζ1 = 1 که باشد π(r, h) از ریشه�اي r1(h)
ریشه�هاي صورت این در زیرا نمی�کنند میل یک به ریشه�ها بقیه می�نامند. پایداري جمله�اي چند

بود. نخواهد صفر-پایدار روش و شده تکراري ρ(ζ)
تمام اندازه هرگاه گوییم پایدار30 مطلق طور به را خطی چندگامی روش .12.3.1 تعریف

یعنی باشد، یک از کم�تر پایداري جمله�اي چند ریشه�هاي

| ri(h) |< 1, i = 1, 2, · · · , k,

می�کنیم تعریف زیر صورت به را مطلق پایداري ناحیه

R = {h ∈ C : | ri(h) |< 1, i = 1, 2, · · · , k }.

هرگاه گوییم پایدار31 نسبی طور به را خطی چندگامی روش .13.3.1 تعریف

| ri |<| r1 |, i = 1, 2, · · · , k.

شامل مطلق، پایداري ناحیه هرگاه می�نامند پایدار −A را خطی چندگامی روش .14.3.1 تعریف
یعنی باشد، مختلط صفحه�ي چپ صفحه�ي نیم

{h ∈ C : Re(h) < 0 }⊆ R.

آن مطلق پایداري ناحیه هرگاه می�نامند پایدار −A(α) را خطی چندگامی روش .15.3.1 تعریف
باشد زیر صورت به

R = {z ∈ C : z = x+ iy, x ≤ 0,− tan(α) | x |≤ y ≤ tan(α) | x |},
29stability polynomial
30absolutely stable
31relatively stable
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می�باشد. (0, π) در زاویه یک α آن در که

باشد پایدار −Aروش هرگاه می�نامند [16] پایدار −L را خطی چندگامی روش .16.3.1 تعریف
باشیم داشته می�شود برده بکار Re(λ) < 0 با y′

(x) = λy(x) مساله�ي روي روش که زمانی و

lim
λ→∞

yn = 0.

روش خطاي 4.3.1
xn+k نقطه در (3.1) خطی چندگامی روش (LTE) موضعی32 برشی خطاي .17.3.1 تعریف

می�دهند. نشان نیز Tn+k با را خطا این ،L[y(xn);h] تفاضلی عملگر از است عبارت

(4.1) و (3.1) روابط از استفاده با و ورودي مقادیر بودن دقیق یعنی بودن موضعی فرض با
داشت خواهیم

y(xn+k)− yn+k = hβk[f(xn+k, y(xn+k))− f(xn+k, yn+k)] + Tn+k,

داشت خواهیم بریم، بکار f تابع براي را میانگین33 مقدار قضیه اگر حال

(1− hβk
∂f

∂y
(xn+k, ηn+k))(y(xn+k)− yn+k) = Tn+k,

باشد صریح خطی چندگامی روش اگر حال دارد. قرار y(xn+k) و yn+k بین ηn+k آن در که
داشت خواهیم بنابراین βk = 0 آنگاه

y(xn+k)− yn+k = Tn+k.

32local truncation error
33mean value throrem
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مشتقات داراي y(x) اگر صورت هر در نیست. برقرار تساوي این باشد ضمنی روش اگر ولی
داشت خواهیم باشد، بالا مراتب پیوسته

y(xn+k)− yn+k = Cp+1h
p+1y(p+1)(xn) +O(hp+2), (7.1)

اصلی موضعی برشی خطاي را Cp+1h
p+1y(p+1)(xn) عبارت و است روش مرتبه p آن در که

گوییم.

می�شود تعریف زیر صورت به xn+k نقطه در کلی برشی خطاي .18.3.1 تعریف

en+k = y(xn+k)− yn+k.

پیشگو-اصلاحگر روش�هاي 5.3.1
هر در کنیم، استفاده ضمنی چندگامی روش یک از اگر ،(1.1) اولیه�ي مقدار مساله�ي حل در

معادله�ي باید yn+k تعیین براي گام

yn+k = hβkf(xn+k, yn+k) + g,

آن در که نمود حل را
g =

k−1∑
j=0

(−αjyn+j + hβjfn+j).

جواب آنگاه h < 1/L | βk | باشیم داشته که صورتی در و است غیرخطی بالا معادله�ي معمولاً
تکرارهاي با و داشت خواهد وجود yn+k یکتاي

y
[s+1]
n+k = hβkf(xn+k, y

[s]
n+k) + g, s = 0, 1, · · · , (8.1)
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که است واضح است. دلخواه اولیه�ي تقریب y[0]n+k آن در که شد نزدیک آن به دلخواه به می�توان
قبول قابل جواب تعیین براي لازم تکرارهاي تعداد باشد، دقیق y[0]n+k اولیه�ي تقریب اندازه هر
و زده تخمین را yn+k مقدار صریح روش یک از استفاده با بنابراین می�شود. کمتر yn+k براي
مقدار مساله�ي حل براي عمل در می�کنیم. اتخاذ y[0]n+k براي اولیه حدس عنوان به را مقدار این
نمودن بهتر براي آن از بلکه نمی�بریم، کار به تنهائی به را ضمنی چندگامی روش یک اولیه،
از ترکیبی که را روند این می�کنیم. استفاده صریح چندگامی روش�هاي از حاصل تقریب�هاي
به صریح روش آن در که می�نامند پیشگو-اصلاحگر34 روش است، ضمنی و صریح روش�هاي
روش دو به می�توان را بالا فرآیند بود. خواهد اصلاحگر عنوان به ضمنی روش و پیشگو عنوان
به تکرارها که این تا ،(8.1) رابطه�ي در تکرارها ادامه�ي از است عبارت روش اولین داد. انجام
خواهد ضروري تکرار تعداد چه که گفت نمی�توان پیشاپیش حالت این در شوند. همگرا جواب
کار این براي شود، محدود f تابع ارزیابی دفعات تعداد که است این هدف دوم روش در ولی بود
فرض می�گیریم. نظر در m برابر می�بریم، کار به گام هر در را اصلاحگر روش که را دفعاتی تعداد
به با سپس شود، ارزیابی f [0]n+k مقدار بعد و شده محاسبه y[0]n+k پیشگو عنوان به روش یک با کنید
PEC با را مراحل این صورت این در شود، محاسبه y[1]n+k اصلاحگر عنوان به روش یک بردن کار
با دوباره و کرده ارزیابی f [1]n+k = f(xn+k, y

[1]
n+k) با را f [1]n+k مقدار اگر علاوه به می�دهیم. نشان

P (EC)2 یا PECEC با را مراحل این صورت این در شود، محاسبه y[2]n+k مقدار اصلاحگر روش
را پیشگو-اصلاحگر روش مشابه طور به اصلاحگر روش mبار بردن کار به با و می�دهیم نشان
پذیرفته xn+k نقطه�ي در عددي جواب عنوان به y[m]

n+k آن در که می�دهیم نشان P (EC)m با
مقدار آخرین اگر و است f [m−1]

n+k صورت به fn+k براي شده محاسبه مقدار آخرین و می�شود
می�دهیم. نشان P (EC)mE با را روش صورت این در کنیم تعیین f [m]

n+k عبارت از را fn+k براي
وابسته fn+k به yn+k+1 بعدي گام تعیین جهت اصلاحگر و پیشگو روش دو هر که جائی آن از
محاسبات بعدي مرحله�ي در fn+k مقدار عنوان به f [m]

n+k یا f [m−1]
n+k انتخاب بنابراین بود خواهند

فرم در پیشگو-اصلاحگر روش�هاي کلی شکل ،m = 1, 2, · · · مقادیر ازاي به بود. خواهد مؤثر
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