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: چͺیده

از انتͽرال و مشتق مفهوم سپس ایم پرداخته آنها خواص از برخͬ و کسری حساب توابع معرفͬ به نامه پایان این در

تجزیه روش به معادلات حل نحوه و ایم کرده مطرح را آنها بین ارتباط خواصو همچنین و معرفͬ را صحیح غیر مرتبه

( دفتردار-جعفری (روش جعفری دکتر و دفتردار پرفسور توسط شده ارائه تͺراری روش و هموتوپͬ ،روش آدومیان

با دفتردار-جعفری روش مقایسه به پایان در کنیم. مͬ بیان را دفتردار-جعفری روش همͽرایͬ سپس پردازیم. مͬ

ایم. پرداخته هموتوپͬ روش و آدومیان روش

: کلیدی کلمات

موج معادله منفرد؛ مقدارمرزی مسایل ؛ دفتردار-جعفری روش روشهموتوپͬ؛ آدومیان؛ تجزیه روش حسابکسری؛

کسری



١ فصل

اولیه تعاریف-مفاهیم

٢



اولیه ١تعاریف-مفاهیم فصل کسری حساب پایه توابع .١.١

کسری حساب پایه توابع ١.١

انتͽرال و گیری مشتق در را مهمͬ نقش توابع این پردازیم. مͬ لفلر٣ میتاگ و بـتا٢ گاما١، توابع معرفͬ به بخش این در

کنند. مͬ ایفا دلخواه مرتبه از گیری

گاما تابع ١.١.١

شده ارائه ۴ اویلر توسط ١٧٢٩ سال در که است، Γ(z) اویلر گامای تابع کسری، حساب پایه توابع از ͬͺی ͷش بدون

کند. اختیار نیز را مختلط مقادیر حتͬ و ناصحیح مقادیر n که دهد مͬ اجازه داده، تعمیم را n! واقع در است

: شود مͬ تعریف زیر صورت به ،Γ(z) گاما تابع

Γ(z) =

∫ ∞

۰

e−ttz−۱dt, (١.١)

: داریم یعنͬ شود. مͬ همͽرا Re(z) > ۰ مختلط، صفحه راست نیمه در که

Γ(x+ iy) =

∫ ∞

۰

e−ttx−۱+iydt =

∫ ∞

۰

e−ttx−۱eiy log(t)dt

=

∫ ∞

۰

e−ttx−۱[cos(y log(t)) + i sin(y log(t))]dt (٢.١)

است. کراندار t هر بازای (٢.١) در براکت داخل عبارت

گاما تابع خواص •

: صورت به گاما تابع مهم اما پایه�ای، خواص از ͬͺی

Γ(z + ۱) = zΓ(z), (٣.١)

: شود مͬ اثبات جزء به جزء گیری انتͽرال از استفاده با آسانͬ به که است

Γ(z+۱) =

∫ ∞

۰

e−ttzdt =
[
−e−ttz

]t=∞
t=۰

+z

∫ ∞

۰

e−ttz−۱dt = zΓ(z) .

١Gamma
٢Beta
٣MittagLeffler
۴Euler

٣



اولیه ١تعاریف-مفاهیم فصل کسری حساب پایه توابع .١.١

: داریم (٣.١) از استفاده با z = ۱,۲,۳, . . . برای و است Γ(۱) = ۱ وضوح به

Γ(۲) = ۱.Γ(۱) = ۱!

Γ(۳) = ۲.Γ(۲) = ۲.۱! = ۲!

Γ(۴) = ۳.Γ(۳) = ۳.۲! = ۳!

...

Γ(n+ ۱) = n. Γ(n) = n.(n− ۱)! = n!

: دهیم مͬ تعمیم زیر صورت به را گاما تابع ، Re(z) < ۰ : که هنͽامͬ

Γ(z) =
Γ(z + k)

z(z + ۱) . . . (z + k − ۱)
, z ̸= ۰,−۱,−۲, . . . ,−k + ۱. (۴.١)

بخش که ای z هر برای گاما تابع تعریف برای توان مͬ را رابطه این باشد. مͬ صحیح عدد ͷی k بالا رابطه در که

بینیم: مͬ (١.١) جدول در را مقادیر این از تعدادی کرد. استفاده باشد، مثبت نا آن حقیقͬ

Γ(۱) = ۱ Γ(−۳
۲) =

۴
۳

√
π

Γ(۳
۲) =

۱
۲

√
π Γ(−۱) = ±∞

Γ(۲) = ۱ Γ(−۱
۲) = −۲

√
π ۴

۳

√
π

Γ(۵
۲) =

۳
۴

√
π Γ(۰) = ±∞

Γ(۳) = ۲ Γ(۱
۲) =

√
π

گاما مقادیر از تعدادی جدول١.١:

: کنیم مͬ بیان زیر صورت به را گاما تابع خواص از برخͬ

i) Γ(z) =

∫ ∞

۰

e−ttz−۱dt

ii) Γ(z + ۱) = zΓ(z)

iii) Γ(z) =
Γ(z + k)

z(z + ۱) . . . (z + k − ۱)
, z ̸= ۰,−۱,−۲, . . . ,−k + ۱,

۴



اولیه ١تعاریف-مفاهیم فصل کسری حساب پایه توابع .١.١

iv) Γ(z)Γ(z − ۱) =
π

sin(πz)
, z ̸= ۰,±۱,±۲, . . . ,

v) Γ(n+ ۱) = n!, n = ۱,۲, · · ·

vi) Γ(−z) = −πcsc(πz)
Γ(z + ۱)

vii) Γ(mz) =
۲mz−۱

(۲π)
(m−۱)

۲

m−۱∏
k=۰

Γ(z +
k

m
), z ∈ C,m ∈ N − {۱}

viii) Γ(n+ ۱) ≈
√

۲πnnne−n, n→ ∞

گویند. ͹استرلین دستور را رابطه آخرین

: داد نمایش نیز حدی صورت به توان مͬ را گاما تابع است. آمده [٣٠] ، [٣] در بالا موارد از ͷی هر اثبات

Γ(z) = lim
n→∞

n!nz

z(z + ۱) . . . (z + n)
, (۵.١)

است. شده رسم گاما تابع نمودار (١.١) شͺل در

-4 -2 2 4
x

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

گاما تابع نمودار :١.١ شͺل

بتا تابع ٢.١.١

است. تر مناسب گاما تابع مقادیر از خاصͬ ترکیب جای به بتا، تابع نام به تابعͬ از استفاده موارد بسیاری در

: شود مͬ تعریف زیر صورت به معمولا˟ بتا تابع

β(z, w) =

∫ ۱

۰

τ z−۱(۱ − τ)w−۱dτ , (Re(z) > ۰, Re(w) > ۰ ) , (۶.١)

۵



اولیه ١تعاریف-مفاهیم فصل کسری حساب پایه توابع .١.١

مͬ ͷکم لاپلاس تبدیل از (۶.١) در بتا تابع تعریف و (١.١) در گاما تابع تعریف بین رابطه آوردن دست به برای

: [٣٠] رسیم مͬ زیر تساوی به و گیریم

β(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
, (٧.١)

: که گرفت نتیجه توان مͬ بنابراین

β(z, w) = β(w, z) .

آورد[٣٠]: دست به گاما تابع برای را زیر مهم رابطه دو توان مͬ بتا تابع ͷکم به

رابطه: در z = ۱
۲ دادن قرار با

Γ(z)Γ(۱ − z) =
π

sin(πz)
(z ̸= ۰,±۱,±۲, . . .) , (٨.١)

یابیم: مͬ دست زیر نتیجه به

Γ(
۱

۲
) =

√
π ,

: تساوی در z = n+ ۱
۲ دادن قرار با و یابیم مͬ دست

Γ(z)Γ(z +
۱

۲
) =

√
π۲۲z−۱Γ(۲z) (۲z ̸= ۰,−۱,−۲, . . .) ,

رسیم: مͬ گاما تابع خاص مقادیر از ای مجموعه به

Γ(n+
۱

۲
) =

√
πΓ(۲n+ ۱)

۲۲nΓ(n+ ۱)
=

√
π(۲n)!

۲۲nn!
.

لفلر - میتاگ تابع ٣.١.١

بیشتر مطالعه برای علاقمندان دهیم. مͬ ارائه را لفلر - میتاگ تابع به مربوط جزییات از برخͬ و تعریف بخش این در

نمایند. مراجعه [٣٠ ،٢۴] مراجع به توانند مͬ

۶



اولیه ١تعاریف-مفاهیم فصل کسری حساب پایه توابع .١.١

: گویند ۵ لفلر - میتاگ پارامتری ͷی تابع است، شده تعریف زیر صورت به که را Eα(z) تابع

Eα(z) =
∞∑
k=۰

zk

Γ(αk + ۱)
. (٩.١)

.[٢٨ ،٢٧] است داده ارائه را تابع این به مربوط پایه�ای تعاریف سوئدی ریاضیدان لفلر - میتاگ

تابع این واقع در گیرد. مͬ قرار فراوانͬ استفاده مورد کسری حساب زمینه در که است مهمͬ تابع لفلر - میتاگ تابع

کند، مͬ ایفا دیفرانسیل های معادله جواب در را مهمͬ نقش نمایͬ تابع که طور همان است. نمایͬ تابع از تعمیمͬ

کند. مͬ بازی صحیح غیر مرتبه از دیفرانسیل های معادله جواب در را مشابهͬ نقش نیز لفلر - میتاگ تابع

: داشت خواهیم α = ۲ و α = ۱ که هنͽامͬ خاص، حالت در

E۱(z) = ez, E۲(z) = cosh(
√
z)

است: شده رسم α = ۱,۱٫ ۵,۲,۵ برای میتاگ-لفلر تابع نمودار (٢.١) شͺل در
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میتاگ-لفلر نمودارتابع :٢.١ شͺل

: است شده تعریف زیر صورت به تابع این و است شده ارائه [٣] گراوال۶ آ توسط -لفلر، میتاگ پارامتری دو تابع

Eα,β(z) =
∞∑
k=۰

zk

Γ(αk + β)
(α > ۰ , β > ۰) , (١٠.١)

۵G.M. Mittag Leffler
۶R. P. Agrawal
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اولیه ١تعاریف-مفاهیم فصل نیتز لایب قاعده .٢.١

:[٩] شود مͬ حاصل زیر روابط ، (١٠.١) لفلر میتاگ- پارامتری دو تابع تعریف به توجه با

Eα,۱(z) =
∞∑
k=۰

zk

Γ(αk + ۱)
= Eα(z)

E۱,۱(z) =
∞∑
k=۰

zk

Γ(k + ۱)
= ez

E۱,۲(z) =
∞∑
k=۰

zk

Γ(k + ۲)
=
ez − ۱

z

E۱,m(z) =
∞∑
k=۰

zk

Γ(k +m)
=

۱

zm−۱

{
ez −

m−۲∑
k=۰

zk

k!

}

E ۱
۲
,۱(z) =

∞∑
k=۰

zk

Γ(k۲ + ۱)
= ez

۲
erfc(−z), erfc(z) =

۲√
π

∫ ∞

z

e−t۲dt.

: باشند مͬ (١٠.١) پارامتری دو لفلر - میتاگ تابع از خاص هایͬ نمونه نیز cosh و sinh

E۲,۱(z
۲) =

∞∑
k=۰

z۲k

Γ(۲k + ۱)
=

∞∑
k=۰

z۲k

(۲k)!
= cosh(z)

E۲,۲(z
۲) =

∞∑
k=۰

z۲k

Γ(۲k + ۲)
=

۱

z

∞∑
k=۰

z۲k+۱

(۲k + ۱)!
=

sinh(z)

z

نیتز لایب قاعده ٢.١

: است زیر صورت به g(t) و f(t) تابع دو حاصلضرب ام n مشتق محاسبه برای ٧ نیتز لایب قاعده

dn

dtn
(f(t)g(t)) =

n∑
k=۰

(
n

k

)
f (n−k)(t)g(k)(t) . (١١.١)

انتͽرال از گیری مشتق برای نیتز لایب قانون ٣.١

: داریم نیتز لایب قانون به توجه با بͽیریم مشتق x به نسبت
∫ h(x)

f(x)
G(x, t)dt انتͽرال از بخواهیم اگر

d

dx

∫ h(x)

f(x)

G(x, t)dt = G(x, h(x))
dh(x)

dx
−G(x, f(x))

df(x)

dx
+

∫ h(x)

f(x)

∂G(x, t)

∂x
dt

٧Leibnitz Rule
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اولیه ١تعاریف-مفاهیم فصل منفرد دیفرانسیل معادلات .۴.١

، R مستطیل حاوی D که طوری به باشند مͬ D دامنه در پیوسته توابعͬ ∂G(x,t)
∂x

و G(x, t) جا دراین که

باشند. مͬ پیوسته مشتق دارای که هستند توابعͬ f(x) و g(x) طرفͬ از باشد. مͬ t۰ ≤ t ≤ t۱ , a ≤ x ≤ b

منفرد دیفرانسیل معادلات ۴.١

و عادی نقاط است لازم منظور بدین که کنیم مͬ معرفͬ را منفرد دیفرانسیل معادلات مختصر طور به بخش این در

کنیم. تعریف تͺین)را یا عادی منفرد(غیر

ومنفرد عادی نقاط ١.۴.١

بͽیرید: نظر در را زیر خطͬ دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات

y
′′
+ p(x)y

′
+ q(x)y = g(x) (١٢.١)

باشند، تحلیلͬ نقطه این در سه هر g(x) و q(x) ، p(x) هرگاه نامند مͬ فوق معادله عادی نقطه ͷی را x = x۰ نقطه

این نباشند، تحلیلͬ x = x۰ در g(x) و q(x) و p(x) توابع از ͬͺی اگر باشد. x۰ نقطه در تیلور بسط دارای یعنͬ

بوده فوق دیفرانسیل معادله منفرد نقطه ͷی x = x۰ هرگاه نامند. مͬ معادله عادی) غیر یا منفرد(تͺین نقطه را نقطه

در و منظم منفرد نقطه را x = x۰ آنͽاه باشند تحلیلͬ نقطه این در دو هر (x− x۰)
۲q(x) و (x− x۰)p(x) توابع و

نامند. مͬ معادله نامنظم منفرد نقطه را x = x۰ صورت این غیر

کنید. مشخص را منفرد نقاط یا نقطه زیر معادله :در ١.١ مثال

(۲x۴ − x۵)y
′′
+ xy

′
+ (x۲ + ۱)y = ۰ (١٣.١)

حل:

y
′′
+

۱

x۳(۲ − x)
y

′
+

(x۲ + ۱)

x۴(۲ − x)
y = ۰ (١۴.١)

٩



اولیه ١تعاریف-مفاهیم فصل وقضایا تعاریف .۵.١

عبارت دو x = ۰ برای هستند. فوق معادله منفرد نقاط x = ۰,۲ نقاط

xp(x) =
۱

x۲(۲ − x)
, x۲q(x) =

x۲ + ۱

x۲(۲ − x)

عبارت دو هر x = ۱ برای است. نامنظم منفرد نقطه ͷی x = ۰ پس نیستند. تحلیلͬ هیجͺدام

(x− ۲)p(x) =
−۱

x۳
, (x− ۲)۲q(x) =

−(x۲ + ۱)(x− ۲)

x۴

است. منظم منفرد نقطه ͷی x = ۲ پس هستند، تحلیلͬ

وقضایا تعاریف ۵.١

آنͽاه باشد، (X, ρ) کامل ͷمتری فضای بر انقباض تابع ͷی Ω اگر : باناخ) ثابت ی نقطه (قضیه ١.۵.١ قضیه

دارد. جواب ͷی تنها و ͷی Ω(x) = x ی معادله

آن در کوشͬ دنباله هر یعنͬ باشد، کامل نرم از حاصل متر با X هرگاه گویند کامل را X نرمدار فضای : ١ تعریف

باشد. همͽرا

کراندار T گوییم باشد، خطͬ عملͽر ͷی T : X → Y و باشد دار نرم فضای دو Y,X کنید فرض : ٢ تعریف

بطوریͺه باشد داشته وجود Kی > ۰ اگر است

∥Tx∥ ⩽ K∥x∥ ,∀x ∈ X

صورت این در باشد خطͬ عملͽر ͷی T : X → Y و باشد دار نرم فضای Y,Xدو کنید فرض : ٢.۵.١ قضیه

معادلند: زیر احͺام

باشد. پیوسته نقطه ͷی در T الف)

است. پیوسته نقطه هر Tدر ب)

است. کراندار T ج)

١٠



اولیه ١تعاریف-مفاهیم فصل وقضایا تعاریف .۵.١

از کراندار و خطͬ عملͽرهای همه مجموعه B(X, Y ) و باشد دار نرم فضای دو Y,X کنید فرض : ٣.۵.١ قضیه

زیر اعمال با B(X, Y صورت( این در باشد. Y به X

(T + ζ)(x) = Tx+ ζx , ∀x ∈ X, ζ, T ∈ B(X,Y )

(λT )(x) = λ(Tx)

نرم با و است برداری فضای ͷی

∥T∥ = sup{|Tx| : ∥x∥ ≤ ۱}

است. باناخ نیز B(X, Y ) آنͽاه باشد باناخ Y اگر بعلاوه است. دار نرم فضای ͷی

باشد موجود A : X → Y پیوسته خطͬ تابع اگر است x ∈ X در جهتͬ مشتق دارای F گوییم :[٢٠] ٣ تعریف

که:

F (x+ h)− F (x) = Ah+ ω(x, h). (١۵.١)

که: طوری به

lim
∥ω(x, y)∥

∥h∥
= ۰. (١۶.١)

∥h∥ → ۰

X از خطͬ تابع F ′ شود. مͬ مشخص F ′(x)hصورت به h در آن مقدار و شود مͬ نامیده x در F جهتͬ مشتق A

باشد. مͬ L(X,Y ) به

نͺته این با است L(X, (X, Y )) به X از خطͬ تابع ͷی و شود مͬ داده نشان F ′′ با F از دوم مشتق : ۴ تعریف

باشد. مͬ L(X ×X,Y ) با متناظر L(X, (X,Y )) که

١١



اولیه ١تعاریف-مفاهیم فصل وقضایا تعاریف .۵.١

و F ′′(x)(x۱, x۲) = F ′′(x)(x۲, x۱) یعنͬ است، متقارن F ′′(x) ∈ L(X۲, Y نͽاشت( : ۴.۵.١ قضیه

.x۱, x۲ ∈ X

X۰ از بخشخطͬ شامل Xکه از باز مجموعه زیر ͷی U و F ∈ Cn(u) فرضکنید : تیلور) (قضیه ۵.۵.١ قضیه

آنͽاه: است. h به

F (x۰ + h) = F (x۰) + F
′
(x۰)(h) +

۱

۲!
F

′′
(x۰)(h, h) + · · ·+ ۱

(n− ۱)!
F (n−۱)(x۰)(h, · · · , h)

+
۱

(n− ۱)!

∫ ۱

۰

(۱ − t)n−۱F (n)(x۰ + th)(h, · · · , h)dt

=
n∑

k=۰

F k(x۰)(h, · · · , h) + q(x), (١٧.١)
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٢ فصل

کسری انتͽرال و دیفرانسیل حساب

١٣



کسری انتͽرال و دیفرانسیل ٢حساب فصل لیوویل ـ� ریمان کسری انتͽرال و مشتق .١.٢

مقدمه

مختلط) یا (حقیقͬ صحیح غیر ها انتͽرال و ها مشتق مرتبه معمولͬ، انتͽرال و دیفرانسیل حساب در که هنͽامͬ

توسط ای نامه طͬ کار، این اولیه ایده شود. مͬ کسری دیفرانسیل حساب به تبدیل معمولͬ دیفرانسیل حساب باشند،

مسأله ͷی حل برای کسری حساب از که بود کسͬ اولین نروژی دانشمند ٣ آبل شد. مطرح به�هوپیتال٢ نیتز١ لایب

تعریف این جمله از دارد. وجود صحیح غیر مرتبه از مشتق و انتͽرال درخصوصمفهوم زیادی تعاریف کرد. استفاده

فصل این در کرد. اشاره ... و هادامار موتو، شͬ نͬ کاپوتو، لیوویل، - ریمان لتنیͺوف، - گرانولد به توان مͬ ها

دهیم. مͬ ارائه را کاپوتو و لیوویل - ریمان تعاریف

لیوویل ـ� ریمان کسری انتͽرال و مشتق ١.٢

لیوویل - ریمان کسری انتͽرال ١.١.٢

را n مقادیر کوشͬ انتͽرال دستور در واقع در است. کوشͬ انتͽرال دستور از تعمیمͬ لیوویل - ریمان انتͽرال عملͽر

انتͽرال دستور راست سمت صورت، این در دهیم، تعمیم صحیح غیر مقادیر به باشند، مͬ صحیح اعداد به متعلق که

: است چنین کوشͬ انتͽرال دستور باشد. مͬ لیوویل - ریمان انتͽرال تعریف واقع در ∫کوشͬ، x

a

dx۱

∫ x۱

a

dx۲ · · ·
∫ xn−۱

a

f(t)dt =
۱

(n− ۱)!

∫ x

a

f(t)

(x− t)۱−n
dt (١.٢)

دهیم: مͬ نشان Iαa f(x) با را لیوویل - ریمان کسری انتͽرال عملͽر

Iαa f(x) =
۱

(n− ۱)!

∫ x

a

f(t)

(x− t)۱−n
dt

١Leibniz
٢Hospital
٣Abel

١۴



کسری انتͽرال و دیفرانسیل ٢حساب فصل لیوویل ـ� ریمان کسری انتͽرال و مشتق .١.٢

آنͽاه: ،α > ۰ و f ∈ C[a, b] اگر

Iαa+f(x) =
۱

Γ(α)

∫ x

a

f(t)

(x− t)۱−α
dt, x > a (٢.٢)

Iαb−f(x) =
۱

Γ(α)

∫ b

x

f(t)

(x− t)۱−α
dt, x < b (٣.٢)

.[٣٠] شود مͬ نامیده نیز لیوویل - ریمان راست کسری انتͽرال و چپ کسری انتͽرال ترتیب، به

لیوویل - ریمان کسری انتͽرال خواص ٢.١.٢

است. موجود x ∈ [a, b] هر بازای Iαa f(x) .١

: آنͽاه γ ≥ −۱ و α, β ≥ ۰، f ∈ C[a, b] مͬ�کنیم فرض .٢

i)aI
۰
xf(x) = f(x)

ii) aI
α
x I

β
a f(x) = Iα+β

a f(x)

iii) aI
α
x I

β
a f(x) = Iβa I

α
a f(x)

iv)aI
α
x x

γ =
Γ(γ + ۱)

Γ(α + γ + ۱)
xα+γ

باشد. [a, b] بر پیوسته توابع همه C[a, b] آن در که

(i) اثبات

: کنیم مͬ استفاده جزء به جزء گیری انتͽرال دستور از

aI
α
x f(x) =

(x− a)αf(a)

Γ(α + ۱)
+

۱

Γ(α + ۱)

∫ x

a

(x− τ)αf ′(τ)dτ

داریم: α = ۰ دادن قرار با

aI
۰
xf(x) = f(a) +

∫ x

a

f ′(τ)dτ = f(a) + f(x)− f(a) = f(x)

١۵


