
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

ثؿٓ اِّّٝ اِطحٕٗ اِطحیٓ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 



 ‌ب
 

 

 زا٘كىسٜ ػّْٛ دبیٝ

 پایان نامه کارشناسی ارشد رشته ریاضی محض

 

 :ػٌَاى پایاى ًاهِ

 بعد مجانبی فضاهای متریک و گروههای با تولید متناهی 

 

 :استاد راهنما

 دکتس هْدی سثصٍازی

 

 :دانشجو

 ذتیح شازػی 

 

 1388اؾفٙسٔبٜ    

 

 



 ‌ج
 

 :چکیدُ

٘ظطیٝ اثؼبز یىی اظ لسیٕی سطیٗ قبذٝ ٞبی سٛدِٛٛغی ػٕٛٔی ٔی ثبقسوٝ سٛؾٍ ؾٝ ضیبيیساٖ ٔكٟٛض 

ثؼس ٔجب٘جی ٘یع ٕٞشبی ٔجب٘جی ثؼس دٛقكی ٔی ثبقس  .  ضقسٚسٛؾؼٝ یبفز ٚ ِجً ٚ ثطٚٚضثٙبٟٔبی دٛا٘ىبضٜ

 .  اِٚیٗ ثبض سٛؾٍ آلبی ٌطٚٔٛف جٟز ُٔبِؼٝ دبیبیی ٔجب٘جی ٌطٟٚٞبی ٌؿؿشٝ سؼطیف قس وٝ

اثشسا  فًب ٞبی ٔشطی ٚؾبذشبضزضقز ثبفز ضا ٔؼطفی ٔی وٙیٓ ٚ ؾذؽ ثؼس ٔجب٘جی آٟ٘ب ضا  زض ایٗ سحمیك، 

ثسؾز ٔی آٚضیٓ، وٝ لاظٔٝ ایٙىبض ایٙؿز وٝ اثشسا ٞٙسؾٝ ثعضي ٔمیبؼ ٔؼطفی ٚ سؼطیفی اظ ثؼس ٔجب٘جی اضائٝ 

ٌكشٝ ٚ ؾذؽ دبیبیی ثؼس ٔجب٘جی زض ٔمیبؼ ثعضي ٔٛضز ثطضؾی لطاض ٌطفشٝ ٚزض ازأٝ ثبثز ٔی وٙیٓ وٝ 

,Xاٌط Yثبقٙسآٍ٘بٜ   زٚ فًبی ٔشطی :  

asdim X × Y ≤ asdimX + asdimY  

:f زضازأٝ ثؼس ٔجب٘جی سبثغ ضا اضائٝ زازٜ ٚ ثبثز ٔی قٛز وٝ اٌط  X ⟶ Y یه سبثغ ثعضي ٔمیبؼ یىٙٛاذز 

 :ٜ فًبٞبی ٔشطیه ثبقسآٍ٘ب ثیٗ

asdim X ≤ asdim Y + asdim f  

ٚ  فًبی ٔشطیه ؾطٜ  Xاٌطٚزض ازأٝ،  ثؼس اؾشمطایی ٚ ثؼس اؾشمطایی ٔجب٘جی سؼطیف قسٜ ٚ ثبثز ٔی قٛز وٝ 

𝑣X  ٖٛوطٚ٘بی –، ٞیٍؿX ثبقس( ٝو𝑣X  ٜثبلیٕب٘س X ٖٛاظ فكطزٜ ؾبظی ٞیٍؿ Xٔی ثبقس ) ٜآٍ٘ب :  

asInd X ≥ Ind 𝑣X  

ٚ asInd Xٚ اضسجبٌ ثیٗ     asdim X زض فًبی ٔشطیه ؾطٜ ٔكرم ٔی قٛز  . 

 :ٚ زضازأٝ ثبثز ٔی قٛز وٝ ثؼس ٌطٟٚٞبی ثب سِٛیس ٔشٙبٞی اظ ضاثُٝ ظیط ثسؾز ٔی آیس 

asdim G = sup⁡{asdim F|   ٔشٙبٞی إِِٛس ثبقس F ⊂ G} 

 . ٚزض دبیبٖ ٌطٟٚٞبی ثب ثؼس ٔجب٘جی نفط ضا ٔٛضز ثطضؾی لطاض ٔی زٞیٓ 

: وّٕبر وّیسی

سبثغ وٙشطِی،  ٘كب٘س٘ی ثُٛض زضقز ثبفز یىٙٛاذز،  فكطزٜ ؾبظی،  ٍ٘بقز ثُٛض یىٙٛاذز،  ثؼس ٔجب٘جی ، 

  .ثؼس اؾشمطایی ٍ٘بقز زضقز ثبفز،  سبثغ ٚظ٘ی ، 

                                                           
1  . Poincare 
2  . Brouwer 
3  . Lebesgue 
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 :تقدیم به

پدز ٍ هادز ٍ ّوسس فداکازم کِ توام ّستی ٍ تلاشن زا هدیَى ٍجَدشاى ّستن، دز تاز ٍ پَد 

 .شًدگین جای داشتِ ٍ تْاًِ ّای شیثای شًدگین ّستٌد
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 :تقدیر و تشکر

سپاس صویواًِ ام زا تِ استاد ػصیصم جٌاب آقای دکتس هْدی سثصٍازی کِ دز هساحل گًَاگَى 

 تٌدُ دزیغ ًٌوَدًد ٍجٌاب آقای دکتس قاسن هیس تحصیل ٍ پایاى ًاهِ حوایت ػلوی خَیش زا اش

 .تحصیل اش ًظسات ازششوٌدشاى استفادُ ًوَدم،  تقدین هی کٌنحسیي خاًی، کِ دز طَل 

دز ًْایت اشخاًَادُ خَدم ٍ دٍستاى ٍ ّوکلاسیْای ػصیصین کِ دز ایي هدت ّس آًچِ هی داًستٌد 

  .تِ هي آهَختٌد، ًْایت تشکس زا دازم ٍ شًدگی ّوساُ تا پیسٍشی ٍ کاهیاتی زا تسایشاى آزشٍهٌدم
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 :ٔمسٔٝ

ایٗ ٘ظطیٝ ثٛؾیّٝ ؾٝ ضیبيیساٖ . ٘ظطیٝ ثؼس یىی اظ لسیٕی سطیٗ قبذٝ ٞبی سٛدِٛٛغی ػٕٛٔی ٔی ثبقس 

 .  ضقس ٚ دطٚضـ یبفز   ٚ ِجً ٚ ثطٚٚضثٙبٟٔبی دٛا٘ىبضٜثطجؿشٝ 

 اظ ٍ٘بقز دیٛؾشٝ ای اظ یه لُؼٝ زض یه ٔطثغ ، ٔؿبِٝ ضا ُٔطح ؾبذز وٝ ثؼس 1890 زض ؾبَ سؼجیط دٝ آ٘ٛ

  . [25] ثٛؾیّٝ ثطٚٚض حُ قس1911فًبی الّیسؾی یه دبیبیی سٛدِٛٛغیىی اؾز ٚ ایٗ ٔؿبِٝ زض ؾبَ 

اٚ اِٚیٗ ضیبيیسا٘ی ثٛز وٝ .   سٛؾٍ ِجً ثطزاقشٝ قس  1911ٌبْ ٟٔٓ زیٍطی زض جٟز سؼطیف ثؼس زض ؾبَ 

 ٚ [26] اثجبر قس1913اضسجبٌ ثیٗ ثؼس ٚ ٔطسجٝ دٛقكٟب ضا زضیبفز ٚ زض اثشسا ٘ظطیٝ ٚی سٛؾٍ ثطٚٚض زض ؾبَ 

زض ٚالغ ٕٞبٖ ثؼس  (Dim)ثؼس دٛقكی  .   [27] ذٛز ِجً،  ٘ظطیٝ اـ ضا ثبثز وطز 1921ؾذؽ زض ؾبَ 

 .  ِجً ٔی ثبقس  

اضائٝ وطز ٚؾذؽ زض ٔمبِٝ  (Ind) دٛا٘ىبضٜ یه ٔمبِٝ سٛيیحی زض ثبضٜ ثؼس ثعضي اؾشمطایی1921زض ؾبَ 

𝐼𝑛𝑑 ℝ𝑛:  زیٍطی ثبثز وطز وٝ = 𝑛 

dim:    یه فًبی ٞبؾسٚضف فكطزٜ ثبقسXثؼس اظ آٖ ٘یع اٚضیؿٖٛ ثبثز وطز وٝ اٌط  𝑋 = 𝐼𝑛𝑑𝑋 = 𝑖𝑛𝑑𝑋                   

 .    ثؼس وٛچه اؾشمطایی ٔی ثبقس  𝑖𝑛𝑑𝑋وٝ 

ثؼس ٔجب٘جی ٘یع یىی اظ ٔفبٞیٕی اؾز وٝ زض ٞٙسؾٝ  ثعضي ٔمیبؼ ٔٛضز سٛجٝ لطاض ٌطفشٝ اؾز ٚزض ٚالغ 

،  جٟز ُٔبِؼٝ ٌطٟٚٞبی ٌؿؿشٝ ٚ [7]ٕٞشبی ٔجب٘جی ثؼس دٛقكی ٔی ثبقس  ٚ اِٚیٗ ثبض سٛؾٍ ٌطٚٔٛف

 .  ٞٙسؾٝ ٚ ثبثشٟبی سٛدِٛٛغیىی ٔٙیفّسٞبی ٚاثؿشٝ ثٝ ٌطٟٚٞبی ثٙیبزی دسیس آٔس  
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    دیكٙیبظٞب 1.1

Xفطو وٙیس  .    سؼطیف 1.1.1 ≠ ∅   ٚ d: X × X ⟶ ℝ+ ∪  سبثؼی ثبقس وٝ زض قطایٍ ظیط نسق ٔی {∘}

 :وٙس

,d x  (اِف y = x اٌط ٚ فمٍ اٌط 0 = y ثٝ اظای ٞط    x, y ∈ X.  

,d x  (ة y = d y, x    ثٝ اظای ٞط x, y ∈ X.  

,x زض ٘بٔؿبٚی ٔثّثی نسق وٙس یؼٙی ثٝ اظای ٞط   d (ج y, z ∈ Xٓزاقشٝ ثبقی : 

d x, y ≤ d(x, z) + d(z, y)  

,X) اؾز ٚ  X یه ٔشطیه زض dزض ایٗ نٛضر  d) یه فًبی ٔشطیه اؾز  . 

,X)اٌط .    سؼطیف 2.1.1 dX ) ٚ(Y, dY :fفًب ٞبی ٔشطیه ثبقٙس، آٍ٘بٜ ٍ٘بقز ( X → Y ضا یه ایعٚٔشطی 

,x٘بٔٙس اٌط ثطای ٞط   (َِٛذب) y ∈ Xٓزاقشٝ ثبقی : 

dY f x , f y  = dX x, y   

 :  ٔثبَ 3.1.1

 .  زازٜ قسٜ اؾز ٔی سٛا٘یٓ ٔشطیه  ثهٛضر ظیط سؼطیف وٙیٓ وٝ ٔشطٌؿؿشٝ  ٘بْ زاضز Xٔجٕٛػٝ 

d x, y =  
1   x ≠ y
∘   x = y

   

 : ٔثب4.1.1َ

Xفطو    = ℝn  ٚ x, y ∈ ℝnٓسؼطیف ٔی وٙی : 

d x, y =   xi − yi 
n
i=1  

ایٗ ٔشطیه ثطای ٔحبؾجٝ فٛانُ،  ٍٞٙبٔی وٝ .  ٔشطیه ٔبٟ٘بسبٖ ٘بٔیسٜ ٔی قٛز ℝnایٗ ٔشطیه ضٚی 

 . ذیبثبٟ٘بی ٔطوع قٟط ضا َی ٔی وٙیٓ ثىبض ٔی ضٚز 

  . (فًبی ٔیٙىٛفؿىی) ٔثبَ 5.1.1

 : ٔجٟع ثٝ ٔؼبزِٝ زضجٝ زْٚ ثكىُ ظیط ضا ٔلاحظٝ وٙیسℝnثطای ؾبذشٗ فًبی ٔیٙىٛفؿىی فًبی 

Q: ℝn ⟶ ℝ

Q x = x0
2 − x1

2 … . −xn
2  
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:ℒ:ٚ ؾذؽ قىُ زٚذُی  ℝn × ℝn ⟶ ℝ 

 :وٝ ثبفطَٔٛ 

ℒ x, y =
Q x+y −Q x −Q(y)

2
  

dسؼطیف ٔی قٛز ضا زض ٘ظط ٌطفشٝ ٚ ٔشطیه   = arccoshℒ(x, y) ٓضا سؼطیف ٔی وٙی  . 

 (فًبی ٞصِِٛی):  ٔثب6.1.1َ

  ثهٛضر ظیط فًبیی اظ فًبی ٔیٙىٛفؿىی ثهٛضر ℍnفًبی ٞصِِٛی 

ℍn = {x ∈ ℝn|Q(x) ≥∘}  

 . سؼطیف ٔی قٛز 

,X)فطو وٙیٓ  .  سؼطیف 7.1.1 d) ٚ یه فًبی ٔشطی A, B  ظیط ٔجٕٛػٝ ٞبیی ٘بسٟی اظ X  ٕٞچٙیٗ .  ثبقٙس

xفطو ٔی وٙیٓ   ∈ X ّٝزض ایٗ نٛضر فبن x اظ A  وٝ ثب d(x, A)قٛز ػجبضسؿز اظ   ٘كبٖ زازٜ ٔی :

d x, A = inf d x, y |y ∈ A   

,Aزٚ ٔجٕٛػٝ ثٝ ػلاٜٚ فبنّٝ  B   وٝ ثب d A, B ٘كبٖ زازٜ ٔی قٛز ػجبضسؿز اظ   :

d A, B = inf d x, y |x ∈ A, y ∈ B   

,X)فطو وٙیٓ    .سؼطیف 8.1.1 d)  ٚ یه فًبی ٔشطی A  ظیط ٔجٕٛػٝ ٞبیی ٘بسٟی اظ X زض .   ثبقس

  :                           زٞیٓ ػجبضسؿز اظ  ٘كبٖ ٔی diam A  وٝ آ٘طا ثب  Aایٙهٛضر لُط 

diam A = sup d x, y |x, y ∈ A   

 

A ٔجٕٛػٝ ای ثبقس ٚ Xفطو وٙیٓ  . سؼطیف 9.1.1 ⊆ X  ، ٌٝطزای𝒰  اظ ظیط ٔجٕٛػٝ ٞبی X ضا یه دٛقف 

A       :ذٛا٘یٓ زض نٛضسیىٝ ( Aیب یه دٛقف  )   Aثطای  ⊆ ⋃u∈𝒰u 

 . دٛقب٘س    ضا ٔیA ٔجٕٛػٝ  𝒰ثٝ ثیبٖ زیٍط ٌٛئیٓ  

 اظ ظیط ٔجٕٛػٝ 𝒰ٌطزایٝ .  ثبقس  Xٌطزایٝ ای اظ ظیط ٔجٕٛػٝ ٞبی فًبی  𝒱فطو وٙیٓ . سؼطیف 10.1.1 

ٔب٘ٙس 𝒰 زض نٛضسی وٝ ثٝ اظای ٞط ػًٛ(ضا ظطیف ٔی وٙس𝒱 یب ٌٛییٓ)ذٛا٘یٓ 𝒱  ضا یه سظطیفXٞبی 

U ػًٛی ٔب٘ٙسV اظ 𝒱 یبفز قٛز ثُٛضیىٝ حبٚی U ثبقس  . 
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,X)اٌط .   سؼطیف 11.1.1 dX A فًب یی ٔشطیه  ثبقس ٚ ( ⊆ Xٕٞؿبیٍی ثبظ ثٝ قؼبع  ، Rاظ A  یب  R-

 . ٕٞؿبیٍی ثبظ،  ثهٛضر ظیط سؼطیف ٔی قٛز 

NR A =  x ∈ X|dX x, A < 𝑅   

,X)اٌط .   سؼطیف 12.1.1 dX A  فًب یی ٔشطیه  ثبقس ٚ  ( ⊆ Xٌٛی ثؿشٝ ثٝ قؼبع ، Rاظ  A یب R- ٌٛی

 . ثهٛضر ظیط سؼطیف ٔی قٛز 

BR(A) =  x ∈ X|dX x, A ≤ R   

:f فطو وٙیٓ.     سؼطیف 13.1.1 X → Y  ٖیه ٍ٘بقز دیٛؾشٝ یه ثیه ثبقس وٝ زض آX ٚ Y زٚ فًبی 

 زض ٘ظط ٔی ٌیطیٓ  Y ٚ آٖ ضا ثؼٙٛاٖ یه ظیط فًبی ثبقس  f(X) ٔجٕٛػٝ سهٛیطZفطو وٙیٓ . سٛدِٛٛغیه ا٘س 

: fزض ایٙهٛضر سبثغ .  X → Zوٝ اظ سحسیس حٛظٜ ٔمبزیط  fاٌط .  ثسؾز ٔی آیس زٚؾٛیی اؾز

f  ٗٞٛٔئٛٔٛضفیؿٕی ثیX ٚZثبقس ،  ٌٛییٓ ٍ٘بقز  f: X → Z یه ٘كب٘ٙسٜ سٛدِٛٛغیه اؾز  . 

 ٌطزایٝ ای اظ سٛاثغ دیٛؾشٝ ی   α∈J{fα} فًبی ٞبؾسٚضف ٚ Xفطو وٙیس  . (٘كب٘سٖ)لًی14.1.1ٝ

fα: X ⟶ ℝثب ایٗ ذبنیز ثبقٙس وٝ ثٝ اظای ٞط x∘ اظ Xٞط ٕٞؿبیٍی ٚ x∘ ٔب٘ٙس Uا٘سیؿی ٔب٘ٙس α ٔٛجٛز   

:Fزض ایٗ نٛضر ، سبثغ  .   نفط قٛز Uزض ذبضج اظ fα x∘ >∘ٚ fαثبقس ثُٛضیىٝ    X ⟶ ℝJ  ُٝثب يبث  

F x = (fα x )α∈J ٘كب٘ٙسٜ ای اظ  Xزض ℝJ اؾز   . 

  [22 ]:اثجبر

 . ٞط حبنًّطة زِرٛاٜ اظ فًبٞبی فكطزٜ ثب سٛدِٛٛغی حبنًّطثی،  فكطزٜ اؾز  .  (سیرٛ٘ٛف) لًیٝ 15.1.1

  [22 ]:اثجبر

،  ضیبيیسا٘ی اؾز وٝ ضاٜ انِٛی سؼطیف اقیبء زضقز ثبفز ثسٖٚ اقبضٜ ثٝ ٔشطیه ضا یبفز ٚ ٔثبِٟبیی ضٚ. جبٖ

  . ]13[اظ ؾبذشبضٞبی زضقز ثبفشی ضا ُٔطح وطز وٝ زاضای ٔشطیه ٘جٛز٘س

 اظ ظیط ٔجٕٛػٝ ٞبی    ℰٌطزایٝ .  یه ٔجٕٛػٝ ثبقس Xفطو وٙیس  (ؾبذشبض زضقز ثبفز ).   سؼطیف 16.1.1

X × X ضا یه ؾبذشبض زضقز ثبفز ٘بٔیسٜ ٚٞط ػٙهط ℰ ٞط وٙشطَ ضا ثب ) ٘بٔٙس" وٙشطَ " ضا یهE ٕ٘بیف ٔی 

 :، اٌط قطایٍ ظیط ثطلطاض ثبقس(زٞیٓ

 . ٞط ظیط ٔجٕٛػٝ ای اظ یه وٙشطَ ، وٙشطَ ثبقس (1

                                                           
1
  . Tychonoff 

2
  .  John Roe 
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 . ٞط اجشٕبع ٔشٙبٞی اظ وٙشطِٟب ، وٙشطَ ثبقس (2

≕X∆لُط (3 {(x, x)|x ∈ X}یه وٙشطَ ثبقس  ،  

E−1.      ٔؼىٛؼ یه وٙشطَ ، وٙشطَ ثبقس (4 ≔ { y, x ∈ X × X| x, y ∈ E} 

  یه وٙشطَ ثبقسE1 ٚ E2 اظ وٙشطِٟبی E1E2سطویت (5

E1E2 : = {(x, z) ∈ X × X|∃y  ∈X x, y ∈ E1  ,  y, z ∈ E2}  

 .   ضا فًبی زضقز ثبفز ٘بٔٙس (X,ℰ)ظٚج  
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زض حمیمز ، فىط دكز ٞٙسؾٝ ثعضي ٔمیبؼ ایٙؿز وٝ فًب ضا سٟٙب زض ٔمیبؼ ثعضي ٔٛضز ثطضؾی لطاض ٔی 

ضا فطٚ ٔی ٌصاضزٚ سٟٙب ذٛال (ٞٙسؾی یب سٛدِٛٛغی)زٞس ٚ سٕبٔی ؾبذشبضٞبی ثیٟٙبیز وٛچه ٚ ٔٛيؼی 

اقیبء ٔٛضز ُٔبِؼٝ زض ٞٙسؾٝ ثعضي ٔمیبؼ فًبٞبی .  ٞٙسؾی وٝ ثُٛض وّی ضخ ٔی زٞٙسضا ُٔبِؼٝ ٔی وٙس 

ٔی ثبقٙس ٔثلا ٞٙسؾٝ زضقز ثبفز زض فًبٞبی  ...ٔشطیه ثیىطاٖ ٚ ٕٞچٙیٗ ٔٙیفّسٞبی ضیٕب٘ی ثبظ وبُٔ ٚ 

یىی اظ ُٔبِجی وٝ زض ٞٙسؾٝ  ثعضي ٔمیبؼ ٔٛضز . ٔشطیه  ثٝ ُٔبِؼٝ ٘مبَی ٔی دطزاظز وٝ اظ ٞٓ زٚض٘س

 . سٛجٝ لطاض ٌطفشٝ اؾز ثؼس ٔجب٘جی ٔی ثبقس 

 .  تؼازیف 1 . 2

غیط ثبقس وٝ اقشطاوكبٖ  سؼساز ػٙبنط دٛقف ٔیثیكشطیٗ  X  اظ𝒰 یه دٛقف (ٔطسجٝ)وثطر . سؼطیف1.1.2

  . ٘سٜزی  ٕ٘بیف ْ μ 𝒰 ثبقس ٚ ثب سٟی

x ی ٔیجبقس ثُٛضیىٝ n ثعضٌشطیٗ ػسز  X اظ ظیط ٔجٕٛػٝ ٞبی𝒰وثطر یه ذب٘ٛازٜ -rٕٞچٙیٗ،  ∈ X 

وٙس لُغ  ضا  𝒰 سب اظ ٔجٕٛػٝ ٞبیr( Br(x))   ،n ٚ قؼبع  xٔٛجٛز ثبقس ثمؿٕی وٝ ٌٛیی ثٝ ٔطوع 

یبثؼجبضر زیٍط  

r۔ μ 𝒰 = supx∈X⁡card  U ∈ 𝒰|U ∩ Br(x) ≠ ∅   

 ٚ XAثبقس ثُٛضیىٝ اٌط    ٔی ثعضٌشطیٗ ػسزی ٔب٘ٙسX اظ 𝒰یه دٛقف  ػسز ِجً  . سؼطیف  2.1.2

)(Adiamٜآٍ٘ب U ∈ 𝒰 ٝٔٛجٛز ثبقس ثُٛضیى A ⊂ U  ٚثب L 𝒰  یب ثؼجبضر زیٍط. زٞٙس  ٕ٘بیف ٔی :

L 𝒰 = infx∈X  sup⁡{d(x, X\U)|U ∈ 𝒰}   

rفطو وٙیٓ   . سؼطیف  3.1.2 < ∞  ٚ  Xٌٛییٓ یه ذب٘ٛازٜ ،  ثبقس فًبیی ٔشطی 𝒰اظ ظیط ٔجٕٛػٝ ٞبی   

 X   ، r- ثطای ٞط ٔجعاؾز اٌط U, U ∈ 𝒰  ٝثُٛضیى U ≠ U ٓزاقشٝ ثبقی : 

d U, U  > 𝑟         

  :   ضا ثُٛض یىٙٛاذز وطا٘ساض ٌٛییٓ اٌطX اظ ظیط ٔجٕٛػٝ ٞبی 𝒰یه ذب٘ٛازٜ .  سؼطیف  4.1.2

diam  𝒰 < ∞  

 وٝ                                                                

diam  𝒰 = sup{diam U |U ∈ 𝒰} 

                                                           
1
  . Lebesgue number 
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، ٔٛجٛز Rػسز ٔثجشی ٔب٘ٙس وطا٘ساض ٌٛییٓ اٌط -R ضا X  اظ ظیط ٔجٕٛػٝ ٞبی𝒰 یه ذب٘ٛازٜ   . سؼطیف  5.1.2

Uثبقس ثُٛضی وٝ ثطای ٞط   ∈ 𝒰ٓزاقشٝ ثبقی : 

diam U < 𝑅      

:d ٔشطیه   . سؼطیف  6.1.2 X × X → ℝضٚی یه فًبی X ٔجٕٛػٝ ٞبی ثؿشٝ  ظیطاٌط ٌٛییٓؾطٜ  ضا

,X)فًبی ٔشطی  ٚ  فكطزٜ ثبقٙسXٚوطا٘ساض d) ٜٔشطیه ؾطٜ اؾز ٞطٌبd ؾطٜ ثبقس  . 

 

    اًَاع ًگاشتْا2 . 2

:f  زٚ فًبی ٔشطی ٚ X ٚ  Y فطو وٙیس   . سؼطیف 1.2.2 X → Y ٍ٘بقز ثیٗ آٟ٘ب ثبقس   .

  .  ثبقسX ٔجٕٛػٝ ای وطا٘ساض زض f سحزY اؾز اٌط ٘مف ٔؼىٛؼ ٞط ٔجٕٛػٝ وطا٘ساضی اظؾطٜ fٍ٘بقز(اِف

R ٘بٔٙس اٌط ثطای ٞط (ثطِ٘ٛٛجٛؼ)ثُٛض یىٙٛاذزضا  fٍ٘بقز(ة >∘  ، S        :ی ٔٛجٛز ثبقس ثُٛضیىٝ  ∘<

                            dX x, y < 𝑅 ⇒ dY f(x), f(y) < 𝑆 

.  ٘بٔٙس اٌط حمیمی ٚ ثُٛض یىٙٛاذز ثبقس   ضا زضقز ثبفزfٍ٘بقز(ج

 . وٝ ٔثبَ آٖ زض دی ٔی آیس  دیٛؾشٍی آ٘طا ایجبة ٕ٘ی وٙسf ثٛزٖ ٍ٘بقزثُٛضیىٙٛاذزسٛجٝ وٙیس وٝ 

 .    ٔثبَ 2 . 2 . 2

Xفطو وٙیس     (اِف = ℝ  ٚ Y = ℤ  ٚ f x = [x] ٜآٍ٘ب f اؾز ثُٛض یىٙٛاذز   .

 : ظیطثب سٛجٝ ثٝ ضاثُٝ:اثجبر

f x ≤ x < 𝑓 x + 1      ∀x ∈ X  

Rثطای ٞط   >∘   ، S = R + 1 : ی ٔٛجٛز ٔی  ثبقس ثُٛضیىٝ اٌط  ∘<

 d x, y < 𝑅 ⇒ d f(x), f(y) = d  x ,  y  < 𝑅 + 1 = 𝑆  

.   دیٛؾشٝ ٘یؿز ℝزض ٞط ٘مُٝ نحیح زض  fأب.  اؾز ثُٛض یىٙٛاذز fثٙبثطایٗ 

idXثطای ٞط فًبی ٔشطی  ٍ٘بقز ٕٞب٘ی     (ة : X → X ٕٞٛاضٜ زضقز ثبفز اؾز   .

x ثبقس آٍ٘بٜ ٍ٘بقز قَٕٛ Y ظیط فًبیی اظ فًبی ٔشطیXاٌط    (ج ↪ x  زضقز ثبفز اؾز    .
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:fزٚ فًبی ٔشطی ٚ Xٚ Yوٙیس فطو (ز X → Yاٌط ٍ٘بقز ثیٗ آٟ٘ب ثبقس  ، Xٜوطا٘ساض ثبقسآٍ٘ب  f ٚ ؾطٜ اؾز

 [17].   ٍ٘بقشی زضقز ثبفز اؾز f ٞطزٚ وطا٘ساض ثبقٙس،  X ٚ Y ٚ اٌط  ثُٛض یىٙٛاذزf  وطا٘ساض ثبقسY اٌط

Sٞط ایعٚٔشطی،  ثٛيٛح ؾطٜ ٚثب زض ٘ظط ٌطفشٗ  (ٚ = Rٚزض ٘شیجٝ زضقز ثبفز اؾز   ثُٛض یىٙٛاذز . 

:fٍ٘بقز .     سؼطیف 3 . 2 . 2 X → Yثیٗ زٚ فًبی ٔشطی Xٚ  Yضا ِیخ قیشع ٘بٔٙس اٌط λ ∈ ℝ+ ٔٛجٛز 

,x ثطای ٞطثبقس ثُٛضیىٝ y ∈ X ٓزاقشٝ ثبقی : 

d f x , f y  ≤ λd x, y           

Rوبفیؿز ثطای ٞط . ثبقس   ٔی ثُٛض یىٙٛاذزثٛيٛح ٞط ٍ٘بقز ِیخ قیشع،  S  ، ٔجٕٛػٝ  ∘< = λR لطاض  

:f ٞٓ چٙیٗ ٍ٘بقز  . زٞیٓ X ⟶ Yٔمیبؼ ٌٛییٓ اٌط ثبثشٟبی  –ضا ِیخ قیشع ثعضيL, C ٔٛجٛز ثبقٙس ∘<

,xثُٛضیىٝ ثطای ٞط  y ∈ Xٓزاقشٝ ثبقی  : 

      dY f x , f y  ≤ LdX x, y + C 

,fزٍٚ٘بقز    . سؼطیف  4 . 2 . 2 g ٝاظ یه ٔجٕٛػ Xزض یه فًبی ٔشطیه  Y, d  ٚٔی ٘ٛیؿیٓ    ٔجبٚض٘س

f~g .  اٌط زضX ثطای ٞط  ثُٛض یىٙٛاذز وطا٘ساض  ثبقٙس یؼٙیx ∈ Xٓزاقشٝ ثبقی : 

d(f x , g x ) < ∞  

,kزٚ ٍ٘بقز ثبثز ٔب٘ٙس .       ٔثبَ 5 . 2 . 2 l  زض یه فًبی ٔشطیه (Y, d)  ٕٞٛاضٜ ٔجبٚض٘س ظیطا  

d(k x , l(x))ثبثز اؾز ٚ ثٙبثط ایٗ زض  X ثُٛض یىٙٛاذز وطا٘ساض اؾز  . 

 

 تؼد پَششی   3 . 2

 p زض 𝒰ٔطسجٝ .  ثبقس  X یه ٘مُٝ اظX ٚ p ٌطزایٝ ای زض فًبی سٛدِٛٛغی  𝒰فطو وٙیس  .    سؼطیف 1.3.2

اٌط سؼساز .  ٔكرم ٔی قٛز ordP𝒰 ٚ ثب ٕ٘بز.  ٔی ثبقٙس pوٝ قبُٔ ٘مُٝ اؾز𝒰 سؼساز ػٙبنطی اظ

ordP𝒰    :٘بٔشٙبٞی ػٙهط ٔٛجٛز ثبقس آٍ٘بٜ زاضیٓ = ∞ 

:    ثهٛضر ظیط سؼطیف ٔی قٛز𝒰ٚ ٔطسجٝ 

ord 𝒰 = sup{ordp𝒰|p ∈ X}  
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 ثبقس 𝒱 دٛقف ثبظی ٔب٘ٙس X اظ یه فًبی سٛدِٛٛغی 𝒰اٌط ثطای ٞط دٛقف ثبظ ٔشٙبٞی  .    سؼطیف 2.3.2

ord 𝒱 ثبقسٚ 𝒰 سظطیفی اظ 𝒱ثُٛضیىٝ  ≤ n + ٚ ثب   اؾزn زاضای ثؼس دٛقكی وٛچىشط ٔؿبٚی Xآٍ٘بٜ   . 1

dimٕ٘بز  X ≤ n ٕ٘بیف ٔی زٞٙس   . 

dim(   1ر X = n   ، اٌطdim X ≤ n ٚ  dim X ≰ n − 1 .  

dim زاقشٝ ثبقیٓ  nاٌطثطای ٞط    (2ر X ≰ n    ٜآٍ٘ب dim X = ∞ .  

dim  (   3ر ∅   .  سؼطیف ٔی وٙیٓ∘=

ثُٛض ٔثبَ یه ٘مُٝ زاضای ثؼس دٛقكی نفطٚزایطٜ زاضای ثؼسدٛقكی یه ٔی ثبقسظیطااٌط یه دٛقف ثبظ اظ 

 ضا ٔلاحظٝ وٙیس ، ایٗ دٛقف ثبظ، زاضای یه سظطیف قبُٔ ٌطزایٝ ای اظ وٕبٟ٘بی ثبظ ذٛاٞس  Cزایطٜ ٚاحس

 اظ زایطٜ زض xثٛزٚ چٖٛ ٞط دٛقف ایٗ چٙیٙی ٔی سٛا٘س ٔجسزا َٛضی سظطیف قٛز وٝ یه ٘مُٝ ٔؼّْٛ 

  . dim C=1حساوثط زٚ وٕبٖ ٚالغ قٛز ثٙبثطایٗ ثؼس دٛقكی زایطٜ یه ٔی ثبقس یؼٙی  

 

    تؼد هجاًثی 4.2

 . ثؼس ٔجب٘جی ثهٛضر یه ٔمیبؼ ثعضي اظ ثؼس دٛقكی ثهٛضر ظیط سؼطیف ٔی قٛز 

 ٕ٘بیف ٔی زٞٙس asdim X ضاوٝ ثب X   فًبیی ٔشطی ثبقس آٍ٘بٜ ثؼس ٔجب٘جی Xفطو وٙیس   . سؼطیف  1.4.2

: ثهٛضر ظیط سؼطیف ٔی وٙیٓ

  asdim X ≤ n  اٌط ثطای ٞط دٛقف ثبظ ثُٛض یىٙٛاذز وطا٘ساض 𝒱 اظ X دٛقف ثبظ ثُٛض یىٙٛاذز وطا٘ساضی 

≥ μ 𝒰 ثب  X اظ 𝒰ٔب٘ٙس  n + .   ثبقس 𝒰 سظطیفی ثطای 𝒱 ٔٛجٛز ثبقس ثُٛضیىٝ  1

.  ٞطفًبی ٔشطیه وطا٘ساضی زاضای ثؼس ٔجب٘جی نفط اؾز  ثٙبثطایٗ   

:  فًبیی ٔشطی ثبقسآٍ٘بٜ قطایٍ ظیط ٔؼبزِٙس Xفطو وٙیس    . لًیٝ   2.4.2

1)   asdim X ≤ n  

rثطای ٞط  (2 < ,∘uٔجعا ٚ ثُٛض یىٙٛاذز وطا٘ساض-r ذب٘ٛازٜ ٞبی ∞ … , un   Xاظ ظیط ٔجٕٛػٝ ٞبی   

iu⋃ٔٛجٛز ثبقس ثُٛضیىٝ 
i  .  قٛز X دٛقكی اظ  

dثطای ٞط  (3 < ≥ d_μ 𝒰 ثب  X  اظ𝒱ٚض یىٙٛاذز وطا٘ساض ٌ دٛقف ة ∞ n +  .  ٔٛجٛز ثبقس 1
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λثطای ٞط (4 < λٚ μ(W) ثب ػسز ِجً ثعضٌشط اظXاظW دٛقف ثُٛض یىٙٛاذز وطا٘ساض∞ ≤ n + 1 

.  ٔٛجٛز ثبقس 

2)(اثجبر ⟹ 3) 

dفطو  < ∞ ، r > 2d  ٌطفشٝ دؽ َجك فطو ذب٘ٛازٜ ٞبی r-ٔجعا ٚ ثُٛض یىٙٛاذز وطا٘ساض   u∘, … , un     

X ٔٛجٛز ٔی ثبقس ثُٛضیىٝ Xاظ ظیط ٔجٕٛػٝ ٞبی = ⋃iu
i 𝒱 لطاض ٔیسٞیٓ    = ⋃iu

i ٚ x ∈ X فطو ٔی 

U⋂Bdاٌط. قٛز  (x) ≠ ∅ ٚ U ⋂Bd(x) ≠ z آٍ٘بٜ ثطای ٞط  ∅ ∈ U ٞط ٚ y ∈ U  ٓزاضی        : 

d z, y ≤ d x, z + d x, y ≤ d + d ≤ 2d < r  

,d Uدؽ     U  < r . ٗثٙبثطایUٚU ثٝ زٚ ذب٘ٛازٜ ٔجعای ui , ujسؼّك زاض٘س (i ≠ j) ظیطا اٌط ثیه ذب٘ٛازٜ سؼّك

,d Uزاقشٝ ثبقٙس U  > rٖٛٔی قٛز ٚ چn + ,∘uذب٘ٛازٜ 1 … , un زاضیٓ دؽ Bd (x)   حساوثط n + 1  

 .       ضا لُغ ٔی وٙس 𝒱ػٙهط

( 3 ⟹ λفطو  (4 < μ(𝒱) ۔5λ ضا ثب X اظ 𝒱 ٚ دٛقف ثُٛض یىٙٛاذز وطا٘ساض ∞ ≤ n +   زض ٘ظط ٔی 1

= Vٌیطیٓ ٚ سؼطیف ٔی وٙیٓ  N2λ(V) ٚ  W = {V |V ∈ v} دؽ دٛقف ثُٛض یىٙٛاذز وطا٘ساض ، W ثب 

μ(W)حبَ ثبیس ثبثز وٙیٓ .  ثسؾز ٔی آیس λػسز ِجً ثعضٌشط اظ  ≤ n + 1  .  

x ∈ Xزض ٘ظط ٌطفشٝ دؽ اٌط  x ∈ V  ٜآٍ٘ب d x, V < 2λ  ثٙبثطایٗ ٞط ٌٛی B2λ(x) ،  n + ضا  𝒱   ػٙهط1

n اؾز ٚ ٔب 2λوٛچىشط اظ x ٚ V ظیطا فبنّٝ ثیٗ)لُغ ٔیىٙس  + μ(W)دؽ  (زاضی𝒱ٓ ػٙهط 1 ≤ n + 1 .  

 (2 ⟹ diam(𝒱) ثب 𝒱 فطو وٙیسدٛقف(1 ≤ δ  حبَ ثبیس دٛقف ثبظ ثُٛض یىٙٛاذز .  زازٜ قسٜ اؾز

 ٔجعا ٚ ثُٛض یىٙٛاذز وطا٘ساض-rذب٘ٛازٜ ٞبی  .   ضا سظطیف وٙس 𝒱  ، 𝒰 ثیبثیٓ وٝ X اظ  𝒰وطا٘ساضی ٔب٘ٙس 

u∘, … , un r ضا ُٔبثك فطو ثب  X اظ ظیط ٔجٕٛػٝ ٞبی  > 2δٝثُٛضیى X = ⋃iu
i  زض ٘ظط ٔی ٌیطیٓ    

u i = {Nδ(U)|U ∈ 𝒰} ٚ  𝒰 = ⋃iu 
i ٓچٖٛ .  لطاض ٔی زٞیui ٞب َجك فطو r- دؽ . ٔجعا یٙس u i ٘یع  ٞب

μ(u i) ٔجعا یٙس ٚ  ≤ n + Vزض ازأٝ  . 1 ∈ 𝒱 زض ٘ظط ٌطفشٝ ثٙبثطایٗ ا٘سیؽ i ی ٔٛجٛز اؾز ثمؿٕی 

Uوٝ ∈ ui ٚ،  𝑉 𝑈 اظ آ٘جبیی وٝ . ضا لُغ ٔی وٙس𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑉) ≤ 𝛿  ،  𝑉 ⊂ 𝑁𝛿 𝑈  دؽ𝑉  یه ػٙهط اظ 𝒰 

 .  ضا سظطیف ٔی وٙس 𝒱  ، 𝒰اؾز یؼٙی

 (1 ⟹ λفطو(4 < 𝒱 زازٜ قسٜ ٚ∞ = {𝐵λ(𝑥)|𝑥 ∈ 𝑋} ثٛيٛح 𝒱دٛقكی اظ 𝑋 ٔی ثبقسٚ َجك فطو 

𝜇(𝒰) ثب 𝑋 اظ 𝒰دٛقف ثُٛض یىٙٛاذز وطا٘ساض  ≤ 𝑛 +  ضا سظطیف ٔی 𝒱  ،𝒰 ثُٛضی وٝ .   ٔٛجٛز اؾز 1


