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  :چکیده
هاي مختلف زمینهدستگاه هاي خطی بزرگ  از نوع  نقطه زینی  در طیف گسترده اي از برنامه هاي کاربردي در حل عددي هاي روش

وجود آمـدن  ه نامعلوم  و ضعیف بودن خواص طیفی دستگاه هاي خطی باعث ب. گیرندرد استفاده قرار میموعلوم محاسباتی و مهندسی 
 ـ   در سال هاي اخیر. چالش هاي قابل توجهی براي محققین شده است وجـود آمـده  و   ه علاقه زیادي براي حل  مسائل  نقطـه زینـی ب

ارائه و بحث در مـورد روش هـاي حـل بـراي       پایان نامههدف از این . روش هاي متعددي براي حل این دستگاه ها  پیشنهاد شده اند
  .دستگاه هاي خطی به شکل  نقطه زینی، با تاکید بر روش هاي تکراري  براي مسائل  بزرگ و تنک است
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  پیشگفتار

  زینی نقطهشکل به  خطی هاي بزرگ دستگاه بسیار زیادي براي حلو علاقه  وقت هاي اخیر، در سال
 از طیف گسترده اي  در چنین مسائلی را این واقعیت است که این علاقهدلیل  .اختصاص داده شده است

 هاي روش روزافزون محبوبیتمثال، به عنوان  .می توان مشاهده نمود علمی فنی و ها و کاربردهاي  برنامه
 هاي دستگاه  از عمده  یک منبعمکانیک جامدات و سیالات   مهندسی از قبیل در زمینه هاي عناصر متناهی

 .می باشدزینی  نقطه

موفقیـت فـوق العـاده ایـن مسـائل در      به کار بر روي مسائل نقطه زینی،  یکی دیگر از دلایل این افزایش علاقه
  .حل الگوریتم هاي نقطه داخلی در بهینه سازي خطی و غیر خطی است

 هـاي  مربوط به دسـتگاه نتایج عددي  روش ها و که این موضوع این است جامع از بررسی ما براي یک توجیه
هـدف اصـلی در ایـن     .ظاهر مـی شـوند   ها کنفرانس مجلات و کتاب ها، طیف گسترده اي از در،  زینی نقطه

اگـر چـه   . سـت هاي تکراري بر روي مسائل تنک و بـزرگ ا  مقاله مروري بر روش هاي حل با تاکید بر روش
براي مثال، نوع مسـاله اسـتوکس   (خاصی در ذهن ما جاي گرفته اند يحل با کاربردها بسیاري از این روش ها
ها را ازطریق مفاهیم جبر خطی عـددي مـورد بحـث قـرار      ، این امکان وجود دارد تا آن)در دینامیک سیالات

 .باشد )2-2فصل دوم بخش (شور متممبرجسته ترین آنها شاید  دهیم  که 

هـاي حـل    بـا ایـن حـال روش    ،دارد وجوداین دستگاه ها  براي حل روش بهتریننمی توان گفت که  چهاگر 
بـه بحـث    پایان نامـه را بنابراین قسمتی از . وجود دارد نقطه زینیمختلفی از مسائل   رده هايموثري براي حل 

حاضـر   مطالعـه  کـه امیـد اسـت   . چند کاربرد انتخاب شده از مسائل نقطه زینی اختصـاص مـی دهـیم    در مورد
کـه در زمینـه جبرخطـی    به محققین و دانشجویانی باشد  حلھای  روش ي در انتخابکمک و راهنمایی  مفید

  .دي و محاسبات علمی فعالیت دارندعد
پایان نامه شامل چهار فصل است، در فصل اول به یادآوري برخی مفاهیم و قضایاي پایه اي و اساسی در مورد 

دوم بـه اختصـار در خصـوص  روش هـاي      در فصـل . می پـردازیم  گی پیدایش آنهامسائل نقطه زینی و چگون
را بـراي حـل مسـائل نقطـه      اخیرروش  دودر فصل سوم . حل این گونه مسائل مطالبی را بیان می کنیمعمومی 

 3روش جدیدي را که بـر پایـه روش هـاي فصـل     در فصل چهارم  .زینی که حالت خاصی دارد بیان می کنیم
  . معرفی و تحلیل می کنیمرا  بنانهاده شده است

  .در پیوست آمده است MATLABلازم به ذکر است که پیاده سازي الگوریتم ها با کمک نرم افزار 
  
  
  

 
 
 



 
 
 
 
 
 

  

  ايتعاریف و قضایاي  پایه 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 
 

که در چه مسائلی  زینی و ایننقطه در مورد دستگاه هاي در این فصل به بیان مفاهیم پایه اي و قضایاي اساسی 
مقدماتی موجود تعاریف و قضایاي  ذکردر این پایان نامه سعی شده از  .می پردازیموجود می آیند، ه ب

 .دهیممی با جزئیات بیشتري ارائه  بحث رام اصلی یهامف صرف نظر، در عوضآنالیز عددي  هايابدرکت
  .نمایند رجوع معرفی شده در متنجع امر می توانند بهبراي مطالعه پیش زمینه علاقه مندان 

  

  مقدمه. 1-1
  

با کاربردهاي  دیگر سويو از  مسائل مهندسی و علوم  بیشتربا  ،سواز یک گاه هاي معادلات خطی دست
بنابراین همواره حل . ی تجارت و مسائل اقتصادي در ارتباط هستندمریاضیات در علوم اجتماعی و مطالعه ک

محققین همواره  در تلاشند که بتوانند دستگاه هاي خطی . دستگاه هاي معادلات خطی مورد توجه بوده است
چون . له، حل آن نیز مشکل می گرددعاد مساصورت بزرگ شدن ابزیرا در . را سریعتر و دقیقتر حل کنند

 .ها تعاریف و قضایایی بیان کنیمماتریسورت ماتریس است لازم می دانیم در مورد ضرایب دستگاه ها به ص
هر چند اگر لازم  .را در این فصل بگنجانیم یاي مورد استفاده در فصل هاي بعدسعی می کنیم تعاریف و قضا

  .بیان و اثبات می کنیمرا تعاریف و یا لم هایی نیز باشد در فصل هاي بعد 
)اگر )1-1-1(تعریف  )ijA a=را به صورت  مزدوج درایه هاي مختلط باشد، یک ماتریس با   

  )بلابل(
  .تعریف می کنیم   

  :کنیمنشان می دهیم و تعریف می را با  ترانهاده هرمیتی ماتریس ) 2-1-1(تعریف 
  

  بلابل( 
) یعنی هرگاه داشته باشیم )ijA a= ،آن گاه   

 بلابل( 
  

  .ترانهاده هرمیتی یک ماتریس را ترانهاده مزدوج نیز می نامند
  

  داشته باشیماگر : مثال

  بلابل(



  :به صورت زیر حاصل می شوند ماتریس  ترانهاده هرمیتیمزدوج و آن گاه 

  بلابل(

  و

 بلابل(

  
nرا یک مقدار ویژه براي ماتریس  λاسکالر  ) 3-1-1(تعریف  n× ،A گوییم، هرگاه بردار غیر

Auموجود باشد به طوري که  صفر  uλ=بردار ،u را بردار ویژه ماتریسAمتناظر با مقدار ویژهλ 
  .گوییم

  
 

nیک ماتریس Aفرض کنید) 4-1-1(تعریف  n×  باشد، مجموعه تمام مقادیر ویژه ي ماتریسA  را
)می گوییم و آن را با  Aطیف ماتریس  )Aσ نشان می دهیم.  

  
 

می گوییم وآن را با  Aاز لحاظ قدر مطلق را شعاع طیفی Aبزرگترین مقدار ویژه ي ) 5-1-1(تعریف 
( )Aρ لذا .نشان می دهیم:  

( )
( ) max | |

A
A

λ σ
ρ λ

∈
=  

  ماتریس هاي خاص. 1-2
  

ضرایب خطی در نظر گرفته می شود اغلب به ساختار ماتریس معادلات روندي که براي حل دستگاه هاي 
زیرا برخی از روش هاي حل دستگاه هاي خطی براي حالت خاصی از ماتریس ضرایب ممکن  .بستگی دارد

است سریعتر و یا دقیق تر به جواب برسد اما براي ماتریس ضرایبی به شکل دیگر کندتر و یا حتی به جواب 
به خواص ماتریس  Aچنین بسیاري از خصوصیات مقادیر ویژه و بردارهاي ویژه نظیر ماتریس  هم .نرسد

هاي ویژه ماتریس هاي زیر خواص ویژه اي دارند که با نوع به عنوان مثال مقادیر و بردار. دبستگی دار
n یماتریس فرض کنید . ماتریس ارتباط دارد n×  است، برخی از ماتریس هاي خاص را به

  :صورت زیر معرفی می کنیم
  

              :ماتریس متقارن

                                           : ماتریس پادمتقارن
0      : ماتریس نامنفی , ( , 1, 2,..., )ija i j n≥ =    
          : ماتریس یکانی

  



هاي ماتریس مختلط باشند، تعاریف مشابهی براي ماتریس هرمیتی و غیر هرمیتی مانند یه احالتی که در در
  :متقارن و پادمتقارن داریم

  

              :هرمیتیماتریس 
                                     : هرمیتی کجماتریس 

  

  :یک ماتریس هرمیتی است زیرا ماتریس : مثال
  
  

 بلابل(
  

تعدادي از این نوع . ر هستنددکه براي اهداف محاسباتی مناسب تبرخی از ماتریس ها ساختار ویژه اي دارن
  .ماتریس ها در زیر ارائه شده اند که نقش مهمی در آنالیز عددي ایفا می کنند

  

iاست که براي هر  ی مربعیماتریس: ماتریس قطري j≠ 0 شته باشیم داija و آن را به صورت زیر نشان  =
  :می دهیم

11 22( , ,..., )nnA diag a a a=  
  
 

  .را متعامد گویند هرگاه   ماتریس مربع:  ماتریس متعامد
 
  

iاست که براي هر یماتریس: ماتریس بالامثلثی  j> داشته باشیم:  
  

0ija =  
  

i ماتریسی است که براي هر: ماتریس پایین مثلثی j<   :داشته باشیم 
  

0ija =  
  

سطرهاي یک ماتریس همانی حاصل شود یک ماتریس  جابجاییماتریسی که از : ماتریس جایگشت
  .جایگشت است

یک ماتریس جایگشت است که از جابجایی سطرهاي اول و دوم   ماتریس  :مثال 

  .حاصل گردیده است ماتریس همانی 
  



0Xرا معین مثبت گوییم هرگاه به ازاي هر بردار  Aیک ماتریس متقارن : ماتریس معین مثبت داشته  ≠
  :باشیم

0TX AX >  
  

  و نیمه معین مثبت گوییم هرگاه
  بلابل(

  

با تغییر جهت نامساوي هاي بالا حاصل براي ماتریس معین منفی و نیمه معین منفی نیز مشابهی  هاي تعریف
  .شوندمی 

  :ریس زیر یک ماتریس معین مثبت استمات: مثال 
  

  بل(

  زیرا

  ي

  يو
  

,1را قطر غالب سطري گوییم هرگاه به ازاي هر  Aماتریس  :ماتریس قطر غالب 2, ,i n= L  
  

1

n

ii ij
j
j i

a a
=
≠

≥ ∑  

  

اگر تمام نامساویها به صورت اکید باشند، آن را اکیدا . و حداقل یکی از روابط به صورت نامساوي اکید باشد
  .قطر غالب سطري می نامیم

  .تعریف می گرددماتریس قطر غالب ستونی به روش مشابه 
  

  ماتریس : مثال 

  بل 

  یک ماتریس اکیدا قطر غالب است زیرا
  بل 



  بل 
  بل 

  

را می توان به صورت مجموع دو ماتریس متقارن و پاد متقارن به صورت زیر  مربعی حقیقی ماتریس  هر
   :نوشت

  

  فلابلا
  

  .ماتریسی پاد متقارن است ماتریسی متقارن و  که در آن 
را می توان  یعنی ماتریس مختلط . به همین ترتیب این تعریف براي ماتریس هاي مختلط نیز قابل بیان است

  :به صورت مجموع دو ماتریس هرمیتی و هرمیتی کج به صورت زیر نوشت
  

  بلابلابلا
  

  .هرمیتی کج است ماتریسی هرمیتی و  که در آن 
  

را به صورت مجموع دو ماتریس هرمیتی و هرمیتی  Aفرض کنیم ماتریس  :) ]1[مرجع (ماتریس غالب
  :داشته باشیمغالب گوییم هرگاه  به  نسبترا  ماتریس . داشته باشیم بالاکج به صورت 

  

  التلا
 

   .غالب باشد نسبت به  ، فرض می کنیم استفاده شود و  ماتریس هاي  ازدر این پایان نامه هرگاه 
  .رابطه فوق براي هر ماتریس معین مثبت بر قرار است: مثال

  

 داریم این ماتریس را توسط رسم خطوط فرض کنید ماتریسی مانند  :)افراز شده(بلوکیماتریس 
 به ماتریس هایی از مرتبه پایین تر به نام زیر ماتریس ها یا بلوك ها افقی و عمودي که از میان آنها می گذرد

  :به عنوان مثال ماتریس زیر را در نظر بگیرید. تقسیم می کنیم
  

  ي
  

  :یا زیر ماتریس هاي آن عبارتند از که بلوك
 

  ي 
  



  ي 
  

ماتریس  ماتریس در نظر بگیریم که عناصر آن عبارتند از زیر ابررا به عنوان یک  لذا ممکن است ماتریس 
  :و می نویسیم هاي 

  

  ي 
  

  .نامیده می شود) افراز شده(که به زیرماتریس ها یا بلوك هایی تقسیم شده باشد ماتریس بلوکی یک ماتریس
  

  لابلذدزلذد
  نرم هاي برداري و ماتریسی. 1-3

  

که  Xتابعی است با مقدار حقیقی روي  Xیک نرم برداري روي فضاي برداري )1 -3 -1( تعریف
  :داراي خواص زیر باشد

اگر -1 و تنها اگر و هر   .براي
  .وبراي هر -2
  .براي هر  -3

  

)را با  yو  xاگر ضرب داخلی دو بردار  )2-3-1(تعریف  , )x y  نرم اقلیدسی نشان دهیم و ،
  :را به صورت زیر تعریف می کنیم

1
2

2|| || ( , )x x x=  
  

  .نیز نامیده می شود 2L نرماین نرم، 
  

  :نرم هولدر به صورت زیر تعریف می شود )3-3-1(تعریف 
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,1اگر قرار دهیم  2,P =   :نرم هاي زیر به دست می آیند ∞
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||مشابه نرم برداري، نرم ماتریسی نیز تابعی مانند )4-3-1(تعریف . به مجموعه ي اعداد  از است ||
   : حقیقی نامنفی، به طوري که در خواص زیر صدق می کند

اگر  :داریم  براي هر ماتریس )1 و تنها اگر   .و
  .   :داریم αعدد مختلط  ربراي ه )2
  :داریم و   براي هر دو ماتریس هم مرتبه ي )3

mبراي ماتریس  )4 n× ،  و ماتریسn r× ، داریم: .  
 

  :نرم ماتریسی را به صورت نرمی که وابسته به نرم برداري است به صورت زیر تعریف می کنیم در این قسمت
 

  . می نامیم )تبعی(و آن را نرم طبیعی
  .و به سادگی روابط زیر اثباط می شود بیشتر مورد استفاده واقع می شونددر نرم ماتریسی نیز سه نرم زیر 
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||به ازاي هر نرم طبیعی  آن گاهیک ماتریس حقیقی باشد،  Aهرگاه .)5-3-1(قضیه  . || ،AA ≤)(ρ.  
  ].2[در مرجع: اثبات

  

هر  و Aاست، آن است که به ازاي هر]  2[یک نتیجه جالب و مفید که مشابه اثبات قضیه فوق در مرجع 
0>ε  نرمی مانند|| .   وجود دارد با این خاصیت که  ||

  

ερ +< )(AA  
  

)(در نتیجه  Aρ 23اثبات این نتیجه را می توان در صفحه . است هاي روي بزرگترین کران پایین براي نرم  
  .یافت] 3[مرجع 

که ممکن است در مراجع دیگر، به ) 512صفحه ] 2[در مرجع(همگرایی ماتریسی است در موردتعریف زیر 
  .ماتریس همگرا معرفی شده باشدنوع دیگري 

  



niرا همگرا نامیم اگر به ازاي هر  nn×،Aماتریس  .)6-3-1(تعریف ,,2,1 L=  وnj ,,2,1 L=، 
  :داشته باشیم
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  :احکام زیر معادلند ).7-3-1(قضیه
  

  یک ماتریس همگراست؛ A) آ(
||نرم هر به ازاي ) ب( . limداشته باشیم ،|| 0n

n
A

→∞
=  

) )پ( ) 1Aρ <  
  .مراجعه شود] 4[مرجع  به :برهان

  

است هرگاه کمترین تعداد سطر ها یا ستون هاي مستقل  mبرابر  A ماتریس 1رتبهگوییم ). 8-3-1(تعریف
   :باشد و می نویسیم mبرابر  Aخطی 

   سیبلسی
  

  .استفاده می کنیم از  معمولا براي خلاصه نویسی به جاي 
  

زیر  صورتبه می نامند و   ماتریس  2پوچرا فضاي  جواب دستگاه فضاي ). 9-3-1(تعریف
  :تعریف می شود

  یبلیبلیبل
  

  .شوداستفاده می یا به طور خلاصه از   از نماد ،معمولا  براي نمایش فضاي پوچ 
  
  دستگاه هاي معادلات خطی 1-4

  

  :زیر تعریف می گردد شکلبه مجهولو معادلهشامل  یک دستگاه معادلات خطی
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  .ها مجهول هستندjxها ضرایب ثابت و ija که در آن

                                                 
1 Rank 
2 Kernel 



  :می توان دستگاه فوق را با جدا کردن ضرایب و مجهول ها و طرف راست دستگاه به صورت زیر نوشت
  

  بیلیب
  

 نیز برابر bو  بردار مجهول ها یا  xماتریس ضرایب،  Aکه در آن 
-دستگاه براي حل . روش هاي متفاوتی براي حل آن پیشنهاد می شود Aبسته به نوع ماتریس ضرایب . است

  :وجود دارد زیر ، دو روش کلی  صورت  بهمعادلات خطی  هاي
  روشهاي مستقیم -1
  )تکراري(روشهاي تقریبی -2

  
  هاي مستقیم روش1-4-1

  

تابع خطاهاي که تنها تعداد ثابتی مرحله، جوابی آنها با پیمودن هایی هستند که در  هاي مستقیم روش روش
روش حذفی گاوس و روش هاي تجزیه مستقیم ماتریس ها  به عنوان مثال .است حاصل می شود گرد کردن

 دقت مورد نظرهاي تقریبی بسته به میزان  در حالی که روش. همگی روش هاي مستقیم هستند... و  مانند 
مثلا . شرایط خاصی لازم است ي مستقیم،روش ها از اما براي استفاده. تکرار شوندچندین بار می توانند 

هرچند ... . ماتریس ضرایب معکوس پذیر باشد یا مثلا عناصر روي قطر ماتریس ضرایب ناصفر باشند و 
در بحث ما . ایط را فراهم کرد اما همواره این کار امکانپذیر نیستممکن است با روابط ریاضی برخی از شر

هاي مستقیم  براي توضیح بیشتر راجع به روش بنابراین .هاي تکراري است راجع به روشاین پایان نامه 
  .رجوع نماید] 3[ و  ]2[خواننده می تواند به مراجع 

  
  هاي تقریبی روش1-4-2

  

به هزینه بالاي از جمله این دلایل می توان . به دلایل متعددي همواره روش هاي مستقیم قابل اجرا نیستند
با این وجود روش . روش ها اشاره کرددر این حتی برقرار نبودن شرایط لازم یا محاسبات، افزایش خطا و 

بنابراین روش هاي تقریبی به . آورندجواب تقریبی به دست یک هاي تقریبی می توانند در بسیاري از شرایط، 
- نها به وجود می آید که براي دستهسرعت گسترش یافته اند و روز به روز روش هاي جدید تري از ترکیب آ

  .هاي بهتري حاصل می شودجواب  ي ضرایبهاي خاصی از ماتریس ها
ا را در فصل بعد بیان مابقی روش ه. یکی از این روش ها است که در زیر به آن اشاره می کنیم SORروش 

  .خواهیم کرد
  
  



  :SOR3 روش
  

  :دستگاه خطی زیر را در نظر بگیرید
  بیلیب

  

  :به صورت زیر می توانیم یک طرح تکراري براي به دست آوردن جواب بسازیم با تفکیک 
  بیلیب

  

حال طرح تکراري را به . ماتریسی بالا مثلثی است ماتریسی پایین مثلثی و  ماتریسی قطري،  که در آن 
  :صورت زیر در نظر بگیرید

  ي 
  که در آن 

  ي
  

 داشته باشیم  پارامتري است که براي همگرایی روش، محدودیت هایی دارد و باید همواره و 
یعنی مقداري که مثلا تعداد تکرارهاي کمتري را براي   کلی بهترین مقدار  در حالت  .

مقدار (خاصی بهترین مقدارحالت هاي اما می توان در . رسیدن به جواب تقریبی داشته باشیم معلوم نیست
  .بررسی شده است ]3[را به دست آورد که چند مورد آن در مرجع  براي  )بهینه

  .می نامیم SORروش محاسبه جواب دستگاه معادلات خطی با استفاده از این طرح تکراري را روش 
  .که به شکل خاصی استرا بررسی می کنیم در بخش بعد یک ماتریس ضرایب 

  
  4مسائل نقطه زینی. 1-5

  

به فرم  2×  2ی خطی بلوک دستگاه هاي حل،پایان نامه این موضوع  :دستگاه خطی بلوکی )1-5-1(تعریف 
   :زیر است

)1.1                   (  
                 )2.1      ( ×    ×  × .  

  

 از ایـن بـه بعـد    .نوشت) 2.1(و  )1.1( شکل به  را می توان خطی دستگاههر ، مناسب با یک افرازواضح است 
   .همزمان صفر نباشند 2Bو 1B ماتریس یا یکی یا هر دو A می کنیم فرض

  

                                                 
3 Successive Over Relaxation 
4 Saddle Point Problems 



یک دستگاه نقطه را  )1-5-1(مانند تعریفبلوکی  خطی دستگاهیک  :نقطه زینی دستگاه) 2-5-1(تعریف 
را  ط زیرشرای ی ازیک یا بیش از یک، Cو  A ، 1B، 2Bآن، تشکیل دهنده بلوك هايهرگاه  زینی نامیم
  :داشته باشند

AAT: متقارن باشد A) الف =.  
)(یعنی  Aبخش متقارن ) ب

2
1 TAAH   .، نیمه معین مثبت باشد=+

BBB )پ == 21.  
  .قارن و نیمه معین مثبت باشدمت C )ت
OC) ث   .برابر ماتریس صفر باشد Cیعنی =

  

از ایـن  بـه دسـت آمـده     ردامـو تـرین   خـاص یکـی از  . را نتیجه می دهـد ) شرط ت) واضح است که شرط ث
یک ماتریس نیمه معین مثبت متقـارن   Aدر این حالت  .برقرار باشند شرایط فوق است که تمام دستگاه حالتی

که می توان هر ماتریس مربعی حقیقی را به صورت مجموع دو ماتریس متقارن و متقارن  با توجه به این(است
نیمـه   قسمت متقارن کج آن صفر و لـذا مـاتریس    کج نوشت و در اینجا با توجه به متقارن بودن ماتریس 

  :خطی متقارن به صورت زیر داریم  دستگاهو یک  )معین مثبت خواهد بود
  

)3.1                   (  
  

   :می آید  به وجودزیر  به شکلاز شرایط بهینگی مرتبه اول براي مساله برنامه ریزي مقید  دستگاهاین 
)4.1               ( 

                                                                  
 

  .خواهیم دید) 1-7-1(که در ادامه نحوه به دست آمدن دستگاه نقطه زینی از مسئله فوق را در بخش 
برقـرار   )تـا ت ) الـف  که شـرایط  است زمانی است اهمیت ویژه اي برخوردارحالت هایی که از  از دیگریکی 
  :به  فرم زیر خواهیم داشت خطی بلوکی  دستگاهیک  در این حالت، .نیست برقرار )ث، اما هستند

  

)5.1                   (  
  

که در بحث  آیند می وجوده بهاي عناصر متناهی  روشگسسته سازي به  زمینه در اغلب ،از این نوع یمسائل
PDE5 از آنها استفاده شده است.  

-نـاویر  معادلات تی مانندمعادلا گسسته سازي  ،می شودصفرغیر  C به منجر وضعیت هایی که یکی دیگر از 
  .را ببینید ]8[و   ]7[،  ]6[ مراجع توانید  ر مییشتبراي دیدن مثال هاي ب .استشده  سازي استوکس خطی

                                                 
5 Partial Differential Equations  


