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چ΋یده:

آفین کلاف�های روی لاگرانژی سیستم�های و ل�ͳگونه جبر ساختارهای

ͳایوب رضوانه

به آفین کلاف از متعارف ایمرشن به�وسیله را آفین کلاف روی ل�ͳگونه جبر ساختار مفهوم نامه، پایان این در
دینامی�Έهای از ͳهندس ترسیم و گوناگون ارتقاهای امتداد، به همچنین م�ͳدهیم. قرار ͳبررس مورد آن دوم دوگان

. داشت خواهیم ویژه�ای توجه آفین ل�ͳگونه جبر Έی روی لاگرانژین�گونه

واژه: کلید
. لاگرانژی سیستم�های امتداد، آفین، فضاهای ل�ͳگونه، جبر

ث



Abstract:

Lie Algebroid Structures And Lagrangian Systems On
Affine Bundles

Rezvaneh Ayoubi

In this text, we study the concept of Lie algebroid structures on an affine bundle
by means of the canonical immersion of the affine bundle into its bidual. We pay
particular attention to the prolongation and various lifting procedures, and also to the
geometrical construction of Lagrangian-type dynamics on an affine Lie algebroid.

Key words:
Lie algebroid, affine spaces, prolongation, Lagrangian systems.
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پیشΎفتار:

ͳمعرف به ابتدا م�ͳدهیم. ΀توضی تفصیل به را فصل این در شده بیان قضیه�های جبری جنبه�های اول فصل در

ͳبررس را آفین فضای روی مختصات آفین، کن; Έی تعریف با سپس و م�ͳپردازیم آفین نΎاشت و آفین فضای

م�ͳنماییم. بیان را آفین فضای روی ͳخارج جبر و ͳل جبر ساختار مفهوم همچنین م�ͳکنیم.

ساختار از اساساً که است شده تعریف τ : E −→ M آفین کلاف روی جبرل�ͳگونه ساختار ابتدا دوم درفصل

بخش�های براکت که خاصیت این با بر�م�ͳآید، E از Et توسعه�یافته دوگان از Ẽ دوگان روی ͳقدیم ل�ͳگونه جبر

را ͳویژگ این معادل توصیف م�ͳگیرد. قرار برداری کلاف زیر تصویر در i : E −→ Ẽ شمول نΎاشت تصویر

جبر از ͳمثال�های فصل این آخر بخش در یافت. پواسن ساختار و ͳخارج دیفرانسیل روی بعدی بخش در م�ͳتوان

است. شده ارائه آفین ل�ͳگونه

گردیده بیان شده، آغاز برداری جبرل��ͳگونه�های روی ترسیم با که یΈجبرل��ͳگونه از امتداد مهم مفهوم سوم فصل در

برداری جبرل�ͳگونه که ͳزمان Eرا روی آفین ساختار شده داده امتداد کلاف که است شده داده نشان آنجا در است.

شده داده امتداد کلاف بخش�های روی متعارف نΎاشت که داده�ایم نشان ادامه در م�ͳبرد. ارث به است Ẽ روی

م�ͳباشند. عمودی و کامل ارتقاهای است دسترس در که مطلب این ͳطبیع ترسیم م�ͳشود. عمود اندومورفیسم باعث

روی بخش٣-۵ در م�ͳکنند. بازی را آفین ل�ͳگونه�های جبر روی لاگرانژین سیستم�های از ͳتعریفهندس نقش آنها

مفهوم به همچنین و گوییم ͳپذیرفتن ͳهای�ͳمنحن آنها به که م�ͳکنیم بحث E روی خاص منحن�ͳهای از دسته Έی

دیفرانسیل معادلات و دارند تعلق ͳخاص دسته�ی به آنها انتΎرال منحن�ͳهای که م�ͳپردازیم ͳ΋دینامی سیستم�های

را گونه لاگرانژین شبه- معادلات و کارتان ͳ٢-فرم و ͳ١-فرم آخر بخش در م�ͳدهند. تش΋یل را SODE-شبه

کرد. خواهیم اشاره همیلتون�گونه فرمول�سازی با رابطه به اویلر-لاگرانژ، معادلات بیان از پس و کرده ͳمعرف
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٣ آفین فضای روی ͳل جبر ساختار .١ فصل

برداری فضای به آفین فضای از ایمرشن ١-١

این به داریم. آفین فضاهای به مرتبط ͳتعاریف بیان به نیاز آفین، کلاف روی جبرل�ͳگونه ساختار تعریف از قبل

م�ͳکنیم. ارائه را ͳمقدمات تعریف چند ابتدا بخش این در دلیل

برداری فضای Έی A مجموعه، Έی A که است ⟨A,A,+⟩ ͳتای سه Έی آفین١ فضای [۶] تعریف١-١-١.

شرایط در که است A روی A ͳجمع گروه از آزاد متعدی عمل Έی + : A×A −→ A و البعد ͳمتناه ͳحقیق

م�ͳکند: صدق زیر

،a+ ۰ = ۰ ،a ∈ A هر ازای به •

،(a+ a۱) + a۲ = a+ (a۱ + a۲)، a۱, a۲ ∈ A و a ∈ Aهر ازای به •

.a+ u = b طوری΋ه به است موجود u ∈ A ی΋تای بردار ،a, b ∈ A نقطه دو هر برای •

م�ͳشود. مشخص A بعد توسط A بعد

است. آفين فضای Έی ⟨R,R,+⟩ ͳتاي سه .١-١-٢ مثال

φ : A −→ B نΎاشت باشند، آفین فضای دو ⟨B,B,+⟩ و ⟨A,A,+⟩ که کنید فرض [۶] تعریف١-١-٣.

هر برای بطوری΋ه باشد موجود φ : A −→ B ͳخط نΎاشت Έی هرگاه م�ͳشود نامیده ٢ آفین نΎاشت Έی

باشیم داشته a ∈ A و a ∈ A

φ(a+ a) = φ(a) + φ(a). (١-١)

م�ͳباشند: دارا را زیر خواص آفین نΎاشت�های

ψ : A
′ −→ A

′′ و φ : A −→ A
′ فرضکنیم اگر زیرا است، آفین یΈنΎاشت آفین، دونΎاشت ترکیب •

آنΎاه باشند، آفین نΎاشت دو

ψ(φ(a+ a)) = ψ(φ(a) + φ(a)) = ψ(f(a)) + ψ(φ(a)).

،φ : A −→ B آن، با متناظر ͳخط نΎاشت اگر تنها و اگر یΈاست یΈبه φ : A −→ B آفین نΎاشت •

باشد. Έی به Έی

پوشا φ : A −→ B آن، با متناظر ͳخط نΎاشت اگر �تنها �و اگر است پوشا φ : A −→ B آفین نΎاشت •

باشد.
١Affine space ٢Affine map



۴ آفین فضای روی ͳل جبر ساختار .١ فصل

A روی آفین تواب΄ تمام مجموعه�ی م�ͳگوییم. آفین تاب΄ Έی را φ باشد B = R = B اگر خاص حالت در

رابطه در φ ∈ A
∗ ازای به φ : A −→ R آفین تاب΄ Έی م�ͳدهیم. نمایش A∗ با را A دوگان و Aff(A,R) با را

فرض φ۲ و φ۱ آفین تواب΄ ازای به زیرا دارند برداری فضای ساختار آفین تواب΄ مجموعه م�ͳکند. صدق (١-١)

تاب΄ صورت این در شود. تعریف (φ۱ + φ۲)(a) := φ۱(a) + φ۲(a) صورت به که باشد ͳتابع φ۱ + φ۲ کنید

At = Aff(A,R) برداری فضای است. گرفته ش΋ل φ۱ + φ۲ ∈ A
∗ روی که است آفین تاب΄ Έی هم φ۱ + φ۲

م�ͳدهیم. نمایش Ã = (At)∗ نماد با را A مضاعف) (دوگان دوم دوگان م�ͳشود. نامیده A از یافته توسعه دوگان

نشان ادامه در است.� ایزومورف V خود با ،Ṽ = (V ∗)∗ دوم دوگان ،V برداری فضای مورد در که م�ͳدانیم

است. A آفین فضای خود از ͳکپ Έی شامل ،Ã آفین، فضای Έی دوم دوگان که داد خواهیم

م�ͳکنیم. بیان [۲۴] از را ͳخط جبر از ͳمباحث قضیه، چند اثبات و بیان از قبل حال

را f : V −→ F ͳخط تبدیل هر باشد، F میدان روی برداری فضای Έی V کنیم فرض تعریف١-١-۴.

م�ͳنامیم. ͳخط Έتابع Έی

م�ͳنامیم. V دوگان را آن و م�ͳدهیم نمایش V ∗ با را V روی ͳخط تابع�Έهای تمام مجموعه�ی

م�ͳدهیم. Vنمایش ∗∗ با و م�ͳنامیم V دوم) (دوگان مضاعف دوگان را V فضای دوگان دوگان

f ∈ V ∗ هر ازای به که م�ͳگیریم نظر در چنان را x̂ ∈ V ∗∗ عضو باشد، x ∈ V کنیم فرض .۵-١-١ ملاحظه

.x̂(f) = f(x) باشیم داشته x̂ : V ∗ −→ F و

.x = ۰ آنΎاه ،x̂(f) = ۰ باشیم fداشته ∈ V ∗ هر برای طوری΋ه به x ∈ V اگر .۶-١-١ لم

. ̂λx۱ + x۲ = λx̂۱ + x̂۲ آنΎاه ،λ ∈ F و x۱, x۲ ∈ V اگر .١-١-٧ ن΋ته

برای بطوری΋ه φ : V −→ V ∗∗ صورت این در Fباشد، روی برداری یΈفضای V فرضکنید .١-١-٨ قضیه

است. ͳریخت΋ی Έی φ(x) = x̂ ،x ∈ V هر

است Έی� �به Έی آفین نΎاشت i(a)φ = φ(a)صورت به شده تعریف i : A −→ Ã نΎاشت .١-١-٩ قضیه

م�ͳباشد. i(a)φ = φ(a) ضابطه�ی با i : A −→ Ã آن به وابسته برداری نΎاشت که

.i(a+ a)(φ) = φ(a+ a) ،φ ∈ At هر برای آنΎاه ،a ∈ A و a ∈ A اگر برهان.

آفین نΎاشت با متناظر که ͳآنجای از و م�ͳباشند ͳخط خاصیت دارای لذا بوده Έتابع At عناصر چون

داشت: خواهیم پس است موجود φ : A −→ R فرد به منحصر ͳخط نΎاشت φ : A −→ R

φ(a+ a) = φ(a) + φ(a) = i(a)φ+ i(a)φ,



۵ آفین فضای روی ͳل جبر ساختار .١ فصل

م�ͳباشد. i آن به وابسته ͳخط نΎاشت و است آفین نΎاشت Έی i که م�ͳشود نتیجه آن از که

باشد، i هسته�ی از عنصری a اگر کنیم. ثابت را i بودن Έی� �به Έی است ͳکاف i بودن Έی� �به Έی اثبات برای

خواهیم φ ∈ A
∗ هر برای پس i(a)(φ) = φ(a) چون و i(a)(φ) = ۰ ، φ ∈ At هر برای لذا .i(a) = ۰ آنΎاه

است. Έی� �به Έی i و Keri = ۰ بنابراین .a = ۰ بالا لم به بنا نتیجه در .φ(a) = ۰ داشت

از آفین فضای زیر Έیλ۱x۱ + ... + λmxm = µ معادله ریشه�های از H مجموعه [۶] .١-١-١٠ ملاحظه

ابرصفحه١ آن به که −mاست ۱ بعد از ͳزیرفضایH صورت این در نباشند صفر λ۱, ..., λn همه اگر و است Rm

م�ͳگوییم.

(x۱, ..., xm) ∈ Rm هر ازای به که کنیم تفسیر φ : Rm −→ R نΎاشت صورت به را بالا معادله م�ͳتوانیم

باشیم داشته

φ(x۱, ..., xm) = λ۱x۱ + ...+ λmxm − µ.

معادله ریشه�های از H مجموعه و بوده آفین نΎاشت Έی φ که است ΀واض

λ۱x۱ + ...+ λmxm = µ

پس است φ : Rm −→ R آفین نΎاشت هسته یا صفر مجموعه

H = φ−۱(۰) = {x ∈ Rm|φ(x) = ۰}

.x = (x۱, ..., xm) که

صورت این در باشد آفین فضای Έی A کنید فرض [۶] .١-١-١١ لم

است. ابرصفحه Έی H = Kerφ ،φ : A −→ R غیرثابت آفین تاب΄ هر ازای به •

.H = Kerφ بطوری΋ه دارد وجود φ : A −→ R غیرثابت آفین تاب΄ Έی A در H ابرصفحه هر ازای با •

(λ ̸= ۰) λ ∈ R صورت این در باشد H = Kerψ بطوری΋ه ψ : A −→ R دیΎر آفین تاب΄ هر برای

.ψ = λφ بطوری΋ه دارد وجود

صفحه ابر هر ،H = Kerφ که φ : A −→ R ثابت) (غیر آفین تاب΄ هر و A Hدر صفحه ابر هر ازای به •

λ ∈ R و a ∈ E هر ازای به بطوری΋ه م�ͳشود تعریف ψ ثابت غیر آفین تاب΄ توسط H با موازی H ′

.ψ(a) = φ(a)− λ باشیم داشته

صورت به یا ã ∈ Ã بردار هر است. شده تولید i تصویر با موازی های صفحه ابر توسط Ã برداری فضای

A ̸= ∅ چون م�ͳباشد.( a ∈ A و λ ∈ R⧹{۰} برای ã = λi(a) فرم به یا و ها a ∈ A برای است ã = i(a)

١hyperplane



۶ آفین فضای روی ͳل جبر ساختار .١ فصل

هم λ ∈ R⧹{۰} هر برای پس است برداری فضای Ã چون و i(a) ∈ Ã که دارد وجود a ∈ A Έی پس

پس باشد aمخالف و دلخواه عضوی b ∈ A کنید فرض حال .λi(a) ∈ Ã

∃a ∈ A; b = a+ a =⇒ i(b) = i(a) + i(a)

.(µi(b) = µi(a) + i(b)i; b = µa داریم µi(b) ∈ Ã برای و

که است ͳنقاط شامل i نΎاشت تصویر م�ͳگردند. تعیین ã توسط منحصر�به�فرد صورت به a و a ،λ علاوه�بر�این

دقیق دنباله Έی که م�ͳکنیم ثابت موضوع این بیشتر درک برای م�ͳباشد. λ = ۱

۰ //// A //i // Ã //// R //// ۰

م�ͳکنیم. ͳبررس را دنباله دوگان آن از پس و داریم را برداری فضاهای از

م���ͳكند وابسته λ ∈ R به را A روی λ ثابت تاب΄ كه باشد ͳاشتΎن l : R −→ At كنيد فرض .١-١-١٢ قضیه

بنابراين، م��ͳكند. وابسته را A روی متناظر ͳخط تاب΄ A روی آفين تاب΄ هر به كه باشد ͳاشتΎن k : At −→ A
∗ و

برداری فضاهای دنباله�ی

۰ //// R //l // At //k // A
∗ //// ۰

است. دقيق

زيرا است Έی� �به Έی l نΎاشت برهان.

l : R → At

x 7→ l(x) ( l(x) : A −→ R)

كنيم فرض اگر در�نتيجه، .l(λ) = λ پس م�ͳكند وابسته λ ∈ R به را A روی λ ثابت تاب΄ l(x) چون و

است. Έی� �به Έی l لذا .x۱ = x۲ در�نتيجه و l(x۱)(a) = l(x۲)(a) پس l(x۱) = l(x۲)

به توجه با م�ͳگيريم. نظر در را ⟨R,R,+⟩ و ⟨A,A,+⟩ آفين فضاهای پوشاست. k كه م�ͳكنيم ثابت حال

.k(φ) = φ كه است موجود φ : A −→ R آفين نΎاشت φ : A −→ R نΎاشت برای ،١-١-٢ تعریف

زيرا ،k ◦ l = ۰ همچنين

l(x) = l(x+ a)− l(x) = x− x = ۰

م�ͳكند؛ ميل صفر به φ ͳخط قسمت آنΎاه باشد، k هسته�ی در φ ∈ At اگر .Img(l) ⊂ Ker(k) در�نتيجه

چون .k(φ)(v) = ۰ درنتيجه .φ ∈ Ker(k) ما فرض به توجه با و Ker(φ) = {f |f : A −→ R} زيرا



٧ آفین فضای روی ͳل جبر ساختار .١ فصل

.φ(a) = ۰ داشت خواهيم k(φ) = φ در�نظر�گرفتن با پس k(φ) ∈ A
∗

داريم ،(a, b ∈ A, a ∈ A) b = a+ a و a نقاط از جفت دو هر ازای به بنابراين

φ(b) = φ(a+ a) = φ(a) + φ(a) = φ(a).

ͳيعن دارد قرار l تصوير در بنابراين است، ثابت φ كه م�ͳشود نتيجه پس φ(a+ a) = φ(a) چون

است. دقيق فوق دنباله�ی لذا .Ker(k) ⊂ Img(l)

داریم: a ∈ A برای بنابراين، است. بالا قضیه در k نΎاشت دوگان i نΎاشت

⟨k(φ), a⟩ = ⟨φ, a⟩ = ⟨φ, i(a)⟩.

زیرا

⟨k(φ), a⟩ = k(φ)(a) = φ(a) ∈ R,

⟨φ, a⟩ = φ(a) ∈ R,

⟨φ, i(a)⟩ = i(a)(φ) = φ(a) ∈ R.

λ ∈ R هر برای واق΄ در است. lاشتΎن دوگان م�ͳگردد تعریف j(αi(a)+ i(a)) = αصورت به که j نΎاشت

داریم:

j(ã)λ = ⟨ã, l(λ)⟩

= ⟨αi(a) + i(a), l(λ)⟩

= α⟨i(a), l(λ)⟩+ ⟨i(a), l(λ)⟩

= αλ.

خواهیم نتیجه در .i(a)(l(λ))(a) = i(a)(λ) = λ(a) = λ پس i(a) ∈ Ã و l(λ) ∈ At زیرا

داریم تعریف به بنا و i(a)(λ) = λ(a) و i(a) ∈ Ã زیرا ⟨i(a), l(λ)⟩ = ۰ اما .⟨i(a), l(λ)⟩ = λ داشت

.λ(a)(a) = λ(a)− λ(a+ a) = ۰

دنباله آنΎاه باشد، ͳمتناه A اگر .١-١-١٣ نتیجه

۰ //// A //i // Ã //j // R //// ۰

است. دقیق



٨ آفین فضای روی ͳل جبر ساختار .١ فصل

است. دقیق فوق دنباله�ی لذا .j◦i(a) = ۰ داریم a ∈ A هر ازای به j نΎاشت ی ضابطه به توجه با برهان.

j(ã) = ۰ معادله با Ã از ابرصفحه�ای عنوان به را A تصویر م�ͳتوانیم ͳراحت به روش این در که کنید توجه

و i(A) = j−۱(۰) �دیΎر �عبارت به بشناسیم. j(ã) = ۱ معادله با Ã از ابرصفحه�ای عنوان به را A تصویر و

دنباله اگر که کنید توجه .i(A) = j−۱(۱)

۰ // // A //α //W //j // R //// ۰

فضای روی گرفته ش΋ل آفین فضای Έی A که م�ͳشود نتیجه A = j−۱(۱) تعریف با باشیم داشته را دقیق

ضابطه با Ψ : W ∗ −→ At نΎاشت دوگان است.ایزومرفیسم ایزومرف Ã با استاندارد طور به W و V برداری

است. متعارف شمول i : A −→W که است Ψ(φ)(a) = φ(i(a))

آفین فضای مختصاتروی ١-٢

(a۰, ..., am) باشد. A در نقطه m+ ۱ از خانواده Έی (a۰, ..., am) و آفین فضای Έی ⟨A,A,+⟩ کنیم فرض

که است A در برداری a۰ai آن در که م�ͳکند مشخص را A در (a۰a۱, ..., a۰am) بردار m از خانواده Έی

م�ͳتوانیم ،A در (u۱, ..., um) بردارهای از ͳتایm خانواده Έی در a۰ نقطه ازای به برع΋س، .a۰ai = ai − a۰

.ai = a۰ + ui ،۱ ≤ i ≤ m ازای به که آوریم به�دست را A در (a۰, ..., am) ای نقطه m+ ۱ خانواده

(a۰, ..., am) ای +mنقطه ۱ خانواده هر م�ͳتوانیم ،m ≥ ۱ هر ازای به که است این با معادل بالا عبارات درواق΄

بΎیریم. نظر در متناظر هستند، A در ͳبردارهای ui آن در که (a۰, (u۱, ..., um)) زوج با را A نقاط از

خانواده Έی ،x = a۰ + a۰x چون ،x ∈ A هر ازای به آنΎاه باشد A از پایه Έی (u۱, ..., um) که ͳامΎهن

بطوری΋ه دارد وجود ها اس΋الر از (x۱, ..., xm) منحصربفرد

x = a۰ + x۱a۰a۱ + ..., xma۰am.

هستند. (a۰, (u۱, ..., um)) با مرتبط مختصات (x۱, ..., xm) اس΋الرهای

خانواده Έی a۰ مبدأ ١با آفین کن; Έی باشد. آفین فضای Έی ⟨A,A,+⟩ کنید فرض .١-٢-١ تعریف

م�ͳباشد. A از پایه Έی (a۰a۱, ..., a۰am) بطوری΋ه است A در نقطه m+ ۱ از (a۰, ..., am)

ازای به م�ͳتواند x ∈ A هر بنابراین، م�ͳشود. نامیده a۰ مبدأ با آفین کن; Έی (a۰, (a۰a۱, ..., a۰am)) زوج

م�ͳگردد بیان زیر صورت به م�ͳشوند، نامیده x مختصات که (x۱, ..., xm) اس΋الرهای از بفرد منحصر خانواده

x = a۰ + x۱a۰a۱ + ..., xma۰am.

١affine frame



٩ آفین فضای روی ͳل جبر ساختار .١ فصل

(O, e۱, ...en) فرضکنید م�ͳدهیم. قرار ͳبررس مورد را At پایه�ی ساختار حال باشد. n بعد از A فرضکنید

نΎاشت�های از خانواده�ای است. a = O + viei نمایش دارای نقطه هر بنابراین، باشد. A روی آفین کن; Έی

اگر م�ͳباشد. At برای پایه Έی شده�اند تعریف ei(a) = vi و e۰(a) = ۱ صورت به که {e۰, e۱, ..., en}آفین

صورت این در φi = φ(ei) و φ۰ = φ(O) دهیم قرار و φ ∈ At

∀φ ∈ At; φ(a) = φ(O + viei) = φ(O) + viφ(ei) = φ۰e
۰(a) + φie

i(a).

.φ = φ۰e
۰ + φie

i لذا

بر e۰ درواق΄ ندارد. ͳΎبست کرده�ایم انتخاب A روی که ͳکنج به e۰ نΎاشت ،e۱, ..., en برخلاف که کنید توجه

است. منطبق j نΎاشت

تصویر تعریف با صورت این در باشد، {e۰, e۱, ..., en} دوگان و Ã پایه نشانΎر {e۰, e۱, ..., en} کنید فرض حال

داریم ،a = O + viei برای که م�ͳشود نتیجه i(ei) = ei و i(O) = e۰ صورت به متعارف ایمرشن

i(a) = i(O + viei) = i(O) + vii(ei) = e۰ + viei.

تصویر معادله دهیم نمایش {x۰, x۱, ..., xn} با را Ã روی {e۰, ..., en} پایه به وابسته ͳمختصات سیستم اگر

ازای به زیرا م�ͳباشد. x۰ = ۰ صورت به i نΎاشت تصویر معادله که ͳحال در است x۰ = ۱ صورت به i نΎاشت

صورت به را آن م�ͳتوانیم بΎیریم نظر در را Ã از ã دلخواه عضو اگر حال .i(ei)(e
j) = δij که داریم ei هر

.b = O+Σn
i=۰v

iei تعریف، به توجه با لذا .i(b) ∈ Ã ، b ∈ A هر ازای به نتیجه در بنویسیم. ã = Σn
i=۰x

iei

صورت این در

i(b) = i(۰) + Σn
i=۱v

ii(ei) = e۰ + Σn
i=۱v

iei.

همچنین و بوده x۰ = ۱ صورت به i نΎاشت تصویر معادله لذا

i(a) = i(Σn
i=۰v

iei) = Σn
i=۱v

ii(ei) = Σn
i=۱v

iei = ۰e۰ + Σn
i=۱v

iei.

است. x۰ = ۰ صورت به i نΎاشت تصویر معادله نتیجه در

،φ ∈ Atهر برای که م�ͳشود داده نمایش (µ۰, µ۱, ..., µn) با Ã∗ = At در بالا پایه به وابسته مختصات

.µα(φ) = ⟨eα, φ⟩

آفین فضای روی ͳل� جبر ساختار ١-٣

به A روی ͳل جبر ساختار Έی باشد. A برداری فضای روی آفین فضای Έی A کنید فرض تعریف١-٣-١.

م�ͳگردد: بیان زیر صورت



١٠ آفین فضای روی ͳل جبر ساختار .١ فصل

،A روی [ , ] ͳل جبر ساختار Έی .١

(a, a) 7−→ Daa Dو : A×A −→ AاشتΎنΈی دیΎر عبارت به ، A روی A از مشتق یΈعملΎر .٢

خواص با

Da(λa) = λDaa

Da(a۱ + a۲) = Daa۱ +Daa۲

Da[a۱, a۲] = [Daa۱ , a۲] + [a۱ , Daa۲]

کند صدق سازگاری شرط در .٣

Da+a۱a۲ = Daa۲ + [a۱, a۲].

نیاز از ͳژاکوب اتحاد سپس و است نیاز A روی براکت بودن متقارن�ک; و ͳخط-R به تنها اول مورد در

م�ͳشود. نتیجه Da روی

م�ͳشوند: ͳبازنویس زیر صورت به بالا شرایط آنΎاه کنیم استفاده [a, a] ≡ Daa نماد از اگر

[a, λa] = λ[a, a] (١-٢)

[a, a۱ + a۲] = [a, a۱] + [a, a۲] (١-٣)

[a, [a۱, a۲]] = [[a, a۱], a۲] + [a۱, [a, a۲]] (۴-١)

[a+ a۱, a۲] = [a, a۲] + [a۱, a۲]. (۵-١)

b = a+a اگر و [a, a] = −[a, a] دادن قرار با م�ͳدهد.� ما به Aرا عناصر روی براکت تعریف اجازه�ی مسئله این

داریم باشد

[a, b] = [a, a+ a] = [a, a] + [a, a] = [a, a].

صورت این در ،b = a+ a بطوری΋ه a, b ∈ A کنیم فرض اگر زیرا است، ک; متقارن براکت این

[b, a] = [a+ a, a] = [a, a] + [a, a] = −[a, a] = −[a, b]

آنΎاه ،b = a + a۱, c = a + a۲ بطوری΋ه a, b, c ∈ A اگر ͳیعن م�ͳکند، صدق ͳژاکوب اتحاد شرط در و



١١ آفین فضای روی ͳل جبر ساختار .١ فصل

زیرا ، [a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]] = ۰

[a, [a+ a۱, a+ a۲]] + [a+ a۱, [a+ a۲, a]] + [a+ a۲, [a, a+ a۱]]

= [a, [a, a۲]] + [a, [a۱, a]] + [a, [a۱, a۲]]

+ [a, [a۲, a]] + [a۱, [a۲, a]] + [a, [a, a۱]] + [a۲, [a, a۱]]

= [a, [a۱, a۲] + [a۱, [a۲, a]] + [a۲, [a, a۱]]

داشت خواهيم دهيم، قرار (۴-١) رابطه از را آن معادل [a, [a۱, a۲]] جای به اگر حال

= [a, [a۱, a۲]] = [[a, a۱], a۲] + [a۱, [a, a۲]]− [a۱, [a, a۲]] + [a۲, [a, a۱]]

= ۰

A توسط R ͳبدیه ͳل جبر از ͳل جبر توسی΄ با معادل A آفین فضای روی ͳل جبر ساختار Έی .١-٣-٢ قضیه

برداری فضاهای از دقیق دنباله که است این با هم�ارز صری�΀تر، بیان به باشد. ͳم

۰ //// A //i // Ã //j // R∗ //// ۰

باشد. ل�ͳها جبر از دقیق دنباله Έی

ضابطه با D نΎاشت و A روی ͳل جبر ساختار Έی یقین به باشد ل�ͳها جبر از ͳ΋ی دقیق دنباله اگر برهان.

i, i چون م�ͳکند، صدق A روی ͳل جبر ساختار تعریف برای نیاز مورد شرایط تمام در که Daa = [i(a), i(a)]

داشت خواهيم است ͳل جبر Έی فوق دنباله این΋ه به توجه با و دارند ͳخط خاصیت لذا هستند آفین های نΎاشت

Da(λa) = [i(a) + i(λa)]

= [i(a), λi(a)]

= λ[i(a), i(a)]

= λDaa.



١٢ آفین فضای روی ͳل جبر ساختار .١ فصل

Da(a۱ + a۲) = [i(a), i(a+ a۱)]

= [i(a) , i(a۱) + i(a۲)]

= [i(a) , i(a۱)] + [i(a), i(a۲)]

= Daa۱ +Daa۲.

Da([a۱, a۲]) = [i(a), i[a۱, a۲]]

= [[i(a), i(a۱)], i(a۲)] + [i(a۱), [i(a), i(a۲)]]

= [Daa۱, i(a۲)] + [i(a۱), Daa۲].

Da+a۱a۲ = [i(a+ a۱), i(a۲)]

= [i(a) + i(a۱), i(a۲)] = [i(a), i(a۲)] + [i(a۱) , i(a۲)]

= Daa۲ + [ i(a۱), i(a۲) ].

نظر در ثابت را a ∈ A عنصر اگر باشیم. داشته A آفین فضای روی ͳل جبر ساختار Έی کنیم فرض برع΋س،

عنصر دو از براکت م�ͳتوانیم نوشت. ã = λi(a) + i(a) صورت به م�ͳتوان را ã ∈ Ã عنصر هر آنΎاه بΎیریم،

کنیم: تعریف زیر صورت به را ã۲ = λ۲i(a) + i(a۲) و ã۱ = λ۱i(a) + i(a۱)

[ã۱, ã۲] = i( [a۱, a۲] + λ۱Daa۲ − λ۲Daa۱ )

کند. ͳم صدق ͳژاکوب اتحاد شرط در و است ک; متقارن و ͳدو-خط براکت این

ک;: متقارن

[ã۲, ã۱] = i( [a۲, a۱] + λ۲Daa۱ − λ۱Daa۲ )

= i(−[a۱, a۲]− (−λ۱۲Daa۱ + λ۱Daa۲ ))

= −i( [a۱, a۲]− λ۱Daa۲ + λ۲Daa۱] )

= −[ã۱, ã۲].

:ͳدوخط



١٣ آفین فضای روی ͳل جبر ساختار .١ فصل

صورت این در ،ã′
= λ

′
i(a) + a(a

′
) و ã۲ = λ۲i(a) + i(a۲) و ã۱ = λ۱i(a) + i(a۱) کنیم فرض اگر

[αã۱ + ã
′
, ã۲] = i([αa۱ + a

′
, a۲] + (αλ۱ + λ

′
)Daa۲ − λ۲Da(αa۱ + a

′
))

= i(α[a۱, a۲] + [a
′
, a۲] + αλ۱Daa۲ + λ

′
Daa۲ − αλ۲Daa۱ − λ۲Daa

′
)

= α i([a۱, a۲] + λ۱Daa۲ − λ۲Daa۱) + i([a
′
, a۲] + λ

′
Daa۲ − λ۲Daa

′
)

= α[ã۱, ã۲] + [ã
′
, ã۲].

a
′
= a+b آنΎاه Aباشد، در دیΎر یΈنقطه a′ اگر زیرا نیست وابسته a نقطه انتخاب به تعریف این �این، �بر علاوه

کنیم فرض اگر زیرا نباشد. وابسته انتخاب آن به نتیجه که م�ͳکند ایجاب سازگاری شرط و b ∈ A از ͳبعض برای

هچنین و ã′
۲ = λ

′
۱i(a) + i(a

′
۲) و ã۲ = λ۲i(a) + i(a۲) و ã

′
۱ = λ

′
۱i(a) + i(a

′
۱) و ã۱ = λ۱i(a) + i(a۱)

داریم: [ã۱, ã۲] تعریف به توجه با آنΎاه ،a′
۲ = a۲ − λ۲b و a

′
۱ = a۱ − λ۱b و a

′
= a+ b

[ã
′

۱, ã
′

۲] = i([a
′

۱, a
′

۲] + λ۱Da′a
′

۲ − λ۲Da′a
′

۱)

= i([a
′

۱, a
′

۲] + λ۱Da+ba
′

۲ − λ۲Da+ba
′

۱)

= i([a
′

۱, a
′

۲] + λ۱Daa۲′ + λ۱[b, a
′

۲]− λ۲Daa
′

۱ − λ۲[b, a
′

۱])

= i([a۱ − λ۱b, a۲ − λ۲b] + λ۱Da(a۲ − λ۲b) + λ۱[b, a۲ − λ۲b]− λ۲Da(a۱ − λ۱b))

= i([ã۱, ã۲]− λ۲[a۱, b]− λ۱[b, a۲] + λ۱λ۲[b, b] + λ۱Daa۲ − λ۱λ۲Dab+ λ۱[b, a۲]

− λ۱λ۲[b, b]− λ۲Daa۱ + λ۲λ۱Dab− λ۲[b, a۱] + λ۲λ۱[b, b])

= i([a۱, a۲] + λ۱Daa۲ − λ۲Daa۱)

= [ã۱, ã۲].

هستند. ͳل جبر همومورفیسم�های j و i نΎاشت�های که است ΀واض پایان در

براکت که است این باشد A توسط R توسی΄ Ã روی ͳل جبر ساختار این΋ه برای لازم شرط تنها که کنید توجه

م�ͳگیریم. نظر در را A روی آفین کن; هم باز .[Ã, Ã] ⊂ A ͳیعن نمادین �طور به بΎیرد، A در را خود مقدار

مقادیر باید براکت�ها همه�ی چون م�ͳگردد. بیان وابسته پایه عناصر براکت�های توسط Ã روی براکت که داریم

باشند زیر به�صورت باید لذا بΎیرند، i نΎاشت تصویر در را خود

[e۰, e۰] = ۰, [e۰, e۰] = Ck
۰jek, [ei, ej] = Ck

ijek.


