








ریاضی علوم دانشکده

(محض) ریاضی ارشد کارشناسی دوره نامه پایان

: عنوان
همنهشت اعداد ي درباره

دانشجو:

ثقفی لیلا

راهنما: استاد

رجایی علی دکتر

1390 بهمن



ଘم৤قدৎ

৮درحൊ࣓م
ما඼ෙय़భباৣمو

଒رभتارشانଘپاਕیوشاਜวീীیبൎندایآॶمان॥୓تآ൒৅نانૢهଡૼنوଡاࣹساسات
ૼن஑یکଘభ༚وબفબفا়شانඓࣂࡣتو৳ماਗیইسا਩یଘ଒ૼنభرণیدنଘاଌن

یاریرساষیده�ا৯د،ઍआଘوص ৑ࡻ૕ه
ऒواଽانସ୍م



঻نامآنૢهجانرا༜ࢁඟتآड़وࣾت
৖وॳشاୀیزاয়لਗیඟ໋ددوحالآنฬ଒ماوऔونণتاره زশباਪیੀय़تابگاهبا
ଘحالآॶمانع࢙مو ऒوشا রود. ایభࣺشانબୀࡳૌهیਠඇ౷ی৔୏و૰༜نوجاویدऒواগد

داিشوا৷مان಻ൾফ଒ننਣඇൡیୀభدارد.
در ایمان و نومیدي در صبر شکست، در تلاش توفیق من به که را یگانه ایزد سپاس

فرمود. عنایت را مشکلات

بوده�اند. من حامی یگانه زندگی گام�هاي نخستین از که مهربانم مادر و پدر از سپاس

مراحل در تنها نه که ، পنابآ༚یدන඿رعਚیرجاਪی گرانقدرم راهنماي استاد از احترام با
سپاسگزارم شده�ام، بهره�مند ایشان رهنمودهاي از سال دو این مدت تمامی در بلکه پایان�نامه

نمایم. مسئلت منان خداوند از را ایشان توفیق و سلامتی و



چکیده

داشته وجود nمساحت و گویا اضلاع با الزاویه قائم مثلثی اگر نامند می همنهشت” ”عدد یک را n طبیعی عدد
سیستماتیک طور باربه واولین بود یونانیان توجه مورد خاص هاي حالت در همنهشت اعداد مطالعه باشد.

گرفت. قرار بحث مورد 10 قرن در مسلمان ریاضیدانان توسط
بود فوق مساله حالت این فرما مکتوب ریاضی کامل اثبات نیست.تنها همنهشت nعدد = ۱ دادکه نشان فرما
تکنیکهاي مهمترین از که دارد نام متناهی نا نزول وي اثبات روش و است مرتبط فرما مساله n = حالت۴ با که

می�شود. پیچیده محاسباتی لحاظ از سرعت به همنهشت اعداد تعیین است.مسئله اعداد نظریه در اثبات
اضلاع با الزاویه قائم مثلث یک وتر که ارقام تعداد جهت از کسر کوچکترین محاسباتی پیچیدگی جهت از مثلا

صورتش ، است 157 ومساحت گویا
مخرجش ۲۲۴۴۰۳۵۱۷۷۰۴۳۳۶۹۶۹۹۲۴۵۵۷۵۱۳۰۹۰۶۷۴۸۶۳۱۶۰۹۴۸۴۷۲۰۴۱و

باشد. می ۸۹۱۲۳۳۲۲۶۸۹۲۸۸۵۹۵۸۸۰۲۵۵۳۵۱۷۸۹۶۷۱۶۵۷۰۰۱۶۴۸۰۸۳۰

شیمورا نتایج کمک به را همنهشت اعداد تعیین مساله شدکه انجام تانل1 توسط بیستم قرن در بزرگ پیشرفت
کرد. مربوط بیضوي هاي خم نظریه در مهم حدسی به 3 والدسپورژه و 2

تحلیلی نظریه به را بیضوي هاي خم حسابی نظریه است مشهور 4 برچ-سوینرتوندایر حدس به که حدس این
مشهور مساله هفت از یکی حدس این است. مانده باقی نشده حل وهمچنان کند می مرتبط بیضوي هاي خم
۳,۱۴۸,۳۷۹,۶۹۴ که است توجه جالب دارد. جایزه دلار میلیون یک که است 5 کلی ریاضی علوم انجمن
محققان از گروهی توسط ۲۰۰۹ سال در نبودند کردن پیدا قابل قبل قضایاي توسط که جدید همنهشت عدد
پایان این در شدند.[6] محاسبه مشترك پروژه یک در کامپیوترهایشان سوپر کمک به مختلف هاي کشور در
قوي ریاضیات که کرد خواهیم ارایه اساسی مثال چند و داده شرح را تانل اثبات در بکاررفته اصلی مفاهیم نامه

باشند. می [14] و [8] نامه پایان این اصلی مراجع . دهد. می رانشان وي الگوریتم پشت
صحیح نیمه وزن از مدولار هاي صحیح،فرم وزن از مدولار هاي فرم بیضوي، هاي خم کلیدي: کلمات

1Tunnell

2Shimura

3Waldspurger

4Birch-Swinnerton-Dyer

5Clay Mathematics Institute
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1 فصل

همنهشت اعداد

تاریخچه 1.1
عنوان به باشد. گویا اضلاع با الزاویه قائم مثلث مساحت اگر گوییم همنهشت عددي را صحیح مثبت عدد یک

(1:1.1 (شکل هستند. همنهشت اعدادي 5 6و مثال

408 وفات ه.ش- (تولد332 الکرجی1 نام به ایرانی ریاضیدان بارتوسط اولین موضوع این به مربوط مساله�ي

بود: زیر صورت به که (5:5.1 (شکل شد مطرح ه.ش)

عدد مربع نیز a۲ + n و a۲ − n که طوري به دارد وجود aمانند گویایی عدد n عددصحیح کدام براي

. است همنهشت عددي n صورت این در داشت وجود اي a چنین اگر گویاباشند؟

”یک” که کرد بیان اثبات بدون و هستند همنهشت اعدادي و7 5 3 که داد نشان 2 فیبوناچی 1225 سال در

گرفت. صورت 1659 سال در 4 فرما توسط آن اثبات و نیست همنهشت عددي

اعداد همه�ي که کرد ثابت 5 هیگنر 1952 سال در و شد مشخص همنهشت عدد 100 از کمتر 1915 سال تا

همنهشتند. ۵,۱۳,۲۱,۲۹, ... ي دنباله اول
1al-Karaji

2Fibonavhi

3of ”Fibonachi numbers” fame

4of ”Fermat’s last theorem” fame

5Kurt Heegner

1



2 همنهشت اعداد .1 فصل

1 :1.1 شکل

هاي خم بین اي رابطه 6 تانل 1982 سال در اینکه تا بود شده مشخص گویا عدد 1000 از کمتر 1980 سال تا

کرد. پیدا همنهشت اعداد و بیضوي

به همنهشت عدد هزار چند وسیله این به و نه یا هست همنهشت شده داده عدد ایا که یافت را اي ساده راه او

شد. مشخص سرعت

همنهشت اعداد 2.1
عدد باشد. گویا اضلاع با الزاویه قائم مثلث مساحت اگر گوییم همنهشت عددي را صحیح مثبت عدد یک

بینیم. می زیر ي گزاره درصورت که دارد نیز دیگري معادل تعریف همنهشت

n = s۲r اگر زیرا است 7 مربع از خالی n کنیم فرض توانیم می مساله کلیت از شدن کم بدون قرارداد:

اضلاع به الزاویه قائم مثلثی باشد X, Y, Z اضلاع به مثلثی مساحت مربع از خالی همنهشت عددي r و باشد

بود. خواهد n = s۲r مساحتش sX, sY, sZ

کنیم: می عمل چنین ۱
۲ab = nفرض با a۲ + b۲ = c۲ گویاي هاي جواب کردن پیدا براي .1.2.1 تبصره

ظاهر زمانی چه n این دانیم نمی که زیرا نیست خوبی ي ایده روش این از استفاده شده داده n یک (براي

مساحت این که اقلیدسی تایی سه ولی است همنهشت عددي 157 مثلا نیست کار در هم ترتیبی و می�شود
6tunnell

7squarefree



3 همنهشت اعداد .1 فصل

2 :2.1 شکل

است.) شده مشخص (2 (شکل در که است مخرجی و صورت داراي دارد را

و است فرد دیگري و زوج یکی و اولند هم به نسبت s و r اینکه فرض با s
r
مانند دلخواه گویا عدد هر براي

می�کنیم رسم اي گونه به t = s
r
شیب به خطی و گیریم می نظر در واحد شعاع به اي دایره ، r > sفرض با

(شکل3) نامیم می (u, v) نقطه را دایره با خط این دیگر تقاطع محل و بگذرد (−۱,۰) ي نقطه از که

داریم: صورت دراین

u۲ + v۲ = ۱

tanθ = s
r
= v

u+۱ =⇒ s۲
r۲ = v۲

u۲+۱+۲u

s۲+r۲
r۲ = ۲(u+۱)

(۱+u)۲ = ۲
u+۱

c
′
= s۲ + r۲ و b′ = ۲rs ، a′

= r۲ − s۲ فرض با و باشد می v = ۲rs
s۲+r۲ و u = r۲−s۲

s۲+r۲ بنابراین

داشت. خواهیم را b = λb
و′ a = λa

′ گویا هاي جواب دلخواه گویاي عددي λ گرفتن با و صحیح جواب�هاي

داریم: ab = ۲n اینکه به توجه با

λ۲rs(r۲ − s۲) = n



4 همنهشت اعداد .1 فصل

3 :3.1 شکل

داشت: خواهیم را زیر ي رابطه x = −ns
r

و y = n۲
λr۲ دادن قرار با و

y۲ = x۳ − n۲x (1.1)

شرایطی تحت باشیم داشته را (1.1) ي معادله صفر مخالف اي y و x گویاي هاي جواب اگر برعکس طور وبه

آوریم. دست به زیر روابط از را nمساحت به اي الزاویه قائم مثلث اضلاع توانیم می شده زیربیان گزاره�ي در که

b = |۲nx
y
|

a = |n۲−x۲
y
|

c = |n۲+x۲
y
|

.

که طوري باشدبه داشته وجود x مانند مربعی گویا عدد اگر فقط اگرو است همنهشت عددي n .2.2.1 گزاره
باشند. گویا اعداد مربع x− n, x+ n

که دارند وجود X < Y < Z صورت این در باشد همنهشت عددي n کنید فرض برهان.
X۲ + Y ۲ ± ۴.۱۲XY = Z۲ ± ۴.۱۲XY پس ۱

۲XY = n و X۲ + Y ۲ = Z۲

(X±Y
۲ )۲ = (Z۲ )

۲ ± n یعنی (X ± Y )۲ = Z۲ ± ۴n دهد: می نتیجه و



5 همنهشت اعداد .1 فصل

(25 از کوچکتر مربع از خالی همنهشت اعداد -Table۱) :4.1 شکل

هستند. گویا عددي مربع x± n داشت خواهیم x = (Z۲ )
۲ فرض با

دادن قرار با باشند گویا عددي مربع x± n و x اگر برعکس:

X =
√
x+ n−

√
x− n, Y =

√
x+ n+

√
x− n, Z = ۲√x (2.1)

داریم:

X۲ + Y ۲ = Z۲, ۱
۲XY = n

است. همنهشت عددي n دهد می نشان این که

دو در x و باشد y۲ = x۳ − n۲x خم روي گویا مختصات با اي نقطه (x, y) کنید فرض [8] .3.2.1 گزاره
کند: می صدق زیر شرط

است. گویا عدد یک مربع (1

است. زوج آن مخرج (2

دارد. آیدوجود می دست به (2.1) رابطه از که n مساحت و گویا اضلاع با اي الزاویه قائم مثلث صورت این در

با الزاویه قائم مثلثی نقطه این ولی است خم روي Q = (۴۱۲

۷۲ ,
۲۹۵۲۰

۷۳ ) نقطه n = ۳۱ براي .4.2.1 مثال
نیست) زوج x مخرج دهد.(چون نمی ۳۱ مساحت و گویا اضلاع

۲Q = (۶۵۸۷۲۳۵۳۶۶۷۲۱
۴۲۷۰۰۰۸۹۶۰۰ , −۱۶۵۶۱۶۷۴۴۳۶۴۰۰۷۳۶۴۸۱

۸۸۲۳۵۴۶۵۱۴۹۴۴۰۰۰ ) نقطه این برابر دو دیگر ازسوي



6 همنهشت اعداد .1 فصل

زیر شرح به 31 گویاومساحت اضلاع با الزاویه قائم مثلثی پس دارد زوج ومخرج دارد قرار بیضوي خم روي

صورت به مثلث اضلاع 8 پري افزار نرم و (2.2.1) ي گزاره از استفاده با است. همنهشت عددي 31 لذا می�دهد،

است: زیر

X = ۷۲۰
۲۸۷ , Y = ۸۸۹۷

۳۶۰ , Z = ۲۵۶۶۵۶۱
۱۰۳۳۲۰

y۲ = x۳ − n۲x بیضوي خم روي ( 17.2.2 (تعریف دو غیر ي مرتبه از گویا اي نقطه P اگر .5.2.1 نکته
دارد. زوج مخرج که است گویا عدد یک مربع ۲P ي نقطه اول ي مولفه صورت این در باشد

است. ۲۵۶۶۵۶۱
۲۵۶۶۵۶۱ گویاي عدد مربع ۲Q اول ي مولفه فوق مثال در مثلا

y ̸= ۰ فرض با گویایی جواب گویند بیضوي خم معادله آن به که y۲ = x۳−n۲x معادله اگر .6.2.1 نکته
چون و است همنهشت عددي n باشد داشته

En : y۲ = x۳ − n۲x = x(x۲ − n۲) = x(x− n)(x+ n)

همنهشتی(همنهشتی اصطلاح و باشند مربع x, x−n, x+n باید باشد داشته گویایی جواب فوق معادله اینکه براي

باشد. می x+ n ≡ x− n ≡ x (mod n) که میگردد مربوط این )به یافته تعمیم

همنهشت که اعدادي آن کمک به که داد ارائه را اي ساده محک ،تانل همنهشت اعداد یافتن مورد در

است. برقرار نیز آن باشدعکس درست برچ-سوینرتوندایر حدس اگر همچنین دادو تشخیص شود می را نباشند

این در باشد همنهشت عددي n باشد.اگر مربع از خالی و طبیعی عددي n کنید فرض [14] .7.2.1 قضیه
صورت

|
{
(x, y, z) ∈ Z۳ : x۲ + ۲ay۲ + ۸z۲ = n

a

}
| =

۲|
{
(x, y, z) ∈ Z۳ : x۲ + ۲ay۲ + ۳۲z۲ = n

a

}
|

است.) فرد n
۲ حالت دو هر در باشد( می a = ۲ زوج n براي و a = ۱ فرد n براي که

8PARI



7 همنهشت اعداد .1 فصل

5 :5.1 شکل

است. برقرار نیز فوق قضیه عکس آنگاه باشد صحیح (1.5.2 (حدس 9 برچ-سوینرتوندایر حدس واگر

کرد: بیان تر ساده صورت به را فوق حالت توان می .8.2.1 نکته
آن در که هایی جواب تعداد x۲ +۲ay۲ +۸z۲ = n

a
درمعادله صورت این در باشد همنهشت عددي n اگر

است. زوج z آن در که است هایی جواب تعداد برابر است فرد z

همنهشت عددي ۱ دهیم نشان x۲ + ۲ay۲ + ۸z۲ = n
a
ي رابطه از استفاده با خواهیم می .9.2.1 مثال

فقط z ، داریم را x۲ + ۲y۲ + ۸z۲ = ۱ ي رابطه و بود خواهد a = ۱ بنابراین است n = ۱ نیست،

است. صفر جواب تعداد است فرد z که حالتی براي بنابراین کند، انتخاب را صفر مقدار می�تواند

جواب دو و است x = ±۱ و y = ۰ ، x۲ +۲y۲ = ۱ ي رابطه به توجه با ، است z = ۰ که حالتی براي

نیست یکسان است فرد و زوج که حالتی در z هاي جواب تعداد چون داریم. را (−۱,۰,۰) و (۱,۰,۰)

نیست. همنهشت عددي ۱ بنابراین

9Birch-Swinnerton-Dyer
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هاي فرم و صحیح وزن از مدولار هاي فرم بیضوي, هاي خم جمله از مهمی مفاهیم �استفاده�از قضیه�تانل�با

پرداخت. خواهیم آنها ي مطالعه به که شود می اثبات 10 -ویل هسه L-نگاشت و صحیح نیمه وزن از مدولار

10the Hasse-Weil L-function



2 فصل

هسه تابع و بیضوي هاي خم

تصویري و جبري گوناهاي چند 1.2
باشد. K جبري بستار K باشد)و جداپذیر آن جبري توسیع هر باشد(یعنی کامل میدان K کنید فرض

که است An
K = {P = (x۱, ...xn) : xi ∈ K} مجموعه�ي K روي بعدي n آفین فضاي .1.1.2 تعریف

An با تر ساده طور به را An
K باشد مشخص کلام قرینه�ي از K میدان چنانچه ، شود می داده نمایش An

K با

دهیم. می نمایش

در باشد K روي متغیره n هاي اي جمله چند ي حلقه A = K[x۱, ..., xn] کنید فرض .2.1.2 تبصره
است: زیر ي مجموعه Z(T ) از منظور T ⊂ A براي صورت این

Z(T ) = {p ∈ An|f(p) = ۰,∀f ∈ T}

اگر گویند جبري ي مجموعه را An
K از Y ي مجموعه زیر .3.1.2 تعریف

∃T ⊆ A : Y = Z(T )

مجموعه�ي تعداد هر اشتراك و است جبري ي مجموعه یک ، جبري ي مجموعه متناهی اجتماع .4.1.2 گزاره
هستند. جبري هاي مجموعه ، هم An و تهی است. جبري ي مجموعه یک ، باز جبري

توپولوژي یک ي بسته هاي مجموعه تشکیل An در جبري هاي مجموعه قبل) ي گزاره بر (بنا .5.1.2 تعریف
گویند. An روي زاریسکی توپولوژي آن به که دهند می را

9
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صورت به Y اگر گویند ناپذیر تحویل را X توپولوژي فضاي یک از Y ناتهی ي مجموعه زیر .6.1.2 تعریف
نشود. نوشته هایش مجموعه زیر از بسته سره ي مجموعه دو اجتماع

آفین چندگوناي را زاریسکی توپولوژي تحت An ي بسته ناپذیر تحویل ي مجموعه زیر یک .7.1.2 تعریف
. گویند

تصویري گوناهاي چند .8.1.2 تعریف
بینهایت افزودن با که است Pn تصویري فضاي همان که دارد طبیعی ي فشرده توسیع یک An آفین فضاي

آید. می دست به جهت هر در دور

Pn =
Kn+۱ \ {۰}

∼
(1.2)

یعنی: است، مبدا از گذرنده خط یک بر واقع نقاط ارزي هم رابطه معرف ∼ که

(x۰, ..., xn) ∼ (y۰, ...yn)

باشیم: داشته λ ∈ K∗ براي اگر وتنها اگر

(y۰, ...yn) = (λx۰, ..., λxn)

کرد: تعبیر توان زیرمی ارزي هم ي رده صورت به را Pn تصویري فضاي در نقطه هر و

[(x۰, ..., xn)] = {(λx۰, ..., λxn)|λ ∈ K∗}

باشد. ناصفر x۰, ..., xn مختصات از یکی حداقل باید فوق گذاري نماد در .9.1.2 تبصره
شود. می داده نمایش هایش نماینده از یکی با معمولا p ∈ Pn نقطه یک ارزي هم ي رده هر همانند

استفاده نماینده نقطه مختصات بین (:) علامت گذاردن از رده آن ي نماینده از ارزي هم ي رده یک تمییز براي

نامیم. می تصویري فضاي در نقطه همگن مختصات را آنها و کنیم می

[(x۰ : ... : xn)] ∈ Pn

اند. شده تعریف صفر غیر ضریب یک تقریب با همگن مختصات که است این موید نمادگذاري این


